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Analyse en Composantes Principales Topologique

Rafik Abdesselam

Laboratoires ERIC - COACTIS, Université de Lyon, Lumière Lyon 2,
16, quai Claude Bernard 69365 Lyon cedex 07

rafik.abdesselam@univ-lyon2.fr

L’objectif de ce papier est de proposer une approche topologique d’analyse des données
qui consiste à explorer, analyser et représenter la structure des corrélation d’un ensemble
de variables quantitatives dans un contexte d’analyse en composantes principales. Les
mesures de similarité jouent un rôle important dans de nombreux domaines de l’analyse
des données. Les résultats de toute opération de structuration, de classification ou de
classement d’objets dépendent fortement de la mesure de proximité choisie. Basées sur
la notion de graphes de voisinage, certaines de ces mesures de proximité sont plus ou
moins équivalentes. La notion d’équivalence topologique entre deux mesures est définie et
statistiquement testée selon la description des corrélations entre les variables. Un exemple
sur données réelles illustre cette approche topologique.

Mots-clés. Mesure de proximité, graphe de voisinage, matrice d’adjacence, équivalence
topologique, corrélation, MDS représentations graphiques.

Abstract. The objective of this paper is to propose a topological approach of data
analysis that consists in exploring, analyzing and representing the correlation between
a set of quantitative variables in a context of principal component analysis. Similarity
measures play an important role in many areas of data analysis. The results of any
operation of structuring, clustering or classifying objects depend strongly on the proximity
measure chosen. Based on the notion of neighborhood graphs, some of these proximity
measures are more or less equivalents. The notion of topological equivalence between two
measures is defined and statistically tested according to the description of the correlations
between the variables. An example on real data illustrates this topological approach.

Keywords. Proximity measure, neighborhood graph, adjacency matrix, topological
equivalence, correlation, MDS graphical representations.

1 Introduction

Le choix d’une mesure de proximité est un problème important en analyse des données
topologique. La comparaison d’objets, de situations ou d’idées est une tâche essentielle
pour évaluer une situation, classer des préférences ou structurer un ensemble d’éléments.
Pour ce faire, nous utilisons des mesures de proximité pour mettre en évidence les simi-
larités ou les dissimilarités entre objets. Nous savons pertinemment que le résultat dépend

1
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de la mesure utilisée. Laquelle est alors la plus utile ? Sont-elles équivalentes ? Com-
ment identifier celle qui est la plus appropriée pour résumer la structure des corrlations
d’un ensemble de variables quantitatives ? Selon la mesure choisie, les résultats de cette
problématique d’analyse en composantes principales topologique changent.

De nombreux travaux sur les mesures de proximité, l’équivalence topologique entre
mesures de proximité (Batagelj et Bren (1995), Rifqi et al. (2003), Lesot et al. (2009),
Zighed et al. (2012)), ainsi que sur des approches topologiques d’analyses des corre-
spondances (Abdesselam (2019)) et d’analyse discriminante (Abdesselam (2019)) ont été
proposée, mais pas dans un objectif de synthèse topologique des corrélations d’un ensem-
ble de variables quantitatives homogènes.

Nous avons considéré et comparé 15 mesures de proximité les plus utilisées pour des
données continues (Warrens (2008)).

2 Equivalence topologique

L’équivalence topologique repose sur la notion de graphe de voisinage. Deux mesures de
proximité sont équivalentes si les graphes topologiques induits sur l’ensemble des objets
restent identiques. Mesurer la ressemblance entre mesures de proximité revient à comparer
leurs graphes de voisinage.

Soit l’ensemble E = {xj ; j = 1, · · · , p} à |E| = p objets dans Rn, associé aux
p variables quantitatives décrivant un ensemble de n individus. On peut à l’aide d’une
mesure de proximité u, définir une relation de voisinage Vu qui sera une relation binaire
sur E ⇥ E.

Pour une mesure de proximité donnée u, on peut construire un graphe de voisinage
sur l’ensemble des objets-variables où les sommets sont les variables et les arêtes sont
définies par une relation de voisinage. Il existe de nombreuses définitions pour construire
cette relation binaire de voisinage, par exemple, l’Arbre de Longueur Minimale, le Graphe
de Gabriel, ou encore le Graphe des Voisins Relatifs (GVR) (Toussaint (1980)), dont les
couples de points voisins (xk, xl), où k,l = 1,p, vérifient la propriété GVR suivante :
⇢

Vu(x
k, xl) = 1 si u(xk, xl)  max[u(xk, xr), u(xr, xl)] ; 8xk, xl, xr 2 E, xr 6= xk et xr 6= xl

Vu(x
k, xl) = 0 sinon

Pour toute mesure de proximité donnée u, on peut lui associer une matrice dite
d’adjacence Vu binaire et symétrique d’ordre p. La figure 1 illustre un ensemble de p = 8
objets-variables.

Par exemple, pour les variables x1 et x4, Vu(x
1, x4) = 1, signifie sur le plan géométrique,

que l’hyper-Lunule, intersection des deux hypersphères centrées sur les deux points-
variables x1 et x4, est vide. Ainsi, si deux variables xk et xl vérifient la définition 1,
elles sont reliées par une arête directe, les sommets xk et xl sont voisins.

2
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Figure 1: Exemple de GVR avec huit variables - Matrice d’adjacence associe

Comparaison et séléction de mesures de proximité

Pour mesurer l’équivalence topologique entre deux mesures de proximité ui et uj, nous
proposons de tester si les matrices d’adjacence associées Vui

et Vuj
sont différentes ou pas.

L’équivalence topologique entre deux matrices d’adjacence est mesurée par la relation de
concordance suivante :

S(Vui
, Vuj

) = 1
p2

Pp
k=1

Pp
l=1 δk l(x

k, xl) avec δk l(x
k, xl) =

n 1 si Vui
(xk, xl) = Vuj

(xk, xl)
0 sinon.

La mesure de similarité S(Vui
, Vuj

) = 1 signifie que les deux matrices d’adjacence sont
identiques et par conséquent, la structure topologique induite par les deux mesures est la
même. Dans ce cas, on parle d’équivalence topologique parfaite entre les deux mesures
de proximité. La valeur S(Vui

, Vuj
) = 0 signifie que la topologie a totalement changé.

On construit la matrice d’adjacence notée Vu?
, qui correspond au mieux à la structure

de la matrice de corrélations selon le t-test de significativité de la corrélation linéaire de
Bravais-Pearson :

⇢

Vu?(x
k, xl) = 1 si p-value = P [| Tn−2 |> t-value]  5% ; 8k, l = 1, p

Vu?(x
k, xl) = 0 sinon

Cette matrice d’adjacence binaire et symétrique Vu⇤ dite de référence, est associée à
une mesure de proximité de référence, inconnue, notée u⇤.

On peut ainsi établir l’équivalence topologique S(Vui
, Vu⇤) entre les mesures ui et u?,

en mesurant la similarité entre les matrices d’adjacence Vui
et Vu⇤.

Pour visualiser les mesures de proximité, on peut par exemple appliquer la technique
du thémascope, qui consiste un enchâınement méthodologique d’une méthode de clas-
sification sur les résultats d’une méthode factoriel, dans ce cas, une Classification As-
cendante Hiérarchique (CAH) selon le critère de Ward (Ward (1963)) sur les facteurs
significatifs de l’Analyse en Composantes Principales (ACP) du tableau des dissimilarités
[D]ij = 1 − S(Vui

, Vuj
)i,j=1,15. De plus, pour déterminer la classe de mesures de prox-

imité la plus proche de la mesure de référence u?, cette dernière sera considérée comme
élément illustratif dans les analyses, en projetant a posteriori le vecteur de dissimilarité
[D]?i = 1− S(Vu?

, Vui
)i=1,15.

3
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Test statistique de l’équivalence topologique

Le test exact de Fisher (Fisher (1922)) est bien adapté aux données binaires ou nominales
lorsque les tailles d’échantillon sont petites. Ce test ne repose pas sur une statistique
dont la loi est connue lorsque n est assez grand mais il calcule, comme son nom l’indique,
la p-value exacte directement. Nous utilisons ce test non paramtrique pour mesurer le
degré d’équivalence topologique entre deux mesures de proximité à partir de leurs matrices
d’adjacence associées, savoir si elles sont statistiquement différentes ou pas. Deux mesures
sont statistiquement en équivalence topologique si l’hypothèse nulle H0 d’indépendance
est rejetée.

Il s’agit d’un test de proportion sur deux chantillons indpendants. Ces matrices bi-
naires et symétriques d’ordre p, sont dépliées selon deux vecteurs de composantes ap-
pariées, formées des p(p−1)

2
valeurs supérieures (ou inférieures) de la diagonale. Le degré

d’équivalence topologique entre les deux mesures ui et uj est évalué et testé à partir du
test exact de Fisher, calculé sur la table 2⇥ 2 de contingence formé par les deux vecteurs
binaires. Nous testons également l’équivalence topologique entre chacune des 15 mesures
de proximité ui et la mesure de référence u? a partir des matrices d’adjacence Vui

et Vu?
.

Représentations graphiques

Afin de visualiser les relations topologiques entre les p variables, nous utilisons le posi-
tionnement multidimensionnel (MDS) classique de la matrice d’adjacence Vu?

associée à
la mesure de proximité u?, la mesure la plus adaptée aux données considérées, savoir
l’ACP du triplet {Vu?

; M ; Dp} où Vu?
est la matrice d’adjacence associée à la mesure

de proximité u?, la mesure la plus adaptée aux données considérées, M = Ip et Dp =
1
p
Ip

avec Ip, la matrice identité d’ordre p.
L’ACPT peut être effectuée à partir de n’importe quelle matrice d’adjacence Vui

as-
sociée à chacune des 15 mesures de proximité ui considérées. Quant aux reprsentations
des individus actifs, ces derniers sont projetés comme éléments illustratifs.

3 Exemple illustratif

Pour illustrer l’approche proposée, nous utilisons ici les données d’eurostat relatives aux
finances publiques des 28 pays de l’Union Européenne (UE-28) en 2017, définies par
quatre composantes exprimées en pourcentage du PIB : la Dette brute, le Déficit public,
les Recettes et les Dépenses totales. L’objectif ici, est de donner une synthèse topologique
des finances publiques de l’UE-28.

Dans un contexte métrique et classique, il suffit d’appliquer une ACP sur l’ensemble
homogène des 4 caractristiques des finances publiques de l’UE-28.

Dans le contexte topologique considéré, les principaux résultats de l’approche proposée
sont donnés dans les tableaux et graphiques ci-dessous.

4
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On a comparé les 15 mesures de proximité consdérées, testé leur équivalence topologique
et visualisé la structure des corrélations des finances publiques de l’UE-28.

ui uj S(ui , uj) p− value
Classe 1 Classe 1 1.0000 0.0083**
Classe 1 Classe 2 0.7500 0.1833
Classe 1 Classe 3 0.7500 0.1833
Classe 2 Classe 2 1.0000 0.0083**
Classe 2 Classe 3 0.5000 1.0000
Classe 3 Classe 3 1.0000 0.0083**

u? Classe 1 0.7500 0.1833
u? Classe 2 0.6250 0.5000
u? Classe 3 0.8750 0.0333*

Seuil de signification ↵ ; ⇤⇤↵  1% ; ⇤↵ 2]1%; 5%]

Figure 2: Arbre hiérarchique - Similarité - Test exact de Fisher

Le dendrogramme de la figure 2 résume les principaux résultats de la partition des
15 mesures de proximité considérées et illustre les trois classes homogènes de mesures
retenues. La mesure de référence u? projetée en élément supplémentaire, est affectée à
la classe 3 constituée des mesures de Canberra et Euclidiennes normalisée et pondérée.
Ce sont là les mesures de proximité les plus adaptées pour l’analyse topologique de la
structure des corrélations des finances publiques de l’UE-28.

A noter dans tableau de la figure 2, pour les données considérées, les mesures de
proximité qui constituent chacune des 3 classes de la partition sont en parfaite équivalence
topologique, les similarités sont égales 1, on obtiendrait donc des résultats identiques.

Classe 2 Classe 1 : Euclidean
Tchebytchev Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu1 = 0 2 1
Vu1 = 1 1 6

S(Vu2
, Vu1

) = 0.75 ; p-value = 0.1833

Classe 3 Classe 2 : Tchebytchev
Canberra Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu1 = 0 1 2
Vu1 = 1 2 5
S(Vu3

, Vu2
) = 0.50 ; p-value = 1.000

Classe 1 Classe 3 : Canberra
Euclidean Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu1 = 0 2 1
Vu1 = 1 1 6
S(Vu1

, Vu3
) = 0.75 ; p-value = 0.1833

Mesure Classe 1 : Euclidean
Référence Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu? = 0 3 1
Vu? = 1 0 6
S(Vu? , Vu1 ) = 0.750 ; p-value = 0.183

Mesure Classe 2 : Tchebytchev
Référence Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu? = 0 2 2
Vu? = 1 1 5
S(Vu? , Vu2 ) = 0.625 ; p-value = 0.500

Mesure Classe 3 : Canberra
Référence Vu2 = 0 Vu2 = 1
Vu? = 0 3 1
Vu? = 1 0 6
S(Vu? , Vu3 ) = 0.875 ; p-value = 0.0333⇤

Seuil de signification ↵ ; ⇤⇤↵  1% ; ⇤↵ 2]1%; 5%]

Table 1: Table 2⇥ 2 - Similarité - Test exact de Fisher

Le tableau 1 illustre les tables de contingence 2⇥ 2 entre les mesures de proximité de
chaque classe : Euclidienne, Tchebytchev, Canberra et la mesure de référence u? pour le
calcul du test exact de Fisher. Seule l’équivalence topologique entre la mesure de référence
et la mesure de Canberra est significative, p−value = 0.0034 < α = 5%, l’hypotèse nulle
H0 d’indépendance est rejetée.
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La matrice d’adjacence Vu?
associée à la mesure de proximité u? adaptée aux données

considérées, est construite à partir des p−values du t-test des coefficients de corrélations
de la matrice de la figure 3.

Variables Dette Déficit Recettes Dépenses
Dette 1.000

Déficit -0.3403 1.000
(0.0764)

Recettes 0.3071 0.0393 1.000
(0.1120) (0.8428)

Dépenses 0.3845 -0.2092 0.9689 1.000
(0.0434*) (0.2853) (0.0001**)

Seuil de signification ↵ ; ⇤⇤↵  1% ; ⇤↵ 2]1%; 5%]

Vu⇤ =

0

B

B

@

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 1

1

C

C

A

Figure 3: Matrice des corrélations (p-value) - Matrice d’adjacence ACPT

La figure 4 présente, à titre de comparaison sur le premier plan factoriel, les corrélations
entre les facteurs et les variables d’origine de l’ACPT et de l’ACP. Ces représentations
graphiques des variables sont légèrement différentes. Nous pouvons ainsi représenter
l’analyse topologique de chacune des 15 mesures de proximité considérées.

Figure 4: ACPT - ACP : Représentations des finances publiques de l’UE-28

4 Conclusion & Perspective

Ce travail propose une nouvelle approche qui permet de synthétiser et de décrire un
ensemble de variables quantitatives dans un contexte topologique. Comme l’ACP, l’ACPT
proposée est une méthode exploratoire topologique multidimensionnelle qui peut être utile
pour la réduction des dimensions, elle enrichit les méthodes conventionnelles d’analyse de
données continues. Il serait intéressant d’étendre cette approche topologique dans le cadre
de l’analyse des données évolutives.

6

7 sciencesconf.org:jds2020:313725

•



Bibliographie

[1] Abdesselam, R. (2019), A Topological Multiple Correspondence Analysis. Journal of
Mathematics and Statistical Science, Science Signpost Publishing Inc., USA, 5, 8, 175-192.
[2] Abdesselam, R. (2019), A Topological Discriminant Analysis. In book Chapter, Data
Analysis and Applications 2: Utilization of Results in Europe and Other Topics, ISTE
Science Publishing LTD, Wiley, 3, 167–178.
[3] Batagelj, V., Bren, M. (1995) Comparing resemblance measures. In Journal of classi-
fication, 12, 73–90.
[4] Fisher, R-A. (1922), The Interpretation of χ2 from Contingency Tables, and the Cal-
culation of P. Journal of the Royal Statistical Society, Published by Wiley, 85, 1, 87–94.
[5] Lesot, M-J., Rifqi, M. and Benhadda,H. (2009) Similarity measures for binary and
numerical data: a survey. In IJKESDP, 1, 1, 63-84.
[6] Rifqi, M., Detyniecki, M. and Bouchon-Meunier, B. (2003) Discrimination power of
measures of resemblance. IFSA’03 Citeseer.
[7] Toussaint, G. T. (1980), The relative neighbourhood graph of a finite planar set. In
Pattern recognition, 12, 4, 261–268.
[8] Ward, J-R. (1963) Hierarchical grouping to optimize an objective function. In Journal
of the American statistical association JSTOR, 58, 301, 236–244.
[9] Warrens, M-J. (2008), Bounds of resemblance measures for binary (presence/absence)
variables. In Journal of Classification, Springer, 25, 2, 195–208.
[10] Zighed, D., Abdesselam, R., and Hadgu, A. (2012), Topological comparisons of prox-
imity measures. 16th PAKDD 2012 Conference, Part I, LNAI 7301, Springer, 379–391.

7

8 sciencesconf.org:jds2020:313725

q
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Résumé. L’objectif de ce travail est de détecter des anomalies dans les données fonc-
tionnelles multivariées provenant d’appareils de mesure, dans une optique de maintenance
prédictive. Des méthodes statistiques comme le clustering fonctionnel et l’estimation
linéaire par morceaux ont été testées. Nous montrons l’intérêt de ces méthodes ainsi que
leurs insuffisances.

Mots-clés. données fonctionnelles, clustering, modélisation linéaire par morceaux

Abstract. This work aims to detect anomalies in multivariate functional data coming
from measuring devices. Statistical methods such as functional clustering and piecewise
linear estimation were tested. We show the interest of these methods as well as their
lackness.

Keywords. functional data, clustering, piecewise linear modelling

1 Introduction

Nous disposons de mesures temporelles provenant simultanément de divers capteurs.
Notre objectif est de détecter des anomalies dans ces données fonctionnelles multivariées.
De nombreuses techniques d’apprentissage non supervisé pour la détection des anomalies
existent (Chandola et al 2009), mais très peu sont adaptées aux données fonctionnelles
(Ramsay et Silverman 2005). Certaines méthodes se basant sur les fonctions de profondeur
sont proposées pour les données fonctionnelles univariées (López-Pintado et Romo 2009;
Febrero et al 2008), d’autres dans le cadre multivarié (Hubert et al 2015; Dai et Genton
2018). Hubert et al (2015) utilisent le demi-espace de profondeur pour mesurer la ”cen-
tralité” d’une courbe alors que Dai et Genton (2018) définissent une matrice de décalage
en étendant le décalage directionnel.

On distingue plusieurs types d’anomalies quand il s’agit des données fonctionnelles:
anomalie de forme, de localisation, etc. Dans l’application qui nous intéresse, nous sommes
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confrontés principalement à des anomalies de forme. Si bon nombre d’approches se basant
sur les fonctions de profondeur sont fiables dans la détection des anomalies de localisation,
elles échouent souvent à identifier ce type de données aberrantes.

Une autre façon de détecter des anomalies pourrait être d’utiliser des techniques
de clustering fonctionnelles multivariées (Schmutz et al 2020), qui pourraient permettre
d’isoler des clusters de données atypiques.

Afin de détecter des anomalies, nous avons testé sur les données un algorithme de
clustering fonctionnel, que nous avons comparé avec une autre approche paramétrique
(estimation linéaire par morceaux) basée sur la forme des courbes. Nous présentons les
résultats obtenus et leurs limites.

2 Les données

Nous considérons un jeu de données de taille 509, issu d’un matériel comportant 4 cap-
teurs, sachant que nous avons aussi d’autres matériels qui ont plus de 4 capteurs. Une
mesure est constituée de 4 courbes. Le nombre de points de mesure des trajectoires diffère
d’une observation à l’autre. Il varie entre 2199 et 10675 avec une médiane égale à 5144.
Puisque les données sont discrétisées sur des grilles fines, une approche de type données
fonctionnelles est privilégiée (Ramsay and Silverman 2005). Nous représentons quelques
données sur la Figure 1.
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Figure 1: Exemples de courbes des instruments de mesure

D’une donnée normale à l’autre, il y a souvent une différence assez importante en
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amplitude et en temps. Cette différence pourrait biaiser les résultats. Par conséquent,
nous normalisons au préalable les données en amplitude en les divisant par une valeur
moyenne relative aux courbes, et en temps en les ramenant dans l’intervalle [0, 1].

Des analyses d’experts ont permis d’identifier deux mesures comme anormales. La
première (notée ”Anormale1”) provient de la défaillance du Capteur 2 alors que la seconde
(notée ”Anormale2”) est liée à un effet extérieur. Cette dernière n’est pas tout à fait
considérée comme aberrante du point de vue de l’expert métier. Notre objectif est de
proposer une procédure automatisée permettant sur cette base de données de retrouver
ces deux données.

3 Clustering

Afin de détecter un ensemble de données atypiques liées à des défaillances des appareils
de mesure, une caractérisation pourra se faire à partir d’une analyse non supervisée des
historiques de mesures, de type clustering de données fonctionnelles multivariées. Notre
objectif est d’identifier des clusters qui caractérisent les groupes de données atypiques.

Récemment Schmutz et al, ont proposé une nouvelle méthode de clustering fonctionnel
multivarié (funHDDC) afin de permettre d’identifier des groupes d’individus homogènes.
S’agissant des données fonctionnelles, la principale source de difficulté réside dans le fait
que les courbes sont censées appartenir à un espace dimensionnel infini, alors qu’en pra-
tique nous disposons d’échantillons observés en un ensemble de points finis. Les auteurs
reconstituent la forme fonctionnelle des données en lissant les observations dans une base
de fonctions de dimension finie. Leur méthode s’appuie ensuite sur un modèle de mélange
latent fonctionnel.

Nous appliquons dans un premier temps cet algorithme dans le cas multivarié où nous
prenons en compte toutes les courbes quel que soit l’appareil de mesure. Dans un second
temps nous testons le cas univarié où nous ne considérons que les courbes d’un même
capteur. Le package funHDDC de Schmutz et al propose plusieurs modèles parcimonieux.
Il propose également 5 moyens d’initialisation de l’algorithme E-M. Nous avons testé
tous les modèles, tout en variant le nombre maximum d’itérations et les initialisations de
l’algorithme E-M.

En multivarié, un seul cluster est obtenu à chaque fois: le modèle de clustering n’arrive
pas à former des groupes suffisamment distincts les uns des autres. Par contre dans le
cas univarié, quel que soit le capteur considéré, le modèle retenu présente au moins 3
clusters. Nous représentons sur la Figure 2 les courbes moyennes des 5 clusters obtenus
avec les données du capteur 2, puisque c’est le seul capteur ayant eu une défaillance. Bien
qu’identifiant plusieurs clusters, l’algorithme n’arrive pas à distinguer un groupe spécifique
de courbes anormales. Aucun cluster n’a de forme atypique d’un point de vue de l’expert
métier. Les courbes identifiées auparavant comme anormales sont dans un même cluster
que des courbes normales. Ceci est probablement dû au trop faible nombre de données
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atypiques. La Figure 3 présente les courbes de ce cluster, avec une distinction en couleur
des courbes supposées anormales.
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Figure 2: Courbes moyennes des 5 clusters
formés par l’ensemble des courbes du cap-
teur 2, cas univarié

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

1
.2

1
.4

1
.6

time

v
a
lu
e
s

Anormale1

Anormale2

Figure 3: Ensemble des courbes du
cluster contenant les données anor-
males du capteur 2, cas univarié

Avec cette méthode, il n’est donc pas possible de faire une caractérisation des données
anormales. Nous ne pouvons donc pas détecter les courbes aberrantes du fait que l’algo-
rithme les met dans un même cluster que les courbes normales. De plus cette approche
présente des difficultés du fait que les données sont de tailles différentes. Nous pensons plus
tard coupler cette méthode avec une étude de la distribution du temps et de l’amplitude
des courbes.

4 Estimation linéaire par morceaux

Dans un second temps, nous avons décidé de nous appuyer sur la forme spécifique des
courbes de notre application. Nous avons identifié une allure type pour chaque appareil
de mesure. Nous définissons donc un patron pour chaque capteur. Ce patron forme une
base de fonctions particulières (linéaires par morceaux, cf. Figure 4) dans laquelle nous
lissons les données.

Chaque observation est approchée dans cette base linéaire par morceaux (Muggeo
2017) à l’aide du package R segmented. Muggeo définit des modèles de régressions avec

4

12 sciencesconf.org:jds2020:319447

•



des relations segmentées entre la réponse et la variable tout en estimant les points de
rupture. La Figure 4 présente une courbe du deuxième appareil de mesure avec sa recon-
struction linéaire par morceaux (patron).
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Figure 5: Histogramme des erreurs
de reconstruction du capteur 2

Après avoir approché chaque mesure dans la base linéaire par morceaux définissant
le patron d’une mesure normale, nous regardons la distribution empirique des erreurs
d’approximations (écarts entre les vraies valeurs et les valeurs estimées). Il est alors
possible de se baser sur cette distribution empirique pour proposer une évaluation de la
probabilité qu’une nouvelle mesure soit atypique.

La Figure 5 présente l’histogramme des erreurs de reconstruction des courbes du cap-
teur 2. Les points en rouge et vert représentent respectivement les erreurs de reconstruc-
tion des données défaillantes ”Anormale1” et ”Anormale2”. Visiblement, le point rouge
est très éloigné de l’ensemble des points de l’histogramme. La valeur réelle de cette erreur
est 16681.9, soit environ 3 fois le maximum des erreurs de reconstruction des courbes
normales provenant du capteur 2. Cette méthode nous permet de détecter la donnée
atypique issue de la défaillance du capteur 2. Elle permet également de distinguer la
seconde anomalie, provenant de la défaillance d’un capteur issue d’une variable exogène
ou d’un effet extérieur.

Afin de voir s’il y a un signe précurseur à la défaillance du capteur 2, nous représentons
les erreurs de reconstruction de quelques données avant la panne. Ces points (en bleu)
sont tous considérés comme normaux suivant la distribution empirique des erreurs. Avec
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cette méthode, il ne semble donc pas y avoir de signes précurseurs à la panne, pour cette
défaillance.

5 Conclusion

Dans ce travail préliminaire, nous avons appliqué deux méthodes paramétriques pour
détecter des anomalies, un clustering fonctionnel multivarié et une méthode basée sur la
distribution des erreurs de reconstruction par une base de fonctions linéaires par morceaux.
Seule la seconde méthode a permis de détecter la donnée atypique provenant d’un appareil
de mesure défaillant. L’algorithme de clustering fonctionnel utilisé nous renvoie un cluster
composé d’un mélange de données anormales et normales. Une difficulté en utilisant
l’approche fonctionnelle est que les données ne sont pas de même taille. Nous pensons
coupler l’approche de clustering fonctionnel avec une étude de la distribution du temps
et de l’amplitude de la donnée. Un autre point important est de considérer des métriques
basées sur les dérivées. Nous les utilisons déjà avec la méthode FIF : Functional Isolation
Forest (Stearman et al 2019).
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Résumé.
Dans les études de cohorte, on s’intéresse généralement à l’association entre le temps

jusqu’au décès par une certaine pathologie et l’exposition cumulée à un (ou plusieurs)
agent(s) pathogène(s). Dans ce contexte, l’historique d’exposition des individus est généralement
estimé rétrospectivement ou mesuré de manière prospective en utilisant différentes stratégies
selon la période d’exposition. Cela peut créer des combinaisons d’erreurs de mesure assez
complexes, notamment caractérisées par une hétérogéneité dans le temps du type et de
la magnitude des erreurs. Par ailleurs, si une erreur est commise sur l’estimation d’un
niveau d’exposition supposé commun à un groupe d’individus, cela peut créer des er-
reurs de mesure dites partagées entre individus. En outre, les conditions d’expositions
et les pratiques individuelles peuvent créer des erreurs partagées intra-individus. Bien
qu’il soit difficile de prendre en compte des combinaisons d’erreurs de mesure partagées
et hétéroscédastiques avec des approches statistiques standard, celles-ci peuvent affecter
de façon significative (i.e., biais, perte de puissance, atténuation de la courbe exposition-
risque) les inférences statistiques menées dans le cadre d’études épidémiologiques. Dans
ce travail, nous avons proposé deux structures hiérarchiques possibles ainsi que des al-
gorithmes Metropolis-Within-Gibbs adaptatifs spécifiques permettant de tenir compte de
l’existence d’erreurs de mesure partagées dans un modèle de survie en excès de risque
instantané. Ce travail a été motivé par un cas d’étude de cohorte professionnelle en
épidémiologie des rayonnements ionisants. L’objectif est d’estimer le risque de décès par
cancer du poumon - corrigé des erreurs de mesure partagées sur l’exposition au radon
- dans la cohorte française des mineurs d’uranium. Une nette augmentation de l’excès
de risque instantané de décès par cancer du poumon a été observée par rapport à une
estimation sans prise en compte d’erreurs de mesure ou avec seulement prise en compte
d’erreurs de mesure non partagées. Une étude par simulations est actuellement en cours
afin d’analyser l’impact d’une mauvaise spécification de modèles sur l’estimation du risque.

Mots-clés. Cancer du poumon, Epidémiologie, Erreurs de mesure d’exposition, Etude
de cohorte, Modélisation hiérarchique, Statistique bayésienne
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Abstract.
In many cohort studies, one is commonly interested in the association between the time

until death by a certain disease and cumulative exposure to one (or several) pathogen(s).
In this context, the exposure history of individuals is often estimated retrospectively or
measured prospectively using different strategies according to the period of exposure.
This may create rather complex patterns of exposure uncertainty, where the type and
magnitude of measurement error can vary over time. Moreover, if an error is made in
estimating a level of exposure assumed to be the same for a group of individuals, this may
imply so-called shared measurement errors between individuals. Additionally, when cu-
mulative exposure is considered and a method of group-level exposure estimation is used,
individual’s exposure conditions and practices may create intra-individual shared errors.
While it is difficult to account for complex combinations of shared and heteroscedastic
measurement errors in standard approaches, they pose one of the most important threats
to the validity of statistical inference in epidemiological studies (i.e., biased risk estimates,
loss in statistical power, attenuation of the exposure-risk curve). In this work, we thus
proposed two possible hierarchical structures and adaptive Metropolis-Within-Gibbs al-
gorithms to account for shared exposure measurement error in an excess hazard ratio
(survival) model. Our motivation example comes from an occupational cohort study in
radiation epidemiology. The aim is to estimate a corrected risk of death by lung cancer
due to radon exposure in the French cohort of uranium miners. We observed a marked
increase in the excess hazard ratio of death by lung cancer when accounting for shared
measurement error in risk estimation compared to the risk estimations obtained without
accounting for measurement error or only accounting for unshared errors. A simulation
study is under progress to study the impact of model misspecification on risk estimate.

Keywords. Bayesian statistics, Cohort study, Epidemiology, Exposure measurement
error, Hierarchical modelling, Lung cancer

1 Introduction

Dans les études de cohorte, on s’intéresse généralement à l’association entre le temps
écoulé jusqu’à la mort (ou l’occurrence) d’une certaine pathologie et l’exposition cumulée
à un (ou plusieurs) agent(s) pathogène(s). Dans ce contexte, l’historique d’exposition
des individus est généralement estimé en utilisant différentes stratégies selon la période
d’exposition. Cela peut créer des combinaisons d’erreurs de mesure assez complexes,
notamment caractérisées par une hétérogéneité dans le temps du type et de la magni-
tude des erreurs. Pour les périodes récentes, des mesures prospectives individuelles de
l’exposition sont généralement réalisées à l’aide d’appareils de mesure de plus en plus
précis. Les erreurs de mesure de type classique engendrées ont des variances qui dimin-
uent dans le temps, pour, le plus souvent, devenir négligeables. Pour les périodes plus
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anciennes, les expositions sont généralement estimées rétrospectivement, mais de manière
groupée: une même valeur d’exposition est attribuée à plusieurs individus partageant des
caractéristiques d’exposition communes. Il s’agit d’une erreur de mesure de type Berkson.
Si une erreur classique est commise sur l’estimation de ce niveau commun d’exposition,
cela affectera tous les individus du groupe concerné: il s’agit d’une combinaison d’erreurs
de Berkson et d’erreurs de type classique partagée inter-individus. En outre, lorsque
l’exposition cumulée est considérée et qu’une méthode d’estimation groupée de l’exposition
est privilégiée, les pratiques individuelles peuvent aussi créer des erreurs de mesure Berk-
son partagées intra-individus. Lorsqu’elles ne sont pas ou seulement mal prises en compte,
les erreurs de mesure partagées peuvent affecter de façon significative (i.e., biais, perte de
puissance statistique, atténuation de la courbe exposition-risque) l’inférence statistique
des modèles de survie supposés dans le cadre d’études épidémiologiques (Hoffmann et
al. (2018)). Malgré leurs conséquences potentiellement délétères et leur omniprésence
dans les études observationnelles, les erreurs de mesure d’exposition sont rarement prises
en compte. L’une des principales raisons est que les approches statistiques standard (e.g.,
régression-calibration, SIMEX) manquent souvent de flexibilité pour prendre en compte
des combinaisons d’erreurs de mesure potentiellement partagées et hétéroscédastiques.
L’objectif de ce travail est donc de promouvoir l’utilisation de l’approche hiérarchique
bayésienne, connue pour sa grande flexibilité. Dans ce travail, nous proposons deux
structures hiérarchiques bayésiennes possibles pour tenir compte de telles combinaisons
complexes d’erreurs de mesure dans un modèle de survie. Ce travail a été motivé par un
cas d’étude de cohorte professionnelle en épidémiologie des rayonnements ionisants.

2 Estimation corrigée de l’association radon/cancer

du poumon chez les mineurs d’uranium français

Le radon est un gaz radioactif noble provenant de la désintégration de l’uranium 238 om-
niprésent dans les sols et les roches. Il a été classé cancérigène pulmonaire chez l’homme
par le Centre International de Recherche sur le Cancer en 1988 et représente la 2ème
cause de décès par cancer du poumon après le tabac. Afin d’estimer l’association entre
une exposition chronique et à faibles doses au radon et la mortalité par cancer du poumon,
le laboratoire d’épidémiologie de l’IRSN suit une cohorte de mineurs d’uranium français,
qui ont été chroniquement exposés au radon dans le cadre de leur activité profession-
nelle. Cette cohorte inclut 5086 mineurs d’uranium. La durée moyenne du suivi est de 35
ans. A la date de point du 31 décembre 2007, 211 mineurs étaient décédés d’un cancer
du poumon. Des estimations de risque antérieures ont mis en évidence une augmenta-
tion statistiquement significative du risque de mortalité par cancer du poumon associée à
l’exposition cumulée au radon dans cette cohorte. Néanmoins, ces estimations ne tenaient
pas compte de l’existence potentielle d’erreurs de mesure ou ne tenaient compte que de
l’existence d’erreurs de mesure non-partagées (Hoffmann et al. (2017)). Aussi, l’objectif
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spécifique de ce cas d’étude est d’estimer le risque de décès par cancer du poumon, corrigé
des erreurs de mesure partagées sur l’exposition au radon, dans la cohorte française des
mineurs d’uranium. Entre 1946 et 1956 (période 1) puis entre 1956 et 1983 (période 2), des
estimations groupées de l’exposition au radon ont été réalisées par un groupe d’experts en
fonction du type d’activité et de la mine associées à chaque travailleur (période 1) puis en
s’appuyant sur des mesures de concentration ambiante en gaz radon réalisées en différents
endroits dans les mines (période 2). Couplées à des pratiques individuelles spécifiques
des mineurs d’uranium, elles ont donné lieu à une combinaison complexe d’erreurs de
Berkson et de nature classique hétéroscédastiques et partagées entre certains travailleurs
et sur plusieurs années de suivi d’un même travailleur. A partir de 1983 (période 3),
des dosimètres ont été introduits afin de mesurer l’exposition individuelle de chaque tra-
vailleur. Les erreurs de mesure de type classique ont un impact négligeable sur l’estimation
du risque d’intérêt (Hoffmann et al. (2017)): elles sont négligées dans ce travail.

3 Modèles hiérarchiques et inférence bayésienne

Afin de tenir compte de l’existence d’erreurs de mesure partagées et hétéroscédastiques
dans une étude de cohorte, nous proposons 2 modèles hiérarchiques bayésiens alternatifs
composés respectivement de 2 et 3 sous-modèles conditionnellement indépendants: le
sous-modèle de maladie, le sous-modèle de mesure et le sous-modèle d’exposition. Les 2
modèles ont le même sous-modèle de maladie mais des sous-modèles de mesure différents.

3.1 Le sous-modèle de maladie

Soit Ti le temps écoulé jusqu’à l’évènement d’intérêt, ici: ”décès par cancer du poumon”
du mineur i. L’échelle de temps considérée est l’âge, impliquant une troncature à gauche
à l’âge d’entrée dans l’étude. La variable aléatoire Ti est censurée à droite. Un modèle
de survie en excès de risque instantané - standard en épidémiologie des rayonnements
ionisants - a été considérée pour modéliser le temps de survie de chaque mineur i: hi(t) =
h0(t)(1 + βXcum

i (t − 5)) avec hi(t) le risque instantané de décès par cancer du poumon
du mineur i au temps t et h0(t) le risque instantané de base défini comme la fonction
constante par morceaux suivante : h0(t) = λ11t2]0,40]+λ21t2]40,55]+λ31t2]55,70]+λ41t2]70,85]
avec λj j = {1, 2, 3, 4} quatre paramètres inconnus, suivant les travaux de Hoffmann et
al. (2017). Enfin, Xcum

i (t−5) désigne l’exposition cumulée au radon du mineur i à l’âge t
lagguée de 5 ans afin de permettre un temps de latence entre l’exposition et l’occurrence
d’un décès par cancer du poumon qui puisse être associée à cette exposition.

3.2 Les sous-modèles de mesure

Le sous-modèle de mesure décrit le lien entre l’exposition ”vraie” inconnue Xij(t) de
l’individu i appartenant au groupe j au temps t et l’exposition observée Zij(t) sujette
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à erreur de mesure. Deux sous-modèles de mesure, de forme multiplicative (jugée plus
réaliste en épidémiologie professionnelle et environnementale et garantissant la positivité
des expositions), ont été considérés pour les périodes 1 (1946-1955) et 2 (1956-1983):

M1 :

⇢

X1
ij(t) = Z1

ij(t).U
1
i (période 1)

X2
ij(t) = Z2

ij(t).U
2
i (période 2)

M2 :

8
<
:

Z1
j = ⇠j.U

1
j (période 1)

X1
ij(t) = ⇠j.Tij(t).U

1
i (période 1)

X2
ij(t) = X2

i (t) = Z2
ij(t).U

2
i (période 2)

Tij(t) désigne le nombre de mois travaillés par le mineur i du groupe j à l’année t. Tous
les termes d’erreurs de mesure U1

i , U
2
i et U1

j sont supposés suivre une loi log-normale (con-
formément à une grande partie de la littérature sur l’incertitude d’exposition au radon)
dont la moyenne et la variance à échelle log ont la forme −σ2

2
et σ2 respectivement (mais

avec des valeurs supposées distinctes selon le terme d’erreur et la période calendaire pour
la période 2). Cette paramétrisation implique que E(U1

i ) = E(U2
i ) = E(U1

j ) = 1 et
donc que les termes d’erreurs de mesure n’introduisent pas de biais systématiques. Le
sous-modèle de mesure M1 suppose uniquement l’existence d’erreurs de mesure Berkson
hétéroscédastiques et partagées à la fois entre les individus d’un même groupe j et sur
plusieurs années d’exposition d’un individu pour les périodes 1 et 2. Ainsi, les termes
d’erreurs U1

i et U2
i sont indépendants de j et t. Le sous-modèle de mesure M2 modélise

plus finement l’erreur de mesure sur la période 1 en tenant compte de l’existence addi-
tionnelle d’une erreur de mesure classique partagée sur l’estimation moyenne Z1

j estimée
et attribuée à tous les mineurs d’un même site minier j pour les dix années d’exposition
(1946-1955). Pour la période post-1983, l’erreur de mesure classique est négligée.

3.3 Le modèle d’exposition

M2 nécessite la spécification supplémentaire d’un sous-modèle d’exposition décrivant
l’incertitude sur l’espérance ⇠j de l’exposition ”réelle” au radon dans le site minier j

sur la période 1946-1955. Ceci est indispensable à la modélisation d’une erreur classique.
Conformément à de nombreuses études résidentielles et professionnelles qui ont observé
une distribution log-normale pour l’exposition au radon, ⇠j suit ici une loi log-normale.

3.4 Lois a priori et inférence bayésienne

Une densité a priori normale centrée avec une large variance a été considérée pour le
paramètre de risque β. Des données externes sur la mortalité par cancer du poumon
chez les hommes en France entre 1968 et 2005 ont été utilisées pour spécifier des lois a
priori Gamma informatives sur les paramètres λj (j = {1, 2, 3, 4}) définissant h0(t). Les
paramètres des composantes d’erreurs de mesure lognormales U1

i , U
2
i et U1

j ont été fixés
selon les travaux de Allodji et al. (2012). Néanmoins, des analyses de sensibilité ont
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été réalisées. Les deux modèles hiérarchiques bayésiens proposés ont été inférés à l’aide
d’algorithmes de type Metropolis-Within-Gibbs adaptatifs, codés en langage Python.

4 Résultats

Par rapport à une approche sans prise en compte des erreurs de mesure, l’ajustement
du modèle hiérarchique bayésien avec sous-modèle de mesure M1 a mis en évidence une
augmentation de 14% de l’excès de risque instantané (EHR) estimé de décès par cancer
du poumon associée à l’exposition au radon ainsi qu’un élargissement de l’intervalle de
crédibilité à 95%. Celui du modèle incluant M2 a mis en évidence une augmentation très
marquée de 65% de l’EHR estimé associée à une augmentation encore plus importante
de l’incertitude d’estimation. Une comparaison avec les estimations de risque obtenues
dans la sous-cohorte des mineurs d’uranium embauchés à partir de 1956 montre que M2

permet la plus forte correction de l’atténuation de la relation exposition-risque observée
lors de l’ajustement d’un modèle de maladie sans prise en compte d’erreurs de mesure.

5 Conclusion et perspectives

Ces résultats soulignent l’importance d’une caractérisation minutieuse de toutes les com-
posantes de l’erreur de mesure de l’exposition dans une étude de cohorte. Une étude
par simulations est en cours afin d’analyser l’impact d’une mauvaise spécification des
sous-modèles proposés sur le risque estimé. Le calcul puis la comparaison du critère
d’information de Watabane-Akaike (WAIC) pour les modèles M1, M2 et sans prise
en compte des erreurs de mesure ainsi qu’une comparaison plus fine des performances
prédictives a posteriori relatives à ces trois modèles sont prévus.
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Discrimination entre et dans les classes (semi)continues
des modèles Tweedie et géométriques Tweedie
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Résumé. Dans les modèles Tweedie et géométriques Tweedie, le paramètre de
puissance commun p < (0, 1) est un indicateur de sélection automatique de distribution.
Il sépare principalement deux sous-classes de distributions semi-continues (1 < p < 2)
et positives continues (p ≥ 2). Nous explorons des outils de diagnostiques basés sur le
test du rapport de vraisemblance et le test de Kolmogorov-Smirnov afin de discriminer
des distributions très proches dans chaque sous-classe de ces deux modèles selon des
valeurs de p. Basés sur l’unique égalité des indices de variation, nous discriminons
également les distributions gamma et géométrique gamma avec p = 2 des familles
Tweedie et géométriques Tweedie, respectivement. Nous effectuons une étude de
simulation pour évaluer les procédures de discrimination dans ces sous-classes de
deux familles. En se basant sur les probabilités de faire une sélection correcte, les
distributions semi-continues (1 < p  2) au sens large se distinguent nettement plus
que les distributions continues sur-variées (p > 2). Pour terminer, deux jeux de données
à des fins d’illustration sont étudiés.

Mots-clés. Distance Kolmogorov-Smirnov, Test du rapport de vraisemblance, Prob-
abilité de faire une sélection correcte, Indice de variation, Indice de zéro masse.

Abstract. In both Tweedie and geometric Tweedie models, the common power pa-
rameter p < (0, 1) works as an automatic distribution selection. It mainly separates two
subclasses of semicontinuous (1 < p < 2) and positive continuous (p ≥ 2) distributions.
We explore diagnostic tools based on the maximum likelihood ratio test and minimum
Kolmogorov-Smirnov distance methods in order to discriminate very close distribu-
tions within each subclass of these two models according to values of p. Grounded
on the unique equality of variation indices, we also discriminate the gamma and ge-
ometric gamma distributions with p = 2 in Tweedie and geometric Tweedie families,
respectively. We perform a numerical comparison study to assess the discrimination
procedures in these subclasses of two families. Based on probabilities of correct selec-
tion, semicontinuous (1 < p  2) distributions in the broad sense are significantly more
distinguishable than the over-varied continuous (p > 2) ones. Finally, two datasets for
illustration purposes are investigated.

Keywords. Kolmogorov-Smirnov distance, Likelihood ratio test, Probability of
correct selection, Variation index, Zero-mass index.
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1 Introduction

Les modèles Tweedie et géométriques Tweedie fournissent des familles paramétriques
flexibles de distributions pour traiter principalement des données asymétriques à droite
et peuvent traiter des données continues avec une masse en zéro (Tweedie, 1984;
Jørgensen et Kokonendji, 2011). Le paramètre de puissance commun p <]0, 1[, appelé
le paramètre de Tweedie est connecté à l’indice de stabilité (géométrique) commun
↵ = (2 − p)/(1 − p), joue un rôle intrinsèque dans les deux modèles. En effet, p est un
indicateur qui distingue chaque distribution dans chaque famille. La famille Tweedie
comprend de nombreuses distributions spéciales, notamment gaussienne, Poisson,
gamma décentrée, gamma et inverse gaussienne. La famille géométrique Tweedie, à
son tour, provient de sommes géométriques de variables aléatoires Tweedie et peut
être considérée comme un mélange exponentiel de la famille Tweedie (Abid et al.,
2020). Des distributions particulières représentent la version géométrique de celles de
Tweedie.

Comme préliminaires à une procédure de discrimination entre deux distributions,
il est nécessaire que les deux distributions aient des caractéristiques communes telles
que les supports et les allures des densités. Plus précisément, pour les familles de
distributions de Tweedie et de géométriques Tweedie, nous considérerons les indices
de zéro masse et de variation récemment introduits par Abid et al. (2020) pour une
variable aléatoire non négative Y. Rappelons que l’indice de zéro-masse est défini par
ZM(Y) := P(Y  y) 2 [0, 1] pour y ! 0. Ainsi, ZM ! % lorsque y ! 0 désigne une
distribution semi-continue si % > 0 et une distribution absolument continue si % = 0.
Quant à l’indice de variation exprimé par VI(Y) = VarY/(EY)2 2]0,+1[, il est défini
par rapport à la distribution exponentielle standard. En fait, Y est dite sur-, équi- et
sous-variée par rapport à la loi exponentielle avec une moyenne EY si VI > 1, VI = 1 et
VI < 1, respectivement.

L’idée de discriminer deux distributions a été initialement proposée dans le travail
pionnier de Cox (1961). Et depuis, plusieurs auteurs ont abordé la discrimination entre
deux distributions bien proches. La plupart de ces disriminations sont basés sur le test
du rapport de vraisemblance maximale (LRT) et la distance minimale de Kolmogorov-
Smirnov (KSD). L’objectif de cet article est de discriminer entre et dans les sous-classes
des modèles Tweedie et géométriques Tweedie en utilisant les méthodes maximum
LRT et minimum KSD. Ces modèles ont déjà été comparés dans le cadre des modèles
linéaires généralisés (Kokonendji et al., 2020). Les sections 2 et 3 présentent certaines
caractéristiques des deux modèles avec le cas commun de p = 2. La section 4 décrit les
procédures proposées de discrimination et la probabilité estimée de faire une sélection
correcte (PCS). La section 5 résume les résultats numériques et les axes d’application.
Une conclusion est donnée à la section 6.
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2 Propriétés de la famille Tweedie

Dans cette section, nous présentons certaines caractéristiques des modèles Tweedie
continus et semi-continus. Soit X une variable aléatoire d’une distribution Tweedie,
notée Twp(m, φ). Sa fonction de densité est donnée par

fTwp(x; m, φ) = ap(x;φ) exp[{x p(m) − Kp( p(m))}/φ]1Sp(x), (1)

où φ > 0 est le paramètre de dispersion, p 2] − 1, 0] [ [1,+1[ est l’indice Tweedie
déterminant la distribution, Sp est le support de la distribution, ap(x;φ) est la fonction de
normalisation, Kp est la fonction cumulative, p est la fonction inverse de K0p et m = K0p(✓)
est la moyenne de X. Notons que K0p(·) définit un difféomorphisme entre son domaine
canonique Θp et son image Mp := K0p(Θp) qui est son domaine des moyennes. Bien que
les densités de Tweedie ne sont généralement pas explicites, leurs fonctions cumulantes
sont simples. Les deux ensemblesSp et Mp dépendent de p. Pour p = 0, p = 1, 1 < p < 2 et
p ≥ 2, le support consiste à la droite réelleR, des entiers naturelsN, des réelles positives
ou nulles [0,+1[ et strictement positives ]0,+1[, respectivement. Les domaines des
moyennes dans ces cas sont les supports convexes de Sp correspondants. Néanmoins,
pour p < 0, on a Sp = R et Mp =]0,+1[. Table 1 présente les sous-classes des modèles
Tweedie.

Modèles (géométriques) Tweedie ↵ = ↵(p) p Sp Mp

(Géométrique) Extrême stable 1 < ↵ < 2 p < 0 R ]0,+1[
(Laplace asymétrique/) Gaussien ↵ = 2 p = 0 R R

[N’existe pas] ↵ > 2 0 < p < 1
(Géométrique) Poisson ↵ = −1 p = 1 N ]0,+1[
(Géométrique) Poisson-gamma-composé ↵ < 0 1 < p < 2 [0,+1[ ]0,+1[
(Géométrique) gamma décentré ↵ = −1 p = 3/2 [0,+1[ ]0,+1[
(Géométrique) Gamma ↵ = 0 p = 2 ]0,+1[ ]0,+1[
(Géométrique Mittag-Leffler/) Positive stable 0 < ↵ < 1 p > 2 ]0,+1[ ]0,+1[
(Ressel-Kendall/) Inverse Gaussien ↵ = 1/2 p = 3 ]0,+1[ ]0,+1[

Table 1: Résumé des modèles Tweedie et de géométriques Tweedie, y compris leur
indice de stabilité commun ↵ = ↵(p), puissance p, support des distributions Sp et
domaine des moyennes Mp.

Étant donnée la moyenne m de X ⇠ Twp(m, φ), sa variance est φmp. Ainsi,

VI(Twp) = φmp−2
⇣
T 1 , φ T m2−p

⌘
. (2)

Les comportements de VI(Tw) dans (2) sont des sur-variations pour tous p <]0, 1] et
une équi-variation pour p = 2. Le cas spécial de VI(Y) = φ dans (2) correspondant à la
distribution gamma (p = 2) ne dépend pas de la moyenne m.
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3 Propriétés de la famille géométrique Tweedie

Pour cette section, nous nous intéressons aux modèles géométriques Tweedie continus
et semi-continus résultant des sommes géométriques des variables de Tweedie. Soit

Z ⇠ GTwp(em,eφ) la variable géométrique Tweedie de paramètre de puissance p <]0, 1[,

de paramètre de dispersion eφ > 0 et de moyenne em. On a donc la représentation
suivante :

Z =

GX

j=1

T j,

où T1,T2, . . . sont des variables Tweedie indépendantes et identiquement distribuées
à Twp(m, φ) et G est une variable aléatoire géométrique, indépendante des T j, avec la
fonction de masse de probabilitéP(G = g) = q(1− q)g−1, pour g = 1, 2, . . . et q 2]0, 1[. De
plus, la famille géométrique Tweedie est intérprétée comme un mélange exponentiel
(voir, par exemple, Abid et al., 2019b, Proposition 2.1) et elle est donc exprimée par la
formulation hiérarchique suivante

X ⇠ Exponentielle(1) et Z|(X = x) ⇠ Twp(xem, x1−peφ).

La fonction de densité de Z ⇠ GTwp(em,eφ) est déduite de (3) par

fGTwp(z; em,eφ, p) =

Z 1

0

exp(−x) fTwp(z; xem, x1−peφ)dx. (3)

Cette densité n’a toujours pas de forme explicite, sauf pour p 2 {0, 1, 2, 3}. La méthode

de Monte Carlo fournit une approximation très raisonnable bfGTwp de fGTwp , grâce à la
disponibilité de la densité de Tweedie fTwp via la fonction R dtweedie.

Etant donnée la moyenne em de Z ⇠ GTwp(em,eφ), sa variance est em2 + eφemp. D’où,

VI(GTwp) = 1 + eφemp−2
⇣
T 1 , eφ T 0

⌘
. (4)

En considérant la possibilité d’obtenireφ, les comportements de VI(GTw) dans (4) des
modèles géométriques Tweedie étendus sont clairement sur-, équi- et sous-variations
pour p <]0, 1], p = 2 et p 2]−1, 0][]1, 2], respectivement. Toutefois, la fonction densité

associée fGTwp n’existe pas pour eφ < 0. Notons que, tout comme les modèles Tweedie
avec p = 2 dans (2), l’indice de variation VI(GTw) dans (4) pour le cas particulier p = 2

correspondant à la distribution géométrique gamma est égal à 1 + eφ et ne dépend
pas de la moyenne em. Pour p = 2 et étant donnés les modèles em = m > 0, les deux
indices de variation pour Tweedie (2) et géométrique Tweedie (4) coı̈ncident lorsque
leurs paramètres de dispersion diffèrent de +1 au sens de géométrique Tweedie. Plus
conventionnellement, on peut écrire Tw2(m, φ) ⇡ GTw2(m, 1 + φ) pour φ ≥ 1 et tout
m > 0.

4
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4 Procédures de discrimination

Pour diagnostiquer le modèle d’ajustement approprié parmi deux distributions données
pour un jeu de données, deux techniques sont envisagées impliquant le maximum LRT
et le minimum KSD comme critères d’optimalité. Considérons un échantillon aléatoire
Y1,Y2, . . . ,Yn qui appartient à l’une des distributions parentes fp(y; m, φ). Pour p > 1
fixé, les estimateurs du maximum de vraisemblance de la moyenne et du paramètre de
dispersion sont donnés par

bm = 1

n

nX

i=1

Yi et bφ = arg max
φ>0

Lp(bm, φ),

où Lp(bm, φ) est la fonction de vraisemblance profilée calculée en bm. La statistique du
rapport de vraisemblance, également appelée la statistique de Cox, est définie par

LTp j,p j0
= log

0
BBBBB@

Lp j
(bm j,bφ j)

Lp j0
(bm j0 ,bφ j0)

1
CCCCCA . (5)

La règle de décision pour discriminer entre deux distributions ayant des densités
fp j

et fp j0
est de choisir fp j

si LTp j,p j0
> 0, et de rejeter fp j

en faveur de fp j0
sinon. Notons

que, contrairement au LRT, le test KSD peut considérer plus de deux distributions
compétitives pour décrire les données. Le KSD est, quant à lui, défini par

KSp j
= sup
−1<y<1

|bFp j
(y; bm j,bφ j) −eF(y)|, j 2 {1, . . . , `}, (6)

avec ` ≥ 2, bFp j
(·; bm j,bφ j) la fonction de distribution de fp j

(·; bm j,bφ j) et eF(·) la fonction de
distribution empirique calculée directement à partir des données. L’indice du modèle
j0 ayant la distance minimale est donc sélectionné comme modèle gagnant :

j0 = arg min
j2{1,...,`}

KSp j
.

Les performances des méthodes maximum LRT et minimum KSD sont étudiées par

les PCS à partir de simulations. En pratique, nous générons (Y(1)
n , . . . ,Y

(N)
n ), où Y(k)

n sont
k-échantillons aléatoires de taille n qui appartiennent à fp. Nous répétons les deux

procédures, LRT et KSD, pour chaque Y(k)
n , k = 1, . . . ,N. Le PCS qui correspond à la

proportion de fois fp est choisi comme modèle gagnant et peut être évalué par :

dPCSp =
1

N

NX

k=1

1{Y(k)
n est correctement classifie}. (7)

5
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5 Simulations et applications

Nous appliquerons les méthodes LRT et KSD pour discriminer entre les modèles com-
muns de Tweedie et géométriques Tweedie d’une part et dans chaque sous-classes des
modèles Tweedie et géométriques Tweedie d’autre part. D’abord, nous considérons

la discrimination entre gamma Tw2(m, φ) et géométrique gamma GTw2(em,eφ) vérifiant
eφ = 1+φ. Puis, nous supposons que la distribution parente est Twp et les distributions
alternatives sont Twp+", avec " > 0 tel que Twp et Twp+" sont de même type (voir Table
1). Ce qui vise à détecter l’évolution de la discrimination entre les distributions pour
chaque type: 1 < p < 2 and p > 2. Finalement, nous supposons que la distribution
parente est GTwp et les distributions alternatives sont GTwp+", avec " > 0 tel que GTwp

et GTwp+" sont de même type.
Nous comparons dans chaque configuration l’évolution du PCS pour différentes

combinaisons de paramètres et de tailles d’échantillons. La méthode LRT s’est avérée
plus performante que KSD. De plus, les distributions semi-continues (1 < p  2) au sens
large sont nettement plus distinguables que celles continues sur-variées (p > 2) des deux
familles respectives. Nous analysons deux jeux de données. Concernant le premier,
les distributions gamma Tw2 et géométrique gamma GTw2 sont comparées. Pour le
second, les deux sous-classes semi-continues (1 < p < 2) de Tweedie et géométrique
Tweedie sont considérées en suggérant différentes valeurs de p.

5.1 Temps de défaillance du système de climatisation

Les données sont constituées des temps de défaillance du système de climatisation
d’un avion (Linhart et Zucchini, 1986). Le maximum de vraisemblance des paramètres

de Tw2(m, φ) et GTw2(em,eφ) sont bm = 59.60, bφ = 1.2317, bem = 59.60 et
beφ = 0.2380. Il

est à noter que,
beφ ' 1 − bφ. Les fonctions de log-vraisemblance calculées aux maxi-

mum de vraisemblance des paramètres correspondant à Tw2 et GTw2 sont −152.1673 et
−154.1369, respectivement. Puisque la valeur des fonctions log-vraisemblance corre-
spondant à Tw2 est légèrement supérieur à celui de GTw2, le modèle Tw2 est sélectionné
par la méthode LRT pour décrire ces données. Le KSD entre les données et la fonction
de distribution Tw2 estimée est 0.05213, alors que le KSD entre les données et la fonction
de distribution GTw2 estimée est 0.09263. Dans cette perspective, Tw2 est à nouveau
sélectionné avec ce critère.

5.2 Temps de défaillance des pompes

Le deuxième jeu de données concerne le temps de défaillance de 61 pompes sous-
marines au cours de la période d’observation entre mai 1987 et décembre 1993 (Duden-
hoeffer et al., 1998). Le temps de défaillance montre une présence significative de zéros

6
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(dZM = 0.1148), ce qui nous guide pour discriminer dans les sous-classes des familles
Tweedie et géométrique Tweedie semi-continus (1 < p < 2). Par exemple, neuf valeurs
de p entre 1.1 et 1.9 sont considérées. Pour ces données, la moyenne est 23, 0327. Sous
l’hypothèse que les données proviennent de Twp, les paramètres de dispersion sont
estimés pour chaque p donné.

La Table 2 révèle les paramètres de dispersion estimés ainsi que les valeurs de log-
vraisemblance et les KSD. Basés sur les valeurs de log-vraisemblance, Tw1,4 s’avère être
la valeur préférée. De plus, les KSD suggèrent choisir Tw1,6. Cependant, il est difficile
de décider quel modèle entre Tw1,3, Tw1,4, Tw1,5, Tw1,6 ou Tw1,7 correspond le mieux aux
données correspondantes car la différence dans le sens KSD est assez petite. De même,
en supposant que les données proviennent de GTwp, les valeurs de log-vraisemblance
indiquent que GTw1.1 est le modèle d’ajustement préféré. Néanmoins, par rapport à la
valeur de log-vraisemblance de GTw1.2, les deux distributions correspondent bien à ces
données. En ce qui concerne les valeurs KSD, GTw1.2 et GTw1.3 sont le meilleur choix
pour les données.

Modèles
✓beφ
◆
bφ Log-lik KSD

(G)Tw1.1 (1.8000) 5.7238 (−244.7528) −266.0258 (0.0497) 0.1609
(G)Tw1.2 (1.5300) 6.1105 (−245.7920) −250.6113 (0.0449) 0.1079
(G)Tw1.3 (1.2200) 5.4724 (−250.2459) −246.3995 (0.0449) 0.0791
(G)Tw1.4 (2.1000) 4.6439 (−250.5964) −245.9001 (0.0806) 0.0605
(G)Tw1.5 (1.2800) 3.8792 (−251.0668) −247.2682 (0.0742) 0.0469
(G)Tw1.6 (0.9300) 3.2701 (−252.1867) −250.1159 (0.0672) 0.0379
(G)Tw1.7 (0.8600) 2.8560 (−253.9838) −254.8261 (0.0964) 0.0493
(G)Tw1.8 (0.6300) 2.7051 (−256.0918) −262.9210 (0.0820) 0.0946
(G)Tw1.9 (0.5600) 3.1977 (−260.2073) −280.2501 (0.1076) 0.2092

Table 2: Parmamètres de dispersion estimés, les valeurs du log-vraisemblances (Log-
lik) et KSDs pour les alternatives Twp and GTwp avec 1 < p < 2. Les nombres en
parenthèses représentent les résultats à partir des modèles GTwp.

6 Conclusion

En conclusion, nous avons adopté les méthodes maximum LRT et minimum KSD pour
discriminer d’abord les distributions gamma et géométrique gamma (p = 2) et suite
dans les distributions semi-continues (1 < p < 2) et continues (p > 2) des familles
Tweedie et géométriques Tweedie. Les deux seules distributions discrètes de Tweedie
et de géométriques Tweedie sont Poisson et géométrique Poisson avec p = 1. Elles sont

7
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incluses dans deux classes de comptage comparables qui sont les modèles Poisson-
Tweedie et ses sommes géométriques et méritent d’être discriminées.
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Résumé. Nous appliquons de façon complémentaire l’ACP à noyaux et le k-means à
noyaux multiples aux données fonctionnelles. Nous définissons ainsi une approche pour
l’apprentissage non-supervisé de ce type de données. Nous supposons que les fonctions
appartiennent à un espace de Sobolev et exploitons les fonctions dérivées dans l’analyse
selon une approche multi-vue. Notre méthode met en avant l’utilisation de fonctions
noyaux permettant de représenter les données fonctionnelles dans des RKHS. Par ailleurs,
elle utilise le k-means à noyaux multiples afin de déterminer une combinaison linéaire
des fonctions noyaux qui optimise la variance inter-groupe. L’ACP à noyaux permet de
réduire en amont les RKHS aux axes principaux et/ou de visualiser, en aval, les résultats
du k-means à noyaux multiples.

Mots-clés. Analyse de données fonctionnelles, Fonctions dérivées, k-means à noyaux
multiples, ACP à noyaux.

Abstract. We apply kernel PCA and multiple kernel k-means to functional data in
a complementary way. We introduce a framework for the unsupervised learning of that
kind of data. We assume that the functions belong to a Sobolev space and we emphasize
the derivative functions in the analysis following a multi-view approach. Our framework
makes it possible to use kernel functions in order to implicitly represent the functions and
their derivatives in RKHS. Moreover, it uses a multiple kernel k-means so as to determine
a linear combination of the kernel functions that aims at maximizing the variance between
the clusters. The kernel PCA can be used to reduce each kernel matrix before clustering
and/or to visualize the results of the multiple kernel k-means.

Keywords. Functional data analysis, Derivative functions, multiple kernel k-means,
kernel PCA.

1 Contexte et description de l’approche proposée

Les technologies modernes nous permettent d’enregistrer de façon volumineuse des mesures
de phénomènes évoluant dans le temps et l’espace. Ces phénomènes peuvent être très
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divers allant du domaine de l’environnement au niveau planétaire comme pour le réchauffement
climatique, jusqu’aux activités quotidiennnes de chaque individu comme la mesure de la
fréquence cardiaque tout au long d’une journée.

Du point de vue formel, ces ensembles discrets de mesures proviennent de fonctions
continues que l’on observe en des points dans le temps et/ou l’espace. Ce type de données
dépassent le cadre classique multivarié puisque ce dernier ne tient pas compte explicite-
ment de cette dépendance temporelle et/ou spatiale. Or pour l’analyse des phénomènes
sous-jacents, il est important d’intégrer ces dépendances comme composante essentielle
de la nature même des données que l’on étudie. L’analyse de données fonctionnelles est
la branche des statistiques qui s’intéresse à cette problématique [8, 2].

Dans cette communication, les objets à l’étude forment un échantillon de n fonctions
{xi}i=1,...,n. Nous supposons que ce sont des éléments de l’espace de Sobolev W2,q consis-
tant en des fonctions de L2 dont les dérivées {Djxi}i=1,...,n;j=1,...,q sont également des fonc-
tions de L2. Nous nous intéressons plus particulièrement au problème de l’apprentissage
non-supervisé où il s’agit de déterminer les principales régularités au sein de l’échantillon.
Deux applications distinctes mais complémentaires dans ce cadre sont: la réduction de
dimension et la classification automatique.

L’approche classique pour la réduction de dimension est l’analyse en composantes
principales (ACP) fonctionnelle. Celle-ci repose sur l’analyse spectrale de l’opérateur
covariance. En particulier, la fonction covariance est un noyau de Mercer et on peut donc
la décomposer dans une base orthonormée de fonctions propres. L’ACP fonctionnelle
projette alors les {xi}i dans le sous-espace engendré par les fonctions propres associées
aux valeurs propres les plus grandes afin de conserver au maximum la variance.

Nous proposons d’appliquer une démarche duale qui consiste non pas à étudier l’opérateur
de covariance mais la matrice de Gram associée à l’échantillon. En particulier, nous util-
isons ici des fonctions noyaux permettant de représenter implicitement les fonctions dans
des espaces de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS). Nous notons par K la matrice de
Gram de taille (n ⇥ n) et de terme général Ki,i0 = k(xi, xi0) où k : L2 ⇥ L2 ! R est
une fonction noyau symétrique et définie positive. La motivation de cette démarche est
similaire à celle au cas multivarié: les {xi}i peuvent appartenir à des sous-espaces non
linéaires de L2 et dans ce cas leur représentation dans des RKHS pourrait permettre de
mieux appréhender cette non-linéarité.

Nous proposons ainsi d’utiliser l’ACP à noyaux [10] pour l’étude de données fonction-
nelles. Notons que dans ce cas, il n’est pas nécessaire d’appliquer quelconque modification
à la méthode définie dans le cadre multivarié dans la mesure où la structure algébrique de
base qu’elle utilise est un espace de Hilbert séparable ce qui est notre cas ici également.
Ceci fût déjà discuté dans [9] qui étend les SVM aux données fonctionnelles.

En revanche, nous mettons en avant la nature fonctionnelle des données et supposons
en particulier que les fonctions appartiennent à W2,q. Notre hypothèse, classique en
analyse de données fonctionnelles, est que les fonctions dérivées peuvent apporter une
information pertinente voire cruciale pour l’analyse.

2
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Nous représentons donc un élément xi de notre échantillon, par la fonction elle-même
mais également par ses fonctions dérivées: (xi, D

1xi, . . . , D
qxi). Ces q + 1 fonctions

sont dans L2 mais l’utilisation de fonctions noyaux nous permettent également de les
représenter dans des RKHS {Hj}j=0,...,q et dans ce cas, on suppose qu’il existe q+1 appli-
cations {φj : L2 ! Hj}j=0,...,q nous permettant d’étudier implicitement et de façon plus
large (φ0(xi),φ

1(D1xi), . . . ,φ
q(Dqxi)). Cette approche permet ainsi un cadre riche pour

la représentation des données fonctionnelles en apprentissage automatique.
Il n’en reste pas moins la question de la métrique qui serait la plus avantageuse pour

étudier les relations de proximité entre ces fonctions. Dans cette perspective nous sup-
posons le modèle suivant: hxi, xi0i =

Pq
j=0 wjhφ

j(Djxi),φ
j(Djxi0)iHj où wj ≥ 0, 8j =

0, . . . , q, pour que la combinaison linéaire donne un noyau valide. Notons que, en appli-
quant l’astuce du noyau, ceci est équivalent à se donner q+1 fonctions noyaux {kj}j=1,...,q

et dans ce cas le modèle s’écrit comme suit:

k(xi, xi0) =

q
X

j=0

wjk
j(Djxi, D

jxi0)

Notons {Kj}j=0,...,q les q + 1 matrices de Gram de taille (n ⇥ n). Chaque matrice de
Gram peut-être interprétée telle une vue distincte du même élément. Notre problème
consiste alors à déterminer w = (wj)j=0,...,q tel que K =

Pq
j=0 wjK

j donne une matrice de
Gram efficace pour l’apprentissage non-supervisé c’est à dire qui contribue à faire ressortir
à la fois les proximités des éléments formant un groupe homogène et les disparités entre
les éléments appartenant à des groupes distincts.

Dans ce contexte, nous soulignons l’importance de standardiser les matrices de Gram
afin qu’elles soient mutuellement commensurables. Pour cela, nous divisons chaque ma-
trice de Gram par l’écart-type des valeurs qu’elle contient. De plus, nous proposons
d’utiliser une méthode basée sur les k-means à noyaux multiples afin d’estimer w. La
méthode consiste à maximiser la variance inter-groupe qui dépend ici de deux variables:
P la partition des éléments en k groupes et w le vecteur des poids des matrices de Gram
donnant le noyau agrégé. Dans les travaux précédents en k-means à noyaux multiples
(voir par exemple [11]), plusieurs types de contraintes ont été imposées au vecteur w afin
de borner le problème. Il est à noter que la contrainte

P

j wj = 1 donne en sortie un

vecteur sparse. Dans notre cas, nous choisissons d’utiliser la contrainte
P

j w
2
j = 1 qui

permet également une solution analytique mais qui aboutit à un véritable mélange des
matrices de Gram.

Notre approche de k-means à noyaux multiples appliquée aux données fonctionnelles
aboutit à deux types de résultats: d’une part, nous obtenons une partition de l’échantillon
qui repose sur l’information provenant des fonctions et de leurs dérivées (représentées dans
des RKHS ou pas); d’autre part, nous apprenons une combinaison linéaire qui combine
les différentes matrices de Gram donnant ainsi un noyau k optimisé.

Enfin, nous proposons d’appliquer l’ACP à noyau sur la matrice de Gram K issue
de la combinaison optimale afin de visualiser l’échantillon dans un espace réduit. Nous

3
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Figure 1: Courbes du jeu de données Growth. De gauche à droite: {xi}i, {Dxi}i, {D2xi}i.
En rouge les filles et en noir les garçons.

montrons également comment il est possible de calculer les contributions des différentes
vues à la constitution des axes ce qui permet de mieux apprécier les sources principales
de discrimination que notre approche a mise en avant.

2 Illustration des résultats de l’approche proposée

Nous illustrons les résultats de notre méthode à l’aide du jeu de données Growth de
Berkeley qui correspond à des mesures de la taille de 93 enfants à plusieurs moments
de leur première partie de vie. Nous cherchons à vérifier s’il est facilement possible
de différencier de façon non-supervisée les courbes de croissance des filles de celles des
garçons.

Dans la Figure 1 nous montrons les courbes des 93 sujets en distinguant en rouge
les courbes des filles et en noir celles des garçons. A partir des données brutes qui sont
des observations discrètes de chaque courbe, nous reconstituons la forme fonctionnelle
des éléments, c’est à dire les {xi}i, en les représentant dans une base de fonctions B-
splines. Les fonctions dérivées premières et secondes {Dxi}i et {D2xi}i sont également
déterminées dans cette base.

Dans la Figure 2, nous montrons les résultats de notre approche. Nous confrontons la
partition obtenue par la méthode k-means à la vérité terrain par le biais de la mesure de
l’information mutuelle normalisée1 (NMI). Cinq représentations sont testées {xi}i, {Dxi}i,
{D2xi}i, {(xi, Dxi)}i et {(xi, Dxi, D

2xi)}i. Dans le cas des deux dernières, nous utilisons
un k-means à noyaux multiples que l’on choisit de même nature:

k(xi, x
0

i) =

q
X

j=0

wjk
0(Djxi, D

jxi0)

1Plus la mesure est proche de 1, meilleur est le résultat de la classification automatique.

4

32 sciencesconf.org:jds2020:319877

g



D0 D1 D2 D0−D1 D0−D2

Noyau linéaire

n
m
i

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

D0 D1 D2 D0−D1 D0−D2

Noyau Gaussien

n
m
i

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

−0.3 −0.2 −0.1 0.0 0.1 0.2

−
0
.3

−
0
.2

−
0
.1

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

Principal Plan

Princiapl Axis 1

P
ri

n
c
ip

a
l 
A

x
is

 2

Figure 2: Résultats obtenus par notre approche. Le diagramme de gauche montre les
mesures NMI pour les cinq représentations avec un noyau linéaire. Le diagramme du
centre correspond aux performances pour le noyau Gaussien. Le nuage de points de droite
est le résultat de l’ACP à noyau appliqué au noyau agrégé issu des noyaux Gaussiens avec
la représentation {(xi, Dxi, D

2xi)}i.

avec q = 1 ou q = 2 et k0 est le noyau linéaire ou (exclusif) Gaussien2.
Le diagramme en bâtons à gauche de la Figure 2, montre les performances du k-

means avec le noyau linéaire. Si nous utilisons une seule vue, clairement, c’est la dérivée
première qui donne les meilleurs résultats. Combiner {(xi, Dxi)}i donne d’aussi bons
résultats mais ce n’est pas le cas pour {(xi, Dxi, D

2xi)}i. En effet, malgré l’optimisation
du vecteur poids, il semble que la dérivée seconde dans la représentation linéaire, apporte
un bruit important qui conduit à un mauvais noyau agrégé.

Le diagramme en bâtons au centre expose les résultats obtenus avec un noyau Gaussien.
Il est intéressant de noter que l’utilisation d’une fonction noyau non-linéaire permet ici
d’améliorer les performances de chaque vue. Par ailleurs, nous obtenons cette fois-ci
de très bons résultats pour le k-means à noyaux multiples en combinant les matrices
de Gram des fonctions avec celles des dérivées premières (bâton rouge) puis celles des
dérivées secondes (bâton vert).

Le nuage de points à droite de la Figure 2 correspond à la projection des éléments
de l’échantillon obtenue par l’ACP à noyau. La matrice de Gram utilisée dans ce cas,
est celle obtenue par le k-means à noyaux Gaussiens multiples avec la représentation
{xi, Dxi, D

2xi}i. La partition à 2 classes qui est solution du k-means à noyaux multi-
ples, peut être visualisée par les symboles cercles versus triangles. La vérité terrain est
représentée par les couleurs. Ainsi les triangles en rouge à droite du plan sont les erreurs
de notre approche non-supervisée (9 sur 93, soit un taux d’erreur de moins de 10%).

2Dans ce cas, nous fixons le paramètre σ2 égale à la médiane des distances L2 au carré de chaque
courbe à son 7ème plus proche voisin. Ce paramétrage est motivé par les résultats empiriques exposés
dans [15].
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Résumé. Les interruptions de traitement analytiques (ATI) sont couramment utilisées
pour évaluer l’efficacité de nouveaux vaccins thérapeutiques contre le VIH. Ces procédures
nécessitent alors la détermination de critères de jugement synthétiques permettant de
rendre compte de cette efficacité par comparaison entre différents bras de vaccination
tels que l’aire sous la courbe de charge virale moyennée sur le temps de suivi (nAUC).
Cependant, dû à la nécessité de remettre les patients à risque sous traitement, l’existence
de données manquantes au hasard (MAR) monotone est inévitable au cours d’ATI pouvant
mener à des résultats biaisés des tests de comparaison. Cette étude a pour objectif de
présenter une méthode évaluant la différence de nAUC entre deux bras de vaccination à
partir des dynamiques marginales de groupes estimées par des modèles à effets mixtes.
L’application de cette méthode sur des simulations d’essais randomisés à deux bras de
vaccination a été menée afin d’en vérifier les propriétés statistiques.
Mots-clés. VIH, efficacité vaccinale, AUC, données manquantes, modèle à effets mixtes,
test statistiques

Abstract. Analytic treatment interruption (ATI) are commonly used to evaluate new
HIV therapeutic vaccins efficacy. These protocols require the choice of summary endpoints,
such as the area under the HIV RNA load curve normalized by follow-up time (nAUC),
to assess this efficacy by comparing them between different vaccine arms. However, mo-
notonic missing at random (MAR) data are unavoidable during ATI leading to potential
biased results for comparison tests. This study aimed to present a method evaluating the
difference of nAUC between two vaccine arms based on marginal dynamics of group level
estimated by mixed effects models. In order to evaluate its statistical properties, the me-
thod was applied on simulated two-armed randomized vaccine trials where the difference
of AUC between the two vaccine arms as well as the missingness were varied.
Keywords. HIV, vaccine efficacy, AUC, missing data, mixed effects models, statistical
test
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1 Introduction

Le développement de vaccins thérapeutiques est un aspect important dans la recherche
de stratégies du contrôle viral du VIH à long terme. Ces derniers ont pour objectif la di-
minution voir l’élimination complète de l’infection virale jusqu’à présent rendu impossible
par l’existence d’un réservoir viral persistant. L’absence de biomarqueurs reconnus capable
de prédire le contrôle virologique en l’absence de traitement antiretroviraux (ART) fait
des interruptions de traitement analytiques (ATI) l’unique moyen d’évaluer la capacité
d’une nouvelle stratégie à contrôler la virémie après arrêt d’ART. Dans ce type d’étude,
un choix judicieux de critère de jugement virologique est le nAUC.

1.1 Impact des données manquantes sur la statistique de test

Ces essais sont régis par des critères éthiques stricts afin de minimiser les risques
encourus par les patients, tels que des critères de reprise prématurée des ART. Ces reprises
précoces de traitement au cours de l’ATI, basées sur des règles définies dans le protocole,
notamment pour éviter des niveaux de charges virales trop élevées pour garantir un risque
minimal aux patients, sont traitées comme une sortie de l’étude et génère par conséquent
des données manquantes monotones, a priori manquantes au hasard (MAR). D’un point de
vue statistique, la non-prise en compte des données manquantes dans des tests classiques
d’égalité de moyennes de nAUCs mène à de mauvaises propriétés statistiques telles que
des erreurs de type-I élevées, des pertes de puissance ou encore un biais sur les résultats
du test [1].

2 Objectifs

Nous avons pour objectif de proposer une méthodologie statistique pour tester l’effica-
cité de ces vaccins en comparant les dynamiques de charge virales entre les différents bras
de vaccination. A ces fins, nous nous basons sur un critère de jugement facilement mesu-
rable, précis et interprétable capable de résumer les dynamiques de charge virale, l’AUC
normalisée sur la période d’interruption de traitement (nAUC). En 2014, Bell. et al [2] ont
mis en évidence l’intérêt d’utiliser des méthodes basées sur le maximum de vraisemblance
pour réduire le biais induit par les données manquantes de type MAR et MNAR dans
le calcul de l’AUC. En se basant sur ces résultats, nous construisons un test statistique,
construit sur les dynamiques marginales de nos données longitudinales estimées par un
modèle à effets mixtes, permettant de conclure de l’existence d’une différence de nAUC
entre nos deux groupes d’intérêt en présence de données MAR monotones.

2
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3 Méthodes

Nous construisons une méthode permettant de tester l’efficacité d’une stratégie de
vaccination thérapeutique se basant sur la comparaison de nAUC de la dynamique de
charge virale durant l’ATI entre les différents bras de vaccination, tout en prenant en
compte l’existence de données manquantes de type MAR monotone. Dans un premier
temps, la méthode se base sur l’utilisation d’un modèle à effets mixtes pour fitter les
données individuelles de charge virale. Dans un second temps, les nAUCs à l’échelle des
bras de vaccination sont estimées et comparés à partir des estimations des coefficients de
régression des dynamiques marginales.

3.1 Le modèle à effets mixtes

On considère un essai clinique comptabilisant N patients répartis au sein de G groupes
de vaccination. On note Yij,gi les mesures longitudinales de charge virales du patient i,
appartenant au bras de vaccination gi, au jème temps de mesure de ce même groupe, où
i 2 {1, · · · , N}, j 2 {1, · · · ,mg} et g 2 {1, · · · , G}. Le modèle à effets mixtes permettant
de modéliser les données Yij,gi est construit par la somme d’un intercept γ0, des effets fixes
modélisés par G régressions de type B-splines cubiques et des effets aléatoires décrits par
une fonction flexible du temps. Le modèle est donné par (1)

Yij,gi = γ0 +
GX

g=1

1[gi=g] ⇥

KgX

k=1

β
g
kφ

g
k(tij,g) + hi(tij,gi) + εij (1)

où Kg est le nombre de fonctions de bases impliquées dans la courbe B-splines modélisant
l’effet de population au sein du groupe g, les termes φ

g
k représentent les kème fonctions

de bases de la dynamique de population du groupe g où les β
g
k sont leurs coefficients de

régression respectifs. Dans le cadre de notre étude, les fonctions hi modélisant les effets
aléatoires sont décrites comme la somme d’un intercept et des fonctions B-splines cubiques
définies comme combinaisons linéaires des Ki bases de splines individuelles (Ψi

k)16k6Ki

avec les coefficients de régression (bki)16k6Ki
, 8i 2 {1, · · · , N}, telles que hi(tij,gi) = b0i +PKi

k=1 bkiΨ
i
k(tij,g). Les effets aléatoires, B = (bki) 2 Mmax(Ki)+1,N(R), ainsi que les termes

d’erreurs sont supposés indépendant et normalement distribués tels que B ⇠ N (0,Ω) et
εij ⇠ N (0, σ2

e).

3.2 La statistique de test

On construit une statistique de test permettant de conclure sur la différence de nAUCs
entre deux groupes de vaccination. Ces nAUCs sont estimées à l’échelle des bras de vacci-
nation par méthode d’interpolation des trapèzes. L’estimation de nAUC au sein du groupe
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g est donnée par

\nAUCg =

mgX

j=2

(tj,g − tj−1,g)

2
(µ̂j,g + µ̂j−1,g) (2)

où µ̂j,g est définie comme l’estimation de la dynamique marginale de la variable Y évaluée
au jème temps du mesure au sein du groupe g telle que µ̂j,g = γ̂0 +

PKg

k=1 β̂
g
kφ

g
k(tj,g).

L’approximation \nAUCg est ainsi exprimée comme combinaison linéaire des estimations
des paramètres γ0 et (βg

k)16k6Kg

16g6G

du modèle à effets mixtes (1). En se basant sur l’équa-

tion (2), on définit la différence des nAUC entre les bras de vaccination g et eg par
∆\nAUCg−eg = \nAUCeg − \nAUCg. Une statistique de test peut alors être dérivée donnant
l’équation suivante

T =
∆\nAUCg−egr

Var
⇣
∆\nAUCg−eg

⌘ ⇠ N (0, 1)

4 Simulations et Résultats

Nous avons testé notre méthode en l’appliquant sur des données simulées à partir du
modèle à effets mixtes décrit par (1), où le nombre de noeuds internes des bases de splines
à l’échelle des groupes (φg

k) et individuelle (Ψi
k) a été fixé à 2 menant à Kg = Ki = 5,

8g 2 {1, 2} et i 2 {1, · · · , N}. Les positions de ces noeuds ont été fixées à (0.25, 5.62)
semaines pour les bases des effets fixes et à (2.0, 4.5) semaines pour les effets aléatoires.
Par ailleurs, nous avons défini la matrice de variance-covariance des effets aléatoires Ω
comme matrice diagonale telle que Ω = σ2

b IKi+1.
Afin de vérifier le bon comportement de notre méthode vis-à-vis des conditions de simu-
lation et de sa capacité à gérer les données manquantes, plusieurs jeux de données ont été
simulés, sous différentes conditions. Pour chaque condition de simulation, la charge virale
au cours de l’ATI a été mesurée à intervalle de temps constant tel que t = (0, 1, 2 · · · , 24)T
et considérant le nombre de sujets par groupe variant entre ng = 20, 50 et 100. De plus,
nous avons fixé la variance des termes d’erreurs telle que σ2

e = 0.2. Les différents jeux
de données considérés ont été simulés de manière à faire varier la différence de nAUC
entre les deux groupes de traitement telle que ∆nAUC = 0,−0.1 et −0.25 log10 cp/ml.
L’impact de la variabilité des données au sein de chaque groupe sur la robustesse de la
méthode a également été évaluée en faisant varier la variance des nAUC. En effet, fixer
σ2
b aux valeurs 0.01 et 0.08 nous a permis de simuler les données avec des variances de

nAUC égales à 0.02 et 0.1. Par ailleurs, en fixant γ0 = −0.44 et choisissant différentes
valeurs des paramètres de populations (β1,β2) nous a permis de faire varier ∆nAUC.
Ainsi, fixer β1 = (−0.55, 4.72, 4.96, 5.18, 4.64) pour toutes les simulations et β2 = β1,
(−0.54, 4.61, 4.85, 5.07, 4.54) et (−0.52, 4.46, 4.69, 4.90, 4.39) nous a permis de cibler les
différentes valeurs de ∆nAUC respectivement souhaitées.
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Pour chaque combinaison de ng, ∆nAUC et Var(nAUC) nous avons testé la méthode en
considérant les données complètes, les données censurées à gauche par la présence d’une
limite de détection (LOD) fixée à 50 cp/ml, ainsi que les données MAR monotones. Ces
données manquantes ont été générées telle que pour tout sujet i au temps j, la variable Yij,g

est considérée comme manquante si Yij,g 2 {Yij,g | 9j 0

6 j, {Yij0 ,g > ↵} \ {Yij0−1,g > ↵}},
où ↵ représente le seuil fixe de sortie d’étude. En terme plus littérale, un patient est
considéré comme exclu définitivement de l’étude si son niveau de charge virale excède le
seuil ↵ au cours de deux mesures consécutives. Trois valeurs du seuil ↵ ont été testé :
↵ = 100.000, 50.000 et 10.000 cp/ml (equiv. 5, 4.7 et 4 log10 cp/ml). La considération
de ces trois valeurs de seuil a permis en particulier d’évaluer notre méthode pour des
pourcentages de patients quittant l’étude allant de 5 à 100% en fonction des conditions
de simulations. Contrairement aux données manquantes monotones traitées comme don-
nées non disponibles (NA) n’impactant pas littéralement l’estimation du modèle à effets
mixtes, l’approximation des paramètres de ce dernier en présence de données censurées à
gauche par LOD requiert l’utilisation de méthodes déjà développées incluant la probabi-
lité de données censurées dans le calcul de la vraisemblance ([3, 4, 5, 6]). A ces fins, nous
avons utilisé le package R tlmec [7] pour estimer nos modèles.

La robustesse de la méthode à estimer la différence d’aire sous la courbe normalisée par
le temps de suivi a été évalué au moyen des erreurs de Type-I et des puissances ainsi que
par l’estimation du biais de ∆nAUC et de son erreur standard. Par la suite, nous avons
comparé ces grandeurs obtenus par notre méthode avec celles obtenues par des méthodes
adhoc se basant sur les estimations individuelles des nAUC telles que la méthode LOCF
imputant les données manquantes à la dernière valeur connues ou la méthode d’imputa-
tion à la moyenne.

La comparaison des résultats entre les différentes méthodes montre des erreurs de
Type-I équivalentes et en adéquation avec les valeurs nominales attendues pour toutes les
méthodes et pour tous les types de données, à l’exception des données MAR monotones
générées par un seuil à 10.000 cp/ml. Alors que notre méthode présente des résultats équi-
valents aux méthodes adhoc en terme de puissance en l’absence de données manquantes,
celle-ci semble plus robuste en présence de données manquantes pour les valeurs de seuils
↵ 6= 10.000 cp/ml. Ces résultats sont confirmés par des valeurs de biais et d’erreurs stan-
dard de ∆nAUC plus faible dans le cas de notre méthode. En revanche, la considération
du seuil de sortie d’étude à 10.000 cp/ml, représentant près de 100% des patients impac-
tés par des données manquantes, montre la limite de notre méthode qui induit alor une
sur-estimation du biais et de l’erreur standard conduisant à une sur-estimation de l’erreur
de Type-I et des puissances inférieures à celles obtenues par les méthodes basées sur les
estimations individuelles.
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Résumé. L’intérêt de l’apprentissage non supervisé est magnifié par la croissante
constante du nombre d’individus dans les échantillons. C’est en effet l’opportunité de
découvrir des informations autrefois inaccessibles. Néanmoins, une importante volumétrie
de données pose des difficultés relatives à des temps de calculs rapidement prohibitifs et
à la grande consommation d’énergie et des ressources matérielles. L’usage de données
regroupées (ou binned data) sur une grille adaptative pourrait répondre à ces questions
ayant trait à ce qu’on qualifierait aujourd’hui de green computing, sans pour autant nuire
à la qualité des estimations. Une 1ère approche est menée dans le cadre des mélanges
gaussiens univariés, comprenant une illustration empirique et des avancées théoriques.

Mots-clés. Apprentissage non supervisé, données regroupées, big data, green com-
puting.

Abstract. Popularity of unsupervised learning is magnified by the regular increase
of sample sizes. Indeed, it provides opportunity to reveal information previously out of
scope. However, the volume of data leads to some issues related to prohibitive calculation
times and also to high energy consumption and the need of high computational ressources.
Resorting to binned data depending on an adaptive grid is expected to give proper answer
to such green computing issues while not harming the related estimation issues. A first
attempt is conducted in the context of univariate Gaussian mixtures, included a numerical
illustration and some theoretical advances.

Keywords. Unsupervised learning, binned data, big data, green computing.

1 Introduction

Assuming observations with values belonging to a real space X , binned data correspond
to a reduced dataset only containing the counts of observations in given regions of X .
In practice, binned data usually appear as soon as it is impossible to collect data with
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infinite precision. Thus, such regions are often imposed by the data collecting process
itself.

Binned data are so frequent that specific data analysis procedures are designed for
them, in particular when regions are too wide to neglect uncertainty they introduce in
comparison to the raw (but unavailable) dataset. For instance, in the univariate case
(X = R), McLachlan & Jones (1988) introduced a binned version of the EM algorithm
for estimating a univariate Gaussian mixture, whose employment was motivated by an
application on red blood cells where only binned and truncated data were available. In-
duced by a similar problem, Cadez et al. (2002) finally extended this algorithm to the
multivariate case.

In this work, we propose to use binned data with a different point of view. We
suppose to have a huge amount of raw data and our challenge is to save resources (usually
in terms of energy, time and computer memory) while preserving accuracy of the targeting
estimation process. The key idea we defend is to group original data in order to obtain
artificially binned ones. In this way, the size of the resulting dataset is automatically
reduced, avoiding too many computing efforts. We focus our attention on the univariate
Gaussian mixture estimation in this preliminary work, as a first important step to address
more complex situations in the future.

Here is an early numerical example to motivate our proposed “binned” strategy. It
illustrates the gain that could be expected in comparison to the classical subsampling
strategy usually used for reducing the data size. In this simulation a sample of n = 106

raw data i.i.d. arises from a univariate Gaussian mixture of three components (Figure 1a),
with density

f(x;θ) = 0.6φ(x;−1, 2) + 0.3φ(x; 1, 1) + 0.1φ(x; 0, 0.5),

where φ(·;µ, σ2) indicates the univariate Gaussian pdf with mean µ and variance σ2.
Binned data are created through a grid for which a tuning parameter corresponds to its
number of finite intervals limits, denoted here by R (more details on the grid will be given
later). An EM algorithm was performed respectively with different values of R (thus
different candidate binned datasets) and different values of m (thus different candidate
subsample datasets).
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Figure 1: (a) Density simulated (black line) with the ones of the three components (red,
green and blue lines); (b) Logarithm of Kullback-Leibler divergence from the true pa-
rameters for different values of R and m in function of the required computer memory
(logarithmic scale).

In Figure 1b it is possible to note that the loss of information (measured by the
Kullback-Leibler divergence) induced by binning is much lower than that obtained with
subsampling, even negligible if we use a grid moderately dense. This is in addition accom-
panied by an evident gain in terms of computer memory. Such promising results could
be also obtained (but not displayed here) concerning gain in terms of algorithm running
time or model selection behaviour.

The outline of the paper focuses on theoretical questionings to be addressed on uni-
variate binned data. It concerns essentially the grid properties: (1) model identifiability,
(2) estimates properties and (3) grid selection. We gradually consider these questions
firstly in the simplified univariate no mixture Gaussian case (Section 2) and secondly in
the univariate mixture Gaussian case (Section 3).

2 Preliminary work: a single univariate Gaussian

2.1 Notations

In the general case, we denote by x = (x1, . . . , xn), with xi 2 X , a raw sample of n
observations and byG a grid that divides the space X intoR regionsRj, j = 1, . . . , R. We
denote also the resulting binned data vector by y = (y1, . . . , yR), where each component
is defined as

yj = #{xi 2 Rj}, j = 1, . . . , R.

3
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In addition, it is assumed also that the raw sample arises from n continuous i.i.d. random
variables with parametric density f(x;θ), x 2 X , indexed by a vector of parameter
θ, and that y follows a multinomial distribution M(n,p) with p = (p1, . . . , pR), where
pl =

R
Rl
f(x;θ)dx.

In the specific case of this section, we suppose that the sample x 2 Rn arises from
n i.i.d. univariate Gaussians N(µ, σ2) with density φ(·;µ, σ2). In any univariate context
like this, we consider a grid G composed by R points a1, . . . , aR such that we obtain a
vector y of R + 1 binned data where every observation yj is defined as (j = 0, . . . , R)

yj = #{xi : aj  xi < aj+1},

while setting a0 = −1 and aR+1 = 1.
We make also two additional hypotheses in Section 2.2.2 and 2.2.3. First, the variance

σ2 is known and equal to 1. Second, the grids considered are equispaced and symmetric
around µ. With these last regularity assumptions, the grids will be simply indexed by two
parameters which are the number of points R and the “starting” point a1. Consequently,
each grid will be denoted by G(a1, R).

2.2 Theoretical results

2.2.1 Identifiability

As discussed in Section 1, first of all, we are interested by a fundamental probabilistic
property which is identifiability of the Gaussian distribution, related to the binned nature
of available information. In that case, thanks to the monotonicity of the Gaussian cdf,
it is possible to prove the following proposition, that ensures identifiability under a slight
condition on R.

Proposition 2.1 Binned univariate normal models are identifiable for R ≥ 2.

2.2.2 Estimates properties

The second property is statistical. We note µ̂b
a1,R

the binned maximum likelihood esti-
mate (MLE) of µ obtained from the binned dataset y with an equispaced grid G(a1, R)
symmetric around µ, and µ̂MLE the MLE of µ obtained from the raw dataset x. Good
statistical properties of µ̂b

a1,R
are assured by the following proposition:

Proposition 2.2 µ̂b
a1,R

is asymptotically unbiased and lima1,R!1 V ar(µ̂b
a1,R

) = V ar(µ̂MLE).

2.2.3 Grid selection

The question of grid selection is fundamental in our work since its main originality is to
estimate an optimal one. In this purpose, we are first interested to access the relative

4
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values of the two tuning parameters of the grid (a1 and R) to obtain the optimal grid from
a variance estimates point of view. The next proposition states that a1 should decrease
at least at logarithmic rate with regards to R (and vice versa). Figure 2 graphically
illustrates this fact by comparing the established lower bound and the true optimal value.

Proposition 2.3 The sequence a
(R)
1 = maxa1<µ

V ar(µ̂MLE)

V ar(µ̂b
R,a1

)
is bounded below by the se-

quence a(R) = −2 logR + µ.
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Figure 2: Lower bound for the sequence a
(R)
1 = maxa1<0

V ar(µ̂MLE)

V ar(µ̂b
R,a1

)
when µ = 0.

The previous statement will be useful to propose sensible grid candidates but the
question to select the best grid candidate is open. The following criterion, denoting by
V CR

a1
, is able to provide the best estimate µ̂b

a1,R
from the variance point of view, among

all the equispaced grids G(a1, R) symmetric around min(x)+max(x)
2

(which is asymptotically
equal to µ). Namely, the V CR

a1
criterion is defined by

maximizea1,RV CR
a1 = maximizea1,R

RX

i=0

(φ(ai, µ̂
b
R,a1

, 1)− φ(ai−1, µ̂
b
R,a1

, 1))2

Φ(ai, µ̂b
R,a1

, 1)− Φ(ai−1, µ̂b
R,a1

, 1)

and its asymptotic property is expressed in the following proposition:

Proposition 2.4 V CR
a1 criterion is consistent, i.e. the probability of selecting the best G(a1, R)

grid tends to 1 when n ! 1.

3 Ongoing work: univariate Gaussian mixtures

3.1 Notations

After having considered a single Gaussian, the next step is to consider the more complex case
where univariate Gaussian mixtures are involved. Thus, we assume now that each observation

5
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xi 2 R (i = 1, . . . , n) arises from a univariate K-Gaussian mixture of density

f(x;θ) =

KX

k=1

⇡kφ(x;µk,σ
2
k), πk > 0,

KX

k=1

πk = 1,

in which µk denotes the mean of the k-th component, σ2
k is its variance and θ is the vector

that contains all the parameters, thus θ = (π1, . . . ,πK , µ1, . . . , µK ,σ2
1, . . . ,σ

2
K). Moreover, as

the observations have real values like in the previous case, we can adopt the same notation for
the grids considered.

3.2 Theoretical results

3.2.1 Identifiability

In this general case we are able to set a sufficient condition that assures identifiability, which
is a consequence of Proposition 11.5 contained in Valiant (2012). It leads to the following
proposition.

Proposition 3.1 Mixtures of K Gaussian distributions for binned data are identifiable for R >
4K − 3.

3.2.2 Other properties as future work

The previous proposition is only a starting point for our research in this context. In fact we
are investigating the theoretical properties of the MLE for binned data and we are researching
some criteria allowing to select a grid candidate among a family of sensible grids candidates. We
expect that the estimates will have the same behaviour of those founded for the single Gaussian
situation, but, due to the more complex form of the densities involved, the mathematical tools
to be employed may be more advanced. Finally, once resolved this univariate case we will pass
to the multivariate one, where new challenges will appear. In particular, the question of the
number of non-empty bins when increasing the dimension will be addressed as a solution for
limiting the computer memory impact of binned data even in the multidimensional case.

Bibliography

Cadez, I. V., Smyth, P., McLachlan, G. J. & McLaren, C. E. (2002). Maximum likelihood
estimation of mixture densities for binned and truncated multivariate data. Machine Learning,
47(1), 7-34.
McLachlan, G. J. & Jones, P. N. (1988). Fitting mixture models to grouped and truncated data
via the EM algorithm. Biometrics, 571-578.
Dempster, A. P., Laird, N. M., Rubin, D. B. (1977). Maximum likelihood from incomplete
data via the EM algorithm. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Methodological),
39(1), 1-22.
Valiant, G. J. (2012). Algorithmic approaches to statistical questions (Doctoral dissertation,
UC Berkeley).

6

46 sciencesconf.org:jds2020:319082

E



Estimation alternative des paramètres d’un
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Résumé. Considérons un mélange de modèles de régression linéaire généralisée à
sorties binaires : P(Y = 1|X = x) =

PK
k=1 ωkg(hx, βki+ bk), dont les paramètres sont tra-

ditionnellement estimés en maximisant la vraisemblance. Nous proposons une estimation
alternative basée sur l’adéquation des moments croisés empiriques avec leurs analogues
théoriques. L’identitifiabilité, la consistance ainsi que la normalité asymptotique sont
démontrées. Les simulations effectuées sont très encourageantes quant à l’intérêt pratique
de la méthode, implémentée dans un package R disponible sur le CRAN.

Mots-clés. Mélange, régression binaire, moments

Abstract. We consider finite mixtures of generalized linear models with binary out-
put: P(Y = 1|X = x) =

PK
k=1 ωkg(hx, βki + bk), which parameters are usually estimated

by maximizing the likelihood. We propose an alternative estimation based on the adequa-
tion of the empirical cross-moments with their theoretical counterparts. Identifiability,
consistency as well as asymptotic normality are proved. Simulations run are very promis-
ing concerning the practical interest of the method, implemented in a R package available
on CRAN.

Keywords. Mixture, binary regression, moments

1 Introduction

Le modèle de régression logistique (ou de régression linéaire généralisée) est très populaire
dans divers domaines. Quand les données étudiées proviennent de plusieurs groupes la-
tents, utiliser des modèles de mélanges est une manière courante de gérer l’hétérogénéité.
Beaucoup d’algorithmes ont ainsi été développés pour estimer les paramètres de tels
modèles, la plupart basés sur la maximisation de la (log-)vraisemblance via un algo-
rithme E-M. L’objectif de ce travail est d’explorer une approche alternative d’estimation
des paramètres basée sur les moments croisés jusqu’à l’ordre 3, dans le cadre des méthodes
basées sur les tenseurs − voir par exemple Anandkumar et al (2014).
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Soit X 2 Rd le vecteur des covariables et Y 2 {0, 1} la sortie binaire. Selon un modèle
de régression binaire, la probabilité conditionnelle P(Y = 1|X = x) est donnée par
g(hβ, xi + b), où β 2 Rd est le vecteur des coefficients de régression, b 2 R désignant
l’ordonnée en zéro. Le package que nous avons développé permet d’utiliser les liens logit
et probit, où g est donnée respectivement par g(z) = ez/(1+ ez) et g(z) = Φ(z) avec Φ la
fonction de répartition de la loi gaussienne standard N (0, 1).

Si maintenant l’on souhaite modéliser des populations hétérogènes, fixons K le nombre de
populations et ω = (ω1, · · · , ωK) leurs poids tels que ωj ≥ 0, j = 1 . . . , K et

PK
j=1 ωj = 1.

L’expression précédente se généralise naturellement en

P(Y = 1|X = x) =
K
X

k=1

ωkg(hβk, xi+ b) .

Notons θ = (ω, β, b) l’ensemble des paramètres.

Trois résultats théoriques sont démontrés dans Auder et al (2020) : l’identifiabilité (à
partir des moments croisés), la convergence et la normalité asymptotique. Cependant,
nous préférons ici nous concentrer sur les aspects pratiques de la méthode d’estimation,
décrite ci-après. Afin de simplifier les choses et sans perdre de généralité, la covariable X
sera supposée suivre une loi gaussienne standard : X ⇠ N (0, 1). Les résultats peuvent
s’étendre à dautre distributions, mais ce n’est pas l’objet de cette communication.

2 Méthode d’estimation

2.1 Idée générale

Commençons par définir les moments croisés : en notant ej le jeme vecteur de la base
canonique de Rd, ceux-ci s’écrivent ainsi :

– M1(θ) := E✓[Y X],

– M2(θ) := E✓

h

Y
⇣

X ⌦X −
P

j2[d] ej ⌦ ej

⌘i

, and

– M3(θ) := E✓

h

Y
⇣

X ⌦X ⌦X −
P

j2[d] [X ⌦ ej ⌦ ej + ej ⌦X ⌦ ej + ej ⌦ ej ⌦X]
⌘i

.

Le produit tensoriel s’effectue composante par composante, généralisant le produit ma-
triciel. Par exemple ej ⌦ ej est une matrice et X ⌦ ej ⌦ ej un tenseur d’ordre 3.

2
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Seuls les moments basés sur la vraie valeur du paramètre (θ?) sont utiles. Mais comme
ce paramètre est inconnu, on approche empiriquement les vrais moments croisés :

cM1 =
1

n

nX

i=1

YiXi

cM2 =
1

n

nX

i=1

h
Yi(Xi ⌦Xi −

X

j2[d]

ej ⌦ ej)
i

cM3 =
1

n

nX

i=1

h
Yi(Xi ⌦Xi ⌦Xi −

X

j2[d]

⇥
Xi ⌦ ej ⌦ ej + ej ⌦Xi ⌦ ej + ej ⌦ ej ⌦Xi

⇤
)
i
.

D’autres part, les moments théoriques peuvent s’exprimer simplement à partir de θ :

M1(θ) =
KX

k=1

ωkE[g0
(
hX, βki+ bk

)
] βk ,

M2(θ) =
KX

k=1

ωkE[g00
(
hX,µki+ bk

)
] βk ⌦ βk ,

M3(θ) =
KX

k=1

ωkE[g(3)
(
hX, βki+ bk

)
] βk ⌦ βk ⌦ βk .

Voir l’article pour les détails des calculs. Il est alors naturel d’utiliser un estimateur des
moindres carrés, minimisant les écart des Mi(θ) aux cMi.

2.2 Précisions

Considérant la somme de carrés suivante :

Qn(θ) =
X

j2[d]

n
cM1[j]−M1(θ)[j]

o2

+
X

j,k2[d]

n
cM2[j, k]−M2(θ)[j, k]

o2

+
X

j,k,l2[d]

n
cM3[j, k, l]−M3(θ)[j, k, l]

o2

,

avec [d] = [1, . . . , d] l’ensemble des entiers de 1 à d, d étant la dimension des covariables.
Une première idée consiste à minimiser Qn(θ) directement :

bθn = argmin
✓2Θ

Qn(θ). (1)

Les termes dans la somme contribuent inégalement, car il y a plus de combinaisons
d’indices pour les moments d’ordre supérieur. On peut alors penser à pondérer chaque
groupe de termes : cela mène déjà à certaines améliorations. Cependant, on peut aller
plus loin en réécrivant le problème de minimisation. Définissons pour tout θ et i = 1, . . . , n

M̃i(θ) = Yi

0
@

Xi

Xi ⌦Xi −
P

j2[d] ej ⌦ ej
Xi ⌦Xi ⌦Xi −

P

j2[d]

⇥

Xi ⌦ ej ⌦ ej + ej ⌦Xi ⌦ ej + ej ⌦ ej ⌦Xi

⇤

1

A−

0

@

M1(θ)
M2(θ)
M3(θ)

1

A

3
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comme un vecteur colonne. Posons alors le problème de minimisation suivant (Hansen 1982).

Soit W une matrice symétrique définie positive de taille d+ d2 + d3. Écrivons

QW
n (θ) =

 
1

n

nX

i=1

tM̃i(θ)

!
W

 
1

n

nX

i=1

M̃i(θ)

!
,

et définissons

bθWn = argmin
✓2Θ

QW
n (θ). (2)

On remarque alors que si W est la matrice identité, on retrouve Qn(θ). Si W est diagonale
on obtient la première idée mentionnée ci-dessus.

3 Algorithme

À ce stade se pose la question du choix de la matrice W . Hansen (1982) démontre
que la matrice W minimisant la variance asymptotique de l’estimateur est donnée par
W (θ?) = (E[M̃i(θ)

tM̃i(θ)])
−1. Cette matrice optimale n’est pas accessible mais peut être

approchée empiriquement par

Ŵ (θ̂) =

 
1

n

nX

i=1

M̃i(θ̂)
tM̃i(θ̂)

!−1

,

avec θ̂ une estimation préliminaire des paramètres, par exemple avec W = Id.

L’algorithme consiste alors à obtenir une première estimation des paramètres (avec W =
Id par exemple), elle-même initialisée avec les directions de la matrice β estimées depuis
les données : µk = βk/ kβkk. On recalcule alors la matrice W selon la formule précédente,
puis survient la seconde et dernière itération.

Algorithme d’estimation des paramètres
Entrée: X, Y, K, g
1 : Estimer les directions µ1, . . . , µK via l’algorithme InitDir
2 : Minimiser QWinit

n (θ) en partant partant des directions trouvées en 1.
(S’arrêter ici si Winit est considérée assez précise)
3 : Re-calculer W en utilisant les paramètres ω, β et b obtenus
4 : Ré-exécuter l’étape 2.

Sortie: Les paramètres estimés bθ

Voir l’article Auder et al (2020) concernant les détails de l’étape d’estimation des directions
(un calcul algébrique qui sort du cadre de cette communication).

4
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4 Expériences numériques

Nous comparons l’algorithme du paragraphe précédent avec celui plus classique basé sur
la maximisation de la log-vraisemblance implémenté dans le package R flexmix (2019).
Des jeux de données simulés sont utilisés à cet effet, de dimension 5 et 10. En dimension
5 nous simulons 2 groupes, puis 3 en dimension 10. Les données sont prises équiréparties
dans chaque groupe, et les matrices β contiennent des coefficients aléatoires variant entre
-4 et 4. Par exemple dans le cas d = 10 :

β =

0
BBBBBBBBBBBBBB@

1 2 −1
2 −3 1
−1 0 3
0 1 −1
3 0 0
4 −1 0
−1 −4 2
−3 3 0
0 2 1
2 0 −2

1
CCCCCCCCCCCCCCA

Afin de comparer les erreurs d’estimation, nous affichons dans la table suivante l’erreur
L1 sommée sur les composantes de chaque paramètre. C’est-à-dire que pour ω l’erreur af-
fichée est

PK
k=1 |ωk− ω̂k|. De même pour b, et pour β en considérant cette matrice colonne

par colonne. Les paramètres sont obtenus en moyennant sur N = 100 réplications pour
différentes valeurs de n. Ensuite, on retire 2% des plus grandes valeurs, qui sont très rares
et biaiseraient trop le résultat visuel − pour les deux méthodes.

Les performances sont comparables, avec un léger avantage à flexmix dans le cas logit,
et à notre algorithme − package R morpheus (2020) − dans le cas probit (non montré
ici). Les temps d’exécution sont en général meilleurs pour morpheus. Étant donné que
l’estimation par maximum de vraisemblance est asymptotiquement optimale, c’est un
résultat très encourageant.

5
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d = 5 d = 10

n p β1 β2 b p β1 β2 β3 b

5.103
1.8e-2 2.1e+0 1.6e+0 3.9e-1 4.9e-2 5.2e+0 3.8e+0 1.2e+1 7.8e+0
6.0e-4 2.7e-1 7.0e-2 6.3e-3 1.3e-1 1.6e+2 1.8e+2 1.4e+0 4.3e+0

104
2.5e-2 7.1e-1 9.7e-1 4.6e-1 3.3e-2 3.9e+0 3.4e+0 7.4e+0 2.7e+0
1.8e-3 3.3e-2 4.2e-2 6.9e-3 1.3e-1 2.2e+0 1.8e+0 4.8e-1 7.3e-2

105
5.8e-2 4.1e-1 2.6e-1 3.5e-2 1.7e-2 1.1e+0 6.8e-1 2.0e+0 2.7e-1
5.9e-5 2.2e-2 1.7e-2 2.4e-3 1.3e-1 4.6e-2 9.6e-2 9.3e-2 5.5e-3

5.105
1.9e-2 2.0e-1 8.0e-2 9.4e-3 1.6e-2 9.1e-1 1.0e+0 7.9e-1 7.6e-2
2.3e-4 5.0e-3 6.1e-3 3.9e-3 1.3e-1 2.8e-2 1.7e-2 1.7e-2 2.5e-3

106
7.0e-2 5.3e-1 4.0e-1 1.9e-2 7.5e-3 7.8e-1 8.7e-1 2.7e-1 7.8e-2
7.0e-5 2.5e-3 7.0e-3 2.5e-3 1.3e-1 5.4e-2 2.0e-2 1.0e-2 3.4e-3

Table 1: Lien logit. Somme des erreurs pour notre algorithme (en haut) et flexmix (en
bas) moyennées sur N = 100 réplications, pour des valeurs croissantes de n.
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⌧
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⌧

X n⇥ p n p
n << p X p

⌧

Ln,τ := max
1i<jp,|i−j|≥τ

|⇢ij|,

⇢ij i j
X ⌧ 2 N⇤

p

(

X1
k , X

2
k , . . . , X

p
k

)

1kn

i.i.d
⇠ Np (0,Σ) ,

Σ

⌧ K

Σk,j =

8

<

:

rkj |k − j| < ⌧

✏n ⌧  |k − j|  ⌧ +K
0 ⌧ +K < |k − j|

.

✏n −!
n!+1

0

Ln

Ln,τ

8δ 2]0, 1[ Γp,δ = {k 2 {1, . . . , p} |rkj| > 1−δ j 2
{1, . . . , p} k 6= j}

n p = pn
p −!

n!+1
+1 (✏n)n≥1 2] − 1, 1[

log(pn) = o(n
1
3 ) n ! +1
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⌧ = o(ptn) n ! +1 t > 0

9δ 2]0, 1[ |Γp,δ| = o(pn)

✏n ⇠
n!+1

γ

q

log(pn)
n

n ! +1 γ 2 [−2, 2]

K = K(n) = O (pνn) 0 < ⌫ < c(γ, δ) < 1

nL2
n,τ − 4 log(pn) + log(log(pn))

L
−!

n!+1
Z

Z F (y) = exp
⇣

− 1p
8π
e−

y

2

⌘

y 2 R c(γ, δ) γ δ

Σ

✏n
n

✏n 1 − δ

n
✏n +1

⌧

⌧

Ṽn,τ := max
|i−j|≥τ

∣

∣

∣

∣

n
P

k=1

X i
kX

j
k

∣

∣

∣

∣

⌧

⌧ K X
(n, p) (X1, X2, . . . , Xp) p Rn Ln,τ ⌧ X

Ṽn,τ = max
1k<jp,|k−j|≥τ

|tXkXj| log(pn) = o(n
1
3 ) n ! +1

n2L2
n,τ − Ṽ 2

n,τ

n

P
−!

n!+1
0

Ṽn,τ
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I α 2 I B↵

I α B↵ ⇢ I (η↵)↵2I
t 2 R λ :=

P

↵ 2I
P (η↵ > t)

∣

∣

∣

∣

P

✓

max
↵2I

(η↵)  t

◆

− e−λ

∣

∣

∣

∣

 min

✓

1,
1

λ

◆

. (b1 + b2 + b3)

• b1 =
P

↵2I

P

β2Bα

P(η↵ > t)P (ηβ > t)

• b2 =
P

↵2I

P

↵ 6=β2Bα

P (η↵ > t, ηβ > t)

• b3 =
P

↵2I
E [|E[1⌘α>t|σ(ηβ, β 2 I\B↵)]− E[1⌘α>t]|]

η↵ = ⇢ij I = {(i, j) 2 [[1, p]]2 : |i − j| ≥ ⌧}
Ṽn,τ λn

(bi)i=1,2,3

b2
X

Ṽ 0
n,τ

I

(Y j
i )1in,1jp X

i 2 [[1 : n]]
j 2 [[1 : p]]

Xj
i =

j+K−1
P

k=j

✏nY
k
i +

j+K+2τ
P

k=j+K

rkY
k
i +

j+2τ+2K
P

k=j+K+2τ+1

✏nY
k
i
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⌧ = 20 K(n) = E (2 ⇤ log(n)) ✏n = 1
n2

p

n

p exp
⇣

n
1

3−u

⌘

u > 0
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n p = E (n1.1) ⌧ = 20 K(n) = E (2 ⇤ log(n)) ✏n = 1
n2
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P (k)
k 2 N. D(k) k 2 N,

r
p(k) := Ek [P (k)]

p(k) =
Ek [D(k + 1) + P (k + 1)]

r
,

Ek k

lim
i!+1

Ek[P (k + i)]

ri
= 0,

(1)

p(k) =
+1X

i=1

Ek[D(k + i)]

ri
.

P 2(k) :=

✓
D(k + 1) + P (k + 1)

r

◆2

,

P 2(k) =
NX

i=1

D2(k + i)

r2i
+ 2

NX

i=1

NX

j>i

D(k + i)D(k + j)

ri+j

+2
NX

i=1

D(k + i)P (k +N)

ri+N
+

P 2(k +N)

r2N
.
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Ek

p(2)(k) := Ek[P
2(k)] =

NX

i=1

Ek[D
2(k + i)]

r2i
+ 2

NX

i=1

NX

j>i

Ek[D(k + i)D(k + j)]

ri+j

+2
NX

i=1

Ek[D(k + i)P (k +N)]

ri+N
+

Ek[P
2(k +N)]

r2N
.

p(2)(k)

limN!+1
Ek[P

2(k+N)]
r2N

= 0 limN!+1
PN

i=1
Ek[D(k+i)P (k+N)]

ri+N =
0. (5)

p(2)(k) =
+1X

i=1

Ek[D
2(k + i)]

r2i
+ 2

+1X

i=1

X

j>i

Ek[D(k + i)D(k + j)]

ri+j
.

(6)
(3) (6)

D(k + 1) = G(k + 1)D(k),

{G(k)}

E = {g1, g2}.

P = (pij)i,j2E
(3) (7)

p(k) = d(k)
+1X

i=1

Ek[
Qi

j=1 G(k + j)]

ri
=: d(k)ψ1(g(k)),

d(k) g(k) k
ψ1(g(k))

A1 : g := max(p11g1 + p12g2, p21g1 + p22g2) < r.
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(ψ1(g1),ψ1(g2))

ψ1(g1) = p11
ψ1(g1)g1 + g1

r
+ p12

ψ1(g2)g2 + g2
r

ψ1(g2) = p21
ψ1(g1)g1 + g1

r
+ p22

ψ1(g2)g2 + g2
r

.

p(2)(k)

A2 : g(2) := max(p11g
2
1 + p12g

2
2, p21g

2
1 + p22g

2
2) < r2.

(ψ2(g1),ψ2(g2))

ψ2(g1)
(
r2 − p11g

2
1

)
− ψ2(g2)p12g

2
2 = p11g

2
1

(
1 + 2ψ1(g1)

)
+ p12g

2
2

(
1 + 2ψ1(g2)

)

ψ2(g2)
(
r2 − p22g

2
2

)
− ψ2(g1)p21g

2
1 = p21g

2
1

(
1 + 2ψ1(g1)

)
+ p22g

2
2

(
1 + 2ψ1(g2)

)
.

E = {g1, g2, . . . , gs}

g := max
i2E

✓ sX

j=1

pijgj

◆
< r

g(2) := max
i2E

✓ sX

j=1

pijg
2
j

◆
< r2.

I s⇥ s r 2 R⇤ := R− {0}
Ir := rI Inr = Irn I−1

r = Ir−1 g = (g1, . . . , gs)
>,

gn = (gn1 , . . . , g
n
s )

> 2 (R⇤)s ( )>

Ig = (Ig(i, j))i,j2E, Ig(i, j) =

⇢
gi, i = j,
0, i 6= j.

Ing = Ign I−1
g = Ig−1 .

Ψ1 = (ψ1(g1), . . . ,ψ1(gn))
>

Ψ2 = (ψ2(g1), . . . ,ψ2(gn))
>

(Ir −P · Ig) ·Ψ1 = P · g,
✓
I2r −P · I2g

◆
·Ψ2 = P ·

((
g ⇧ g

)
+ 2Ψ1 ⇧

(
g ⇧ g

))
,
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· ⇧
·

(Ir −P · Ig)

Ψ1 = (Ir −P · Ig)−1 ·P · g.

(
I2r −P · I2g

)

Ψ2 =
(
I2r −P · I2g

)−1 ·P ·
((
g ⇧ g

)
+ 2Ψ1 ⇧ (g ⇧ g)

)

= (Ir2 −P · Ig2)−1 ·P ·
((
g ⇧ g

)
+ 2Ψ1 ⇧

(
g ⇧ g

))
,

I2g = Ig2 I2r = Ir2 .

d2(t)
P g

x = (x0, x1, . . . , xm) m,

pij bpij(m) =
Nij(m)

Ni(m)
, Nij(m) :=

Pm
u=1 {Xu−1=i,Xu=j}, Ni(m) :=

Pm−1
u=0 {Xu=i}.

bΨ1(m) = ( bψ1(g1;m), . . . , bψ1(gn;m))> :=
⇣
Ir − bP(m)Ig

⌘−1 bP(m)g

=

 
I−1
r

1X

n=0

bPn(m)IngI
−n
r

!
bP(m)g.

m

bΨ1(m)
a.s.−−−!

m!1
Ψ1;

m

p
m
⇣
bΨ1(m)−Ψ1

⌘
D−−−!

m!1
Ns(0,Σ1),
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Σ1

Σ1 = Φ0
1Γ(Φ

0
1)

> 2 Ms⇥s,

• Γ 2 Ms(s−1)⇥s(s−1)

(
p
m (bpij(m)− pij))i=1,...,s,j=1,...,s−1;

• Φ0
1 =

⇣
∂Φi

1

∂plk

⌘
i,l=1,...,s,k=1,...,s−1

2 Ms⇥s(s−1) Φ1

(pij, i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , s− 1);
•

Φ1 = (Φ1
1, . . . ,Φ

s
1) : R

s(s−1) ! R
s

Φ1(pij, i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , s− 1) = (Ir −PIg)
−1 Pg = Ψ1,

i 2 E, pis Φ1

pis = 1−
Ps−1

j=1 pij.
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Résumé. Nous présentons un modèle de régression pénalisée et dé-biaisée pour
l’estimation, en grande dimension, d’un modèle linéaire parcimonieux avec interactions.
L’objectif est d’estimer conjointement le support et les coefficients dé-biaisés associés,
en partant d’un estimateur de type Elastic Net. On utilise pour cela un algorithme de
descente par coordonnée, qui ne nécessite pas de construire la matrice des interactions.
Cette propriété est cruciale sur données réelles sachant que cette matrice peut facile-
ment dépasser les capacités mémoires. Enfin, nous adaptons une méthode de dérivation
automatique qui permet d’obtenir simultanément la solution des moindres carrés sur le
support, sans avoir à résoudre a posteriori un problème de moindres carrés.

Mots-clés. Lasso, Elastic Net, Interactions, Dé-biasage, Descente par Coordonnée.

Abstract. We present a penalized and de-biased regression model to estimate, in
high dimension, sparse linear models with interactions. Our aim is to jointly estimate
the support and the associated de-biased coefficients, starting from an Elastic Net type
estimator. The main idea is to use a coordinate descent algorithm, which does not require
building the interaction matrix. This property is crucial on real data since the design
matrix modeling interactions can quickly exceed memory capacities. In addition, we
adapt an automatic differentiation method which allows to obtain simultaneously the
least squares solution on the support, without having to solve, a posteriori, a least squares
problem.

Keywords. Lasso, Elastic Net, Interaction, De-biasing, Coordinate Descent.

1 Introduction

Thanks to their interpretability, linear models are popular for many statistics tasks. Un-
fortunately, it turns out that the number of variables is frequently larger than the number
of samples, so regularization is often required. Sparse regularization techniques leverag-
ing the `1-norm have led to various popular estimators in the last two decades, including
Lasso [Tibshirani, 1996] and Elastic Net [Zou and Hastie, 2005] among the most popular.
When targeting feature interactions, such estimator become crucial: even when limited

1
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to quadratic interactions, the number of variables is already (almost) squared, and the
number of variables hence created can easily overload computers’ memory.

Due to highly correlated variables, we estimate the coefficients using Elastic Net [Zou
and Hastie, 2005], which allows to reduce the number of variables thanks to the `1 penalty,
while taking into account the correlation thanks to the `2 penalty [Tikhonov, 1943, Hoerl
and Kennard, 1970]. We adapt a coordinate descent algorithm (popularized by glmnet

[Friedman et al., 2007, 2010]) so the interaction matrix does not need to be stored.
Finally, it is known that both Lasso and Elastic Net tend to be biased as they shrink

large coefficients aggressively. To alleviate this issue, we suggest to compute a de-biased
version of the coefficients along with the original coefficients [Deledalle et al., 2017]. We
propose an algorithm approaching the LS Elastic Net (Elastic Net followed by a Least
Squares step on the support), though in a more stable way as the naive implementation.

2 Elastic Net for interactions

2.1 Model and estimator

In the following, p is the number of features, n the number of samples, and q “ p pp ` 1q{2
(or p pp ´ 1q{2 depending whether we include or not the pure quadratic terms) the number
of interaction features. The response vector is denoted by y P Rn. The Elastic Net model
now reads :

pPq min
βPRp,ΘPRq

1

2n
ky ´ Xβ ´ ZΘk22 ` ↵1 kβk1 ` ↵2 kΘk1 ` ↵3

2
kβk22 ` ↵4

2
kΘk22 . (1)

where ↵1 ° 0, . . . ,↵4 ° 0 are tunning parameters. The parameters ↵1 and ↵2 control
the level of `1 penalization (resp. for the quadratic features), and the sparsity of β and
Θ, while ↵3 and ↵4 control the level of `2 penalization and how spread out the signal is
among active features.

As previously explained, we can not always handle in memory the design matrix Z
(Figure 2), which leads us to reformulate the classical coordinate descent algorithm in
this context. Let us remind1 the main step in the coordinate descent algorithm to solve
the Elastic Net problem is the coordinates updates for βj0 and Θj1

0
(for j0 P J1, pK and

j1
0 P J1, qK). This requires solving one dimensional problems of the form:

argmin
βj0

PR

1

2n

´
y ´

pÿ

j“1

βjxj ´
qÿ

j“1

Θjzj

¯2

` ↵1|βj0 | ` ↵3

2
β2
j0

, (2)

argmin
Θj1

0
PR

1

2n

´
y ´

pÿ

j“1

βjxj ´
qÿ

j“1

Θjzj

¯2

` ↵2|Θj1
0
| ` ↵4

2
Θ

2
j1
0
. (3)

1See [Friedman et al., 2010] for details.

2
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Proposition 2.1. We write pβk and pΘk for the coefficients computed at the k-th pass over
the data by the coordinate descent algorithm, and rk “ y ´ X pβk ´ Z pΘk is the associated
residuals. The coordinate update rules for the jth0 and j1th

0 coordinate reads

pβk`1
j0

“ 1
kxj0

k2`n↵3
ST

´
xJ
j0

´
rk ` pβk

j0
xj0

¯
, nα1

¯
. (4)

pΘk`1
j1
0

“ 1
kzj1

0
k2`n↵4

ST
´
zJ
j1
0

´
rk ` pΘk

j1
0
zj1

0

¯
, nα2

¯
. (5)

and ST representing the soft-thresholding, defined for any x P R by:

STpx,αq “ p|x| ´ αq` signpxq . (6)

In the previous proposition, we need to compute the zj1
0

column of Z, which is made
possible by a coordinate descent algorithm (Line 6 of Algorithm 2). Thanks to that, we
can handle interactions without explicitly storing the interaction (design) matrix.

2.2 De-biasing

Unfortunately, the Lasso and the Elastic Net coefficients are biased (see [Salmon, 2017]):
large coefficients are shrunk toward zero. To reduce this effect, one can perform an Least
Squares step on the non-zero coefficients obtain by Elastic Net (Naive-LSEnet). Yet, this
approach is limited: the interaction design matrix on the support is needed, which for
large datasets could not be stored.

2.2.1 Sequentially de-biasing Elastic Net

Algorithm 1: Naive-LSEnet
Input : rX,Zs, y, α

1
pβ, pΘ Ð Enet([X, Z], y, α)
// supp. estimat.

2 supppβ Ð where (pβ ‰ 0)

3 supppΘ Ð where(pΘ ‰ 0)

4
rβ, rΘ Ð LS([X, Z], y, supppβ , supppΘ)

Output : rβ, rΘ

To cope with interactions, we instantiate Covari-
ant LEAst-square Refitting (CLEAR) [Deledalle
et al., 2017], a framework to simultaneously de-
bias the coefficients along with the algorithm
(here, coordinate descent) computing the Elastic
Net solution.

Proposition 2.2. Let us suppose that the co-
efficients pβk and pΘk are iteratively updated ac-
cording to Equation (4) and Equation (5). We

define the Jacobian of pβk (resp. pΘk) applied to
the residuals as Jpβk`1

j
rk (resp. JpΘk`1

jj
rk) and ej the canonical basis vector :

Jpβk`1
j

rk`1 “
`
ej kxjk

2
2 ´ XJxj

˘J
Jpβkrk ´

`
xJ
j Z

˘J
JpΘkrk ` xJ

j r
k

kxjk
2 ` nα3

1t|xJ
j prk` pβk

j xjq|•nα1u

JpΘk`1
jj

rk`1 “
`
ejj kzjjk

2
2 ´ ZJzjj

˘J
JpΘkrk `

`
XJzjj

˘J
Jpβkrk ` zJ

jjr
k

kzjjk
2 ` nα4

1t|zJ
jjprk` pΘk

jjzjjq|•nα2u

3
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These updates leads to compute ρk`1 “
@

rX,ZsrJ pβk`1r
k`1, J pΘk`1r

k`1sJ;rk`1
D

krX,ZsrJ pβk`1rk`1, J pΘk`1rk`1sJk
2

2

.

Considering the problem Equation (1), the CLEAR approach reads :

rβk`1 “ pβk`1 ` ρk`1Jpβk`1r
k`1 , (7)

rΘk`1 “ pΘk`1 ` ρk`1JpΘk`1r
k`1 . (8)

This leads to Algorithm 2 where Lines 4, 8 and 10 are evaluated on the fly without Z
being built. We call this method CLEAR Least Squares Elastic Net (CLEAR-LSEnet).
Setting ρ “ 1 in Lines 11 and 12 recovers the Ridge estimator associated with the Elastic
Net support, instead of a Least Squares version, as in Theorem 2.2.

Algorithm 2: Coordinate Descent Epoch for CLEAR-LSEnet

input : X P Rnˆp, y P Rn, α “ pα1, . . . ,α4qJ, . . .
param. : pβp“ 0pq, pΘp“ 0qq, Jpβrp“ 0pq, JpΘrp“ 0qq

1 jj “ 0; q “ ppp ` 1q{2 or ppp ´ 1q{2
2 for j1 “ 1, . . . , p do
3

pβk`1
j1

“ 1
kxj1

k2`nα3
STpxJ

j1
py ´ rk ` pβk

j1
xj1q, nα1q // β Elastic Net update

4 Jpβk`1
j1

rk`1 “

´
ej1kxj1k

2

2
´XJxj1

¯J
J pβkr

k´
´
xJ
j1
Z

¯J
J pΘkr

k`xJ
j1
rk

kxj1
k2`nα3

1
t|xJ

j1
prk` pβk

j1
xj1

q|•nα1u

5 for j2 “ 1, . . . , q do
6 zjj “ xj1 d xj2 // point-wise multiplication

7
pΘk`1
jj “ 1

kzjjk2`nα4
STpzJ

jjpy ´ rk ` pΘk
jjzjjq, nα2q // Θ Elastic Net update

8 JpΘk`1
jj

rk`1 “
pejjkzjjk22´ZJzjjq

J
J pΘkr

k`pXJzjjq
J
J pβkr

k`zJ
jjr

k

kzjjk2`nα4
1t|zJ

jjprk` pΘk
jjzjjq|•nα2u

9 jj `“ 1

10 ρk`1 “
xrX,ZsrJ pβk`1r

k`1, J pΘk`1r
k`1sJ | rk`1y

krX,ZsrJ pβk`1rk`1, J pΘk`1rk`1sJk22

11
rβk`1 “ pβk`1 ` ρk`1Jpβk`1r

k`1 // β CLEAR-LSEnet update

12
rΘk`1 “ pΘk`1 ` ρk`1JpΘk`1r

k`1 // Θ CLEAR-LSEnet update

output : pβk`1, pΘk`1 rβk`1, rΘk`1

3 Numerical experiments

For the Naive-LSEnet, we use the Least Squares solver from sklearn [Pedregosa et al.,
2011] on the support obtained by Elastic Net. For Figures 1 and 2, we use duality gap as
stopping criterion, fixed at 10´4 and we set α3 “ α4 “ 0.001.

3.1 Artificial datasets

To compare Elastic Net, Naive-LSEnet and CLEAR-LSEnet, we build an artificial
dataset, for which X of size pn, pq “ p60, 10q is drawn according to a standard Gaus-

4
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(a) CV : α1 “ α2 « 0.21581. (b) CV (2D grid) : α1 « 0.159, α2 « 0.267.

Figure 1: Comparison between Elastic Net, CLEAR-LSEnet and Naive-LSEnet, with
cross-validation (condensed CV) on the CLEAR-LSEnet result.

sian distribution, and we set X such that the column x1, x2 and x3 are correlated (we
draw x3 from a Gaussian distribution adding 1

2
px1 ` x2q). We include the pure quadratic

features leading to 55 interactions features. The true underlying signal has only five non-
zero coefficients for the β and five more non-zero coefficients for Θ. Finally, we draw
the noise ε from a Gaussian distribution with zero mean and a variance 1/2. Hence, the
response vector y P Rn is : y “ Xβ ` ZΘ ` ε .

In Figure 1, we observe that both CLEAR-LSEnet and Naive-LSEnet estimator recover
better coefficients than the Elastic Net. Indeed, both yield coefficients from the true signal
than the Elastic Net on the true support. Outside the true support, CLEAR-LSEnet and
Naive-LSEnet tends to give a larger coefficients than Elastic Net.

3.2 Real datasets

(a) Boston dataset
size of Z : 368, 4 Kb

(b) Diabetes dataset
size of Z : 194, 5 Kb

(c) Leukemia dataset
size of Z : 14,68 Gb

Figure 2: Mean time comparisons : Naive-LSEnet and CLEAR-LSEnet on real-datasets
from sklearn. Here, α1 and α2 are equal.

We see Figure 2, that CLEAR-LSEnet is the same order than Naive-LSEnet. We
notice that we can do Naive-LSEnet on Leukemia datasets because for those α1 and α2,
the support is small, so we can build Z on the support. We must note that Elastic Net

5
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from sklearn can handle interactions, but it requires to create and store Z, which is not
always feasible. For instance with the Leukemia dataset, Z is almost 14Gb, (and possibly
does not fit in memory), whereas our method can handle interactions easily here.

4 Conclusion

We presented a penalized and de-biased regression model able handle quadratic interac-
tions in high-dimension. Future work include sensitivity analysis of the tuning parameters
and algorithmic speed up, e.g., following the work by Le Morvan and Vert [2018].
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Résumé. Nous introduisons SIRUS (Ensemble de Règles Stable et Interprétable),
un algorithme stable d’apprentissage de règles pour la régression, qui prend la forme
d’une liste de règles simple et compacte. Les algorithmes d’apprentissage à l’état de l’art
sont souvent qualifiés de “boîtes noires” à cause du grand nombre d’opérations impliquées
dans leur mécanisme de prédiction. Malgré leur excellente capacité prédictive, ce manque
d’interprétabilité peut être très restrictif lorsque des décisions critiques sont en jeu. D’un
autre côté, les algorithmes avec une structure simple, typiquement les arbres de décisions,
les modèles de règles, ou les modèles linéaires parcimonieux, sont réputés instables. Ce
défaut rend les conclusions de l’analyse statistique non-fiables, ce qui limite fortement leur
usage opérationnel. SIRUS est donc conçu pour produire des modèles à la fois simple et
stable. Notre algorithme se base sur les forêts aléatoires et conserve leur bonne capacité
de prédiction. L’efficacité de SIRUS est prouvée aussi bien empiriquement (à travers des
expériences) que théoriquement (en démontrant la stabilité asymptotique). Le package
sirus fournit une implémentation en R/C++ disponible sur le CRAN.

Mots-clés. interprétabilité, forêts aléatoires, stabilité, règles

Abstract. We introduce SIRUS (Stable and Interpretable RUle Set), a stable rule
learning algorithm for regression, which takes the form of a short and simple list of rules.
State-of-the-art learning algorithms are often referred to as “black boxes” because of the
high number of operations involved in their prediction process. Despite their powerful
predictivity, this lack of interpretability may be highly restrictive for applications with
critical decisions at stake. On the other hand, algorithms with a simple structure—
typically decision trees, rule algorithms, or sparse linear models—are well known for their
instability. This undesirable feature makes the conclusions of the data analysis unreliable
and turns out to be a strong operational limitation. This motivates the design of SIRUS,
which combines a simple structure with a remarkable stable behavior. The algorithm is
based on random forests, the predictive accuracy of which is preserved. We demonstrate
the efficiency of the method both empirically (through experiments) and theoretically
(with the proof of its asymptotic stability). A R/C++ software implementation sirus is
available on CRAN.

Keywords. interpretability, random forests, stability, rules
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1 Introduction

Les algorithmes d’apprentissage à l’état de l’art, tels que les forêts aléatoires ou les réseaux
de neurones, sont souvent critiqués pour leur aspect «boîte noire». Cette critique provient
essentiellement du nombre élevé d’opérations impliquées dans leur mécanisme de pré-
diction, qui empêche d’appréhender comment les entrées se combinent pour générer les
prédictions. Ce manque de transparence est une limitation forte pour de nombreuses
applications, en particulier celles impliquant des décisions critiques. L’analyse des proces-
sus de production dans l’industrie manufacturière rentre dans cette catégorie. En effet,
ces processus impliquent des phénomènes physiques et chimiques complexes qui peuvent
en général être modélisés efficacement par des algorithmes d’apprentissage boîte-noire.
Cependant, toute modification d’un processus de production a des conséquences lourdes
à long terme, et ne peut donc pas simplement reposer sur une modélisation stochastique
opaque. C’est pourquoi les algorithmes doivent être interprétables, c’est-à-dire expliciter
la relation entre les entrées et la sortie pour guider l’analyse des phénomènes physiques
en jeu, et finalement permettre d’améliorer l’efficacité de la production.

Bien qu’il n’y ait pas de consensus sur une définition précise de l’interprétabilité dans
la littérature (Murdoch et al., 2019), il est tout de même possible de définir des principes
mimimaux : simplicité, stabilité et prédictivité (Bénard et al., 2019). La simplicité d’un
algorithme peut être quantifiée par le nombre d’opérations pour calculer une prédiction.
Deuxièmement, Yu (2013) soutient que «l’interprétabilité a besoin de stabilité», car les
conclusions d’une analyse statistique doivent être robustes aux petites perturbations de
données pour avoir du sens. Finalement, une baisse significative de la capacité de pré-
diction par rapport à un algorithme boîte-noire signifie que le modèle manque certaines
tendances dans les données et peut donc induire en erreur (Breiman, 2001b).

Les arbres de décision (Breiman et al., 1984) sont souvent présentés comme inter-
prétables pour leur structure récursive simple. Cependant, ils sont très sensibles aux
petites perturbations de données (Breiman, 2001b), ce qui limite fortement leur utilisa-
tion pratique. Les algorithmes de règles sont un autre type de méthodes non-linéaires
avec une structure simple, définie comme un ensemble de règles élémentaires. Une règle
est un ensemble de contraintes sur les variables explicatives, qui forme un hyperrectangle
dans l’espace d’entrée, et auquel est associé une prédiction constante. Une multitude
d’algorithmes de règles a été développée depuis les annéees 1970, mais la plupart d’entre
eux sont limités aux problèmes de classification. RuleFit (Friedman and Popescu, 2008)
et Node harvest (Meinshausen, 2010) sont deux exceptions notables. Malgré leur bonne
capacité de prédiction, ces méthodes ont tendance à produire de longues et instables listes
d’une cinquante de règles, limitant sérieusement leur caractère interprétable.

Notre objectif est d’introduire SIRUS (Ensemble de Règles Stables et Interprétables)
pour la régression, et de montrer ainsi que les algorithmes de règles peuvent gérer efficace-
ment les problèmes de régression en produisant des listes de règles compactes et stables.
Nous nous appuierons sur Bénard et al. (2019), qui introduit SIRUS pour la classification.
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2 SIRUS

Nous considérons un cadre classique pour la régression où un échantillon i.i.d. Dn =
{(Xi, Yi), i = 1, . . . , n} est observé, avec chaque (Xi, Yi) distribué comme la pair générique
(X, Y ) indépendante de Dn. Le p-uplet X = (X(1), . . . , X(p)) est un vecteur aléatoire à
valeurs dans R

p, et Y 2 R est la réponse. Notre objectif est d’estimer la fonction de
régression m(x) = E[Y |X = x] avec un petit ensemble stable de règles.

Génération des règles La première étape de SIRUS est d’apprendre une forêt aléa-
toire avec un grand nombre d’arbres M à partir de l’échantillon Dn. Deux modifications
de l’algorithme original de Breiman (Breiman, 2001a) permettent de stabiliser la struc-
ture de la forêt : les coupures sont restreintes aux q-quantiles empiriques des marginales
X(1), . . . , X(p) (typiquement q = 10), et la profondeur des arbres est limitée à 2. Ob-
servons maintenant que chaque nœud de chaque arbre définit un hyperrectangle dans
l’espace d’entrée R

p. On peut donc définir une règle à partir de chaque nœud comme un
estimateur constant en deux morceaux. Sa valeur dépend uniquement de si le nouveau
point évalué appartient ou non à l’hyperrectangle associé à la règle. Formellement, un
nœud d’un arbre est représenté par un chemin P qui décrit comment atteindre le nœud
considéré depuis la racine de l’arbre. Dans la suite, on note Π la liste finie de tous les
chemins possibles. En utilisant ce principe, la première étape de SIRUS consiste à extraire
un grand ensemble de chemins d’une forêt aléatoire, de l’ordre de 104.

Sélection des règles Dans la deuxième étape, SIRUS sélectionne les chemins pertinents
de ce grand ensemble. Malgré la pertubation aléatoire de la construction des arbres, les
chemins extraits sont redondants. Une grande fréquence d’apparition d’un chemin dans
la forêt est synonyme d’une tendance forte et robuste dans les données, et permet donc
d’identifier les bons candidats pour construire un ensemble de règles compact, stable et
prédictif. La fréquence est notée p̂M,n(P) pour chaque chemin P 2 Π. Un seuil p0 2 (0, 1)

(à régler empiriquement) permet de sélectionner l’ensemble des chemins P̂M,n,p0 = {P 2
Π : p̂M,n(P) > p0}. En résumé, SIRUS utilise le principe de bagging aléatoire, mais agrège
la structure de la forêt elle-même au lieu des prédictions. Par définition du mécanisme
d’extraction des chemins, les règles associées à P̂M,n,p0 sont linéairement dépendantes.
Afin de pouvoir bien définir une agrégation linéaire des règles, P̂M,n,p0 est filtré de la
façon suivante : si une règle associée à un chemin P 2 P̂M,n,p0 est une combinaison
linéaire de règles associées à des fréquences supérieures d’apparition dans la forêt, alors
P est supprimée de P̂M,n,p0 .

Agrégation des règles Les précédentes étapes de SIRUS permettent d’obtenir un petit
ensemble de règles. La règle ĝn,P associée au chemin P est un estimateur constant en
deux morceaux : si un nouveau point x appartient à l’hyperrectangle HP ⊂ R

p induit par
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P, la règle renvoie la moyenne des Yi pour les points d’apprentissage appartenant à HP .
Si x /2 HP , c’est la moyenne des Yi pour les points à l’extérieur de HP qui est renvoyée.
Un poids positif est associé à chaque règle afin de les combiner en un estimateur de m(x).
Ces poids sont définis comme la solution de la régression avec une pénalisation L2, où
chaque variable d’entrée est une règle de P̂M,n,p0 , et λ est un paramètre qui pondère la
pénalisation (réglé empiriquement). Ainsi, l’estimateur final m̂M,n,p0(x) de m(x) s’écrit

m̂M,n,p0(x) = β̂0 +
X

P2P̂M,n,p0

β̂n,P ĝn,P(x). (2.1)

En notant β̂n,p0 le vecteur dont les composantes sont les coefficients β̂n,P pour P 2
P̂M,n,p0 , Y = (Y1, . . . , Yn)

T , Γn,p0 la matrice dont les lignes sont les valeurs des règles
ĝn,P(Xi) pour i 2 {1, . . . , n}, et 1n = (1, . . . , 1)T , (β̂n,p0 , β̂0) est defini par

(β̂n,p0 , β̂0) = argmin
β≥0,β0

1

n
||Y − β01n − Γn,p0β||22 + λ||β||22.

Interprétabilité Pour approndir la discussion, il convient de quantifier les trois pro-
priétés des modèles interprétables. La simplicité est mesurée par le nombre de règles
dans le modèle final. La notion de stabilité est définie à partir de l’intuition suivante :
l’algorithme est stable si deux estimations indépendantes basées sur deux échantillons in-
dépendants génèrent la même liste de règles. En notant P̂ 0

M,n,p0
la liste finale de chemins

produite par SIRUS à partir d’un échantillon indépendant D 0
n, l’indice de Dice-Sorensen

ŜM,n,p0 donne la proportion de règles partagée par P̂M,n,p0 et P̂ 0
M,n,p0

et s’écrit

ŜM,n,p0 =
2
∣

∣P̂M,n,p0 ∩ P̂ 0
M,n,p0

∣

∣

∣

∣P̂M,n,p0

∣

∣+
∣

∣P̂ 0
M,n,p0

∣

∣

.

En pratique, un échantillon D 0
n n’est pas accessible et une validation-croisée est utilisée

pour simuler la perturbation de données. Enfin, l’erreur du modèle est mesurée par la
proportion de variance non-expliquée.

3 Expériences

Des expériences sont réalisées sur une dizaine de jeux de données publics (Dua and Graff,
2017). La capacité de prédiction de SIRUS est comparable à ses principaux concurrents,
RuleFit et Node harvest, tout en produisant des modèles plus compacts. La stabilité est
considérablement améliorée, comme le montre la Table 1. En outre, la Table 2 illustre
SIRUS sur le jeu de données “LA Ozone” d’enregistrements météo à Los Angeles en 1976.
La variation de la concentration d’ozone est modélisée en fonction des conditions météo
(vent, température, humidité...).
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Dataset RuleFit Node Harvest SIRUS-R
Ozone 0.22 0.30 0.62
Mpg 0.25 0.43 0.83

Prostate 0.32 0.23 0.48
Housing 0.19 0.40 0.80
Diabetes 0.18 0.39 0.66
Machine 0.23 0.29 0.88
Galaxy 0.40 0.39 0.77
Abalone 0.31 0.38 0.82
Bones 0.59 0.52 0.89

Table 1: Stabilité pour différents jeux de données publics : proportion moyenne de règles en
commun entre deux modèles d’une validation-croisée (10 folds).

4 Analyse Théorique

Les algorithmes de règles présentent une structure simple par construction, et de nombreux
exemples dans la littérature illustrent leur excellente capacité prédictive. En revanche,
ce type d’algorithme est généralement instable (Murdoch et al., 2019). En conséquence,
l’analyse théorique est consacrée à la stabilité asymptotique de SIRUS. Nous établissons
que si l’ensemble d’apprentissage est suffisamment grand, SIRUS génère systématique-
ment la même liste de règles à partir d’échantillons indépendants. Dans cet optique,
il est nécessaire d’introduire la probabilité p?(P), le pendant théorique de p̂M,n(P) (la
fréquence d’apparition d’un chemin P dans la forêt empirique) : p?(P) est définie comme
la probabilité que P appartienne à un arbre théorique CART aléatoire. L’arbre théorique
n’est plus construit à partir d’un échantillon Dn, mais uniquement à partir de la loi de
probabilité de (X, Y ). Enfin, on note U? = {p?(P) : P 2 Π}. Le résultat se base sur les
hypothèses peu restrictives suivantes :

(H1) Le nombre de points ré-échantillonnés an satisfait lim
n!1

an = ∞ et lim
n!1

an
n
= 0.

(H2) Le nombre d’arbres Mn satisfait lim
n!1

Mn = ∞.

(H3) La variable aléatoire X admet une densité strictement positive f par rapport à la
mesure de Lebesgue sur Rp. De plus, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, la densité marginale
f (j) of X(j) est continue, bornée, et strictement positive. Finalement la variable
aléatoire Y est bornée.

Theorem 1. Si les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites, alors pour tout p0 ∈ [0, 1] \ U?

et λ > 0, en probabilité,
lim
n!1

ŜMn,n,p0 = 1.
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Average Ozone = 12 Intercept = −7.8

Frequency Rule Weight
0.29 if temp < 65 then Ozone = 7 else Ozone = 19 0.12
0.17 if ibt < 189 then Ozone = 7 else Ozone = 18 0.07

0.063 if

⇢

temp ≥ 65
& vis < 150

then Ozone = 20 else Ozone = 7 0.31

0.061 if vh < 5840 then Ozone = 10 else Ozone = 20 0.072
0.060 if ibh < 2110 then Ozone = 16 else Ozone = 7 0.14
0.058 if ibh < 2960 then Ozone = 15 else Ozone = 6 0.10

0.051 if

⇢

temp ≥ 65
& ibh < 2110

then Ozone = 21 else Ozone = 8 0.16

0.048 if vis < 150 then Ozone = 14 else Ozone = 7 0.18

0.043 if

⇢

temp < 65
& ibt < 120

then Ozone = 5 else Ozone = 15 0.15

0.040 if temp < 70 then Ozone = 8 else Ozone = 20 0.14
0.039 if ibt < 227 then Ozone = 9 else Ozone = 22 0.21

Table 2: Liste de règles générée par SIRUS pour les données “LA Ozone”.
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Résumé. La blessure musculaire dans le sport professionnel peut avoir un impact
important sur les performances de l’athlète. Les mécanismes et les facteurs de risque de
la blessure sont mal connus. Par ailleurs, les blessures sont des évènements relativement
rares ce qui rend la construction de modèles statistiques de prévision délicate. En effet les
jeux de données déséquilibrées dégradent la performance des techniques de modélisation
habituelles et rendent les outils de comparaison de modèles inefficaces et biaisés. Pour
pallier ces problèmes, de nombreuses méthodes ont été développées, que ce soit des mé-
thodes dites de sampling (oversampling, undersampling, SMOTE...), des améliorations et
corrections de biais sur des méthodes existantes (régression logistique pour événements
rares) ou encore des méthodes dites ensemblistes (Bagging, boosting). Nous proposons à
l’aide de données réelles, basées sur le suivi longitudinal d’une équipe de football profes-
sionnel, de comparer les méthodes afin de construire le meilleur modèle prédictif. Ensuite,
à l’aide de l’analyse de la sensibilité, nous mettrons en évidence certains facteurs de risque
important dans le mécanisme de la blessure.

Mots-clés. Évènements rares ; Analyse de sensibilité ; Boosting ; Bagging ; SVM ; Ré-
gression logistique, Arbre de classification ; Morriss ; Sobol ;

Abstract. Muscle injury in professional sports has a huge impact on the athlete’s
performance. The mechanisms and risk factors for injury are largely unknown. Moreover
injuries are most often rare events, which makes its prediction complicated. Indeed imba-
lanced dataset degrade the performance of common modeling techniques and make the
tools used to compare different models inefficient and biased. In order to overcome such
issues, many methods have been developed whether it be sampling methods (Oversam-
pling, undersampling, SMOTE), upgrading and correcting bias to adjust existing methods
(regression logistic for unusual events), or aggregating methods (Bagging, Boosting). Ad-
vantages and drawbacks of each method will be assessed thanks to a literature review.
Every method will be compared through simulations in order to highlight the best ones.
This will also allow us to highlight, using sensitivity analysis, the important risk factors
in the mechanism of injury.

Keywords. Rare event ; Boosting ; Bagging ; SVM ; Neural network ; Logistic regres-
sion ; classification tree ; Sensitivity analysis ; Moriss ; Sobol ;
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1 Introduction

La blessure musculaire bien que relativement rare (2.48 blessures pour 1000h d’exposi-
tion) dans le football professionnel a un impact important pour l’athlète, qui peut perdre
en capacité physique. Le mécanisme des blessures musculaires est compliqué et encore
mal connu. De nombreux travaux tendent à améliorer cette connaissance. Ils consistent
à combiner des facteurs de risque internes, ou biologiques tels que l’âge ou le sexe et des
facteurs de risque externes comme l’équipement ou le type de pelouse utilisé.
On appellera évènement rare tout évènement se produisant avec une probabilité p petite
(voire très petite) (p  0.05.). Les méthodes habituelles, comme la régression logistique,
les arbres de classification ou les SVM, ont tendance à ne pas modéliser correctement les
jeux de données déséquilibrées [1]. Pour améliorer la prédiction, de nombreuses amélio-
rations ont été apportées à ces modèles [1]. Des méthodes dites de sampling apportent
une amélioration de la prédiction, celles-ci consistent à modifier de façon aléatoire ou
non le jeu de données, le plus souvent en rajoutant ou en supprimant des individus. Les
méthodes dites d’assemblage montrent une amélioration notable de la prédiction des évè-
nements rares. L’assemblage consiste à construire plusieurs "classifieurs" et à les agréger
en un seul. Ces groupes de techniques peuvent être utilisées conjointement pour obtenir
des résultats très prometteurs, ce qui engendre un nombre de méthodes possibles très
important.
Nous nous proposons donc de présenter les principales méthodes et de les confronter entre
elles, afin de voir lesquelles sont les plus performantes dans la prédiction des évènements
rares et donc dans la prédiction des blessures sans contact. De plus nous tenterons de
mettre en avant l’importance des facteurs de risque utilisés à l’aide de l’analyse de la
sensibilité et plus particulièrement les méthodes de SOBOL et MORRIS.

2 Modèle prédictif pour les évènements rares

Les méthodes de prédiction habituelles ont tendance à sous estimer la probabilité des
évènements rares et donc à ne pas correctement les détecter. Afin de pallier à ce problème
nous avons choisi d’utiliser la régression logistique combinée à des méthodes de sampling
et d’assemblage pour prédire les évènements rares.

2.1 Echantillonnage des données

Les méthodes d’échantillonnage consistent à créer, à partir d’un jeu de données Z
déséquilibrées de taille NZ , un jeu de données Z̃ modifiées plus équilibrées de taille NZ̃ .
Les deux méthodes les plus utilisées pour rééquilibrer les données sont l’undersampling [2],
qui consiste à supprimer aléatoirement des individus de la classe majoritaire (on a alors
NZ > NZ̃), et l’oversampling [2] qui consiste à dupliquer de manière aléatoire des individus
de la classe minoritaire (on a alors NZ < NZ̃). De nombreuses autres méthodes plus
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complexes sont également disponibles, la principale étant SMOTE [3]. SMOTE est une
méthode d’oversampling qui consiste à créer selon certains critères un individu synthétique
(qui n’existe pas dans la base de données) de la classe minoritaire, qui se situe entre chaque
individu de la classe minoritaire et ses k-plus proches voisins de la classe majoritaire.

2.2 Méthode par assemblage

Les méthodes d’assemblage consistent à construire plusieurs "classifieurs" à partir de
modèles choisis arbitrairement (arbre de classification/régression, SVM, régression logis-
tique, etc.), puis à les regrouper par vote ou moyenne, pour obtenir la prédiction ou la
classification. Prenons la méthode de Bagging (Bootstrap aggregating)[4] ; elle consiste à
construire m modèles à partir de m échantillons obtenus par bootstrap et à les regrouper
par vote pour la classification et par moyenne pour la régression. La seconde méthode
que l’on peut citer est le boosting [6], et plus particulièrement ADABOOST [5] qui re-
pose sur la construction itérative de "classifieurs". A chaque itération, les exemples mal
classés par le "classifieur" courant sont pondérés et leurs importances augmentent pour
la construction du "classifieur" suivant. Finalement, les "classifieurs" sont regroupés et
pondérés en fonction de leur taux de bonne classification, pour obtenir une prédiction
finale. Les méthodes d’assemblage sont très réputées pour augmenter la performance des
prédictions lorsque les données sont rares.

3 Outils de mesure

Pour comparer les performances des différents modèles de prédictions, le taux global de
bien classés est mal adapté aux données déséquilibrées (prévalence  0.05). En effet, pre-
nons le cas d’un échantillon déséquilibré de taille N = 1000, décomposée en N+ = 950 de
la classe minoritaire et N− = 50 la classe minoritaire. Alors, le modèle consistant à classer
tous les individus dans la classe majoritaire aura un taux de bien classés= 0.95 (considéré
comme bon) mais avec une sensibilité de 0. Nous comparerons donc la performance de nos
modèles à l’aide du score de Peirce ([6]) qui est égal à SP = sensibilité + spécifité − 1. Il
est compris entre -1 et 1. Nous utiliserons également le critère AUC (Area Under Curve).
Ces deux critères peuvent s’obtenir à partir de la courbe ROC du classifieur.

4 Analyse de la sensibilité

L’analyse de la sensibilité permet d’étudier l’influence des variables d’entrée (facteurs
de risque) sur la réponse (risque de blessure). Les deux principales méthodes sont les in-
dices de Sobol et la méthode de Morris [7]. Nous présentons ici uniquement cette dernière.
Elle consiste, à l’aide d’un plan d’expérience, à calculer pour chaque variable j µ⇤

j qui me-
sure la variation engendré par la variable j sur la variable réponse Y et σ qui mesure

3
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l’interaction entre les variables ou leur effet non linéaire. Plus µ⇤ est important plus la
variable a un effet important dans le modèle, plus σ est important, plus l’interaction entre
les variables est grand ou leur influence est non linéaire. Pour comparer les variables entre
elle il suffit alors de regarder le graphique de Moriss (voir figure 1)

Figure 1 – Graphique de Morris

5 Résultats

Nous utilisons les données réelles de footballeurs professionnels évoluant dans un club
de première division du championnat français de 2015 à 2020. Les variables d’entrées pour
chaque joueur sont : la charge de travail et le temps de jeu cumulé sur 21 jours, le temps
de récupération entre deux matchs, le risque de rechute correspondant au rapport entre
le pourcentage de jours d’invalidité causé par les blessures du joueur et le pourcentage de
jours moyen d’invalidité pour blessures de l’équipe. Enfin pour tenir compte du rythme et
des particularités de chaque joueur nous utiliserons l’identifiant du joueur. Ces 5 variables
nous permettrons de produire une probabilité qu’un joueur se blesse avant chaque ren-
contre que nous comparerons à la réalité. Les résultats obtenus en utilisant la régression
logistique et les méthodes de bagging, random over/undersampling ainsi que la technique
SMOTE sont présentés dans le tableau 2. La régression logistique seule obtient l’un des
résultats les plus faibles (AUC : 0.64, Pierce : 0.36). Les résultats sont largement améliorés
lorsque l’on ajoute la méthode d’oversampling notamment avec un ratio 1 :1, c’est à dire
1 non évènement pour 1 évènement (AUC : 0.80, Pierce : 0.53). L’effet de l’undersampling
est plus compliqué à évaluer puisque utilisé seul les résultats obtenus ne sont pas modifiés
(AUC : 0.66, Pierce : 0.38). En revanche lorsqu’il est utilisé en combinaison avec l’over-
sampling les résultats sont largement améliorés (AUC : 0.80, Pierce : 0.53). Le bagging de
manière général stabilise et améliore les résultats de la régression logistique quasi systé-
matiquement, sans over-undersampling (AUC : 0.75, Pierce : 0.52), avec oversampling 1 :1
(AUC : 0.77, Pierce : 0.50) et avec la combinaison oversampling et undersampling (AUC :
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Figure 2 – Résultats de la Régression logistique

0.80, Pierce : 0.59). La méthodes SMOTE utilisée seule, n’a pas montré une amélioration
des résultats, cependant les meilleurs résultats ont été obtenus en utilisant SMOTE 1 :1
en combinaison avec la méthode de random oversampling 2 :1(AUC : 0.81, Pierce : 0.60)
et avec Bagging (AUC : 0.80, Pierce : 0.60) permettant d’obtenir la prédiction de 81%
des blessures et 79% des joueurs non blessés.

Figure 3 – Effet de l’over/undersampling

La figure 3 présente l’effet de différent taux d’over/undersampling, on remarque que
plus le taux d’undersampling est important moins l’AUC est important puisque l’on perd
de l’information sur la classe majoritaire. Pour l’oversampling, une augmentation de l’AUC
se produit lorsque le rééquilibrage n’est pas trop important (5 non événement pour 1
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évènement) ou lorsqu’il est vraiment important (1 non événement pour 1 évènement) entre
ses deux bornes l’effet est quasi inexistant. Ces résultats sont à confirmer sur d’autre jeux
de données.

L’analyse de sensibilité par la méthode de Morris (figure 2) montre que les variables
indice de blessure (jaune), charge de travail (bleu) et temps de jeu en match (rouge)
impactent fortement le risque de blessure mais de manière non linéaire ou avec interaction
(car ils sont au dessus de la première bissectrice). En revanche on peut voir que l’impact
de l’effet joueur (vert) et du temps de récupération (noir) est négligeable.

6 Conclusion

Il existe une multitude de méthodes ou combinaisons de méthodes pour modéliser les
évènements rares que ce soit par choix du modèle, par méthodes d’échantillonnage, ou en-
core par méthodes d’assemblage. Il semble intéressant d’évaluer les différentes stratégies
afin de choisir la meilleure et de mettre en avant leurs défauts et leurs qualités à l’aide
des outils de comparaison adaptés.

Remerciement : L’opération Prévention du risque de blessure musculaire chez le joueur
de football professionnel est cofinancée par l’Union européenne dans le cadre du Fonds
Européen de Développement Régional (FEDER).
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Résumé. Dans le cadre de la régression parcimonieuse en grande dimension, les
estimateurs pivotaux sont des estimateurs pour lesquels le paramètre de régularisation
optimal est indépendant du niveau de bruit. L’estimateur pivotal canonique est le square-
root Lasso, formulé tout comme ses dérivés comme un problème d’optimisation “non
lisse + non lisse”. Les techniques pour résoudre ces problèmes incluent le lissage du
terme d’attache des données, afin de pouvoir utiliser des algorithmes proximaux rapides
et efficaces. Dans ce travail, nous montrons des taux de convergence en norme `2,1
“minimax” pour les estimateurs de type square root Lasso, simple tâche et multitâches,
ainsi que non lissés et lissés. Grâce à notre analyse théorique, nous dérivons des lignes
directrices sur la façon de régler l’hyperparamètre de lissage, et illustrons sur des données
synthétiques leur intérêt. Cet article est une version abrégée de Massias et al. (2020).

Mots-clés. Régression, Lasso, parcimonie, optimisation convexe, lissage

Abstract. In high dimensional sparse regression, pivotal estimators are estimators
for which the optimal regularization parameter is independent of the noise level. The
canonical pivotal estimator is the square-root Lasso, formulated along with its derivatives
as a “non-smooth + non-smooth” optimization problem. Techniques to solve these include
smoothing the datafitting term, to benefit from fast efficient proximal algorithms. In this
work we show minimax sup-norm convergence rates for non smoothed and smoothed,
single task and multitask square-root Lasso-type estimators. Thanks to our theoretical
analysis, we provide guidelines on the smoothing hyperparameter setting, and illustrate
their interest on synthetic data. This work is a short version of Massias et al. 2020.

Keywords. Lasso, sparsity, convex optimization, smoothing

1 Introduction

Depuis le milieu des années 1990 et le développement du Lasso (Tibshirani, 1996), la
regréssion linéaire parcimonieuse en grande dimension a été largement étudiée. L’analyse
statistique du Lasso montre qu’il atteint des taux optimaux (à un facteur logarithmique
près, Bickel et al. 2009); voir aussi Bühlmann and van de Geer (2011) pour une revue
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Figure 1: Paramètres de régularisation optimaux λ pour le Lasso (gauche) et le square-
root Lasso (droite), déterminés par validation croisée sur l’erreur de prédiction (bleu),
en fonction du niveau de bruit, pour des valeurs simulées de y. Comme indiqué par la
théorie, le λ optimal du Lasso croît linéairement avec le niveau de bruit, tandis qu’il reste
constant pour le square-root Lasso.

détaillée. Pourtant, cet estimateur nécessite un calibrage spécifique pour atteindre un tel
taux: le paramètre de régularisation doit être proportionnel au niveau de bruit. Cette
quantité est généralement inconnue en pratique, d’où le développement de méthodes adap-
tatives au niveau de bruit. C’est dans le but de pallier cette faiblesse que Belloni et al.
(2011) ont introduit le square-root Lasso, défini pour un vecteur d’observation y 2 Rn,
une matrice de régresseurs X 2 Rn⇥p et un paramètre de régularisation λ par

argmin
β2Rp

1p
n
ky −Xβk2 + λkβk1 . (1)

Il a été démontré qu’il est pivotal pour le niveau de bruit par Belloni et al. (2011): le
paramètre de régularisation optimal de leur analyse ne dépend pas du vrai niveau de
bruit. Cette propriété est vérifiée en pratique comme l’illustre la Figure 1. Malgré cet
avantage théorique, la résolution du square-root Lasso nécessite de résoudre un prob-
lème d’optimisation “non lisse + non lisse”. Ce type de problèmes peut être résolu par
programmation conique (Belloni et al., 2011) ou à l’aide d’algorithmes primaux-duaux
(Chambolle and Pock, 2011), pour lesquels la convergence pratique repose souvent sur
des hyper-paramètres difficiles à fixer. Une autre méthode consiste à utiliser des formu-
lations variationnelles de normes, par exemple en réexprimant la norme `1 à partir de
la formulation variationnelle suivante pour la valeur absolue: |x| = minσ>0

x2

2σ
+ σ

2
(Bach

et al. 2012, Sec. 5.1).
Cela conduit à une estimation concomitante (Huber and Dutter, 1974), c’est-à-dire

des problèmes d’optimisation par rapport aux coefficients de régression et une variable
supplémentaire. Dans le cadre de la régression parcimonieuse, l’approche concomitante
séminale est le Lasso concomitant (Owen, 2007):

argmin
β2Rp,σ>0

1

2nσ
ky −Xβk22 +

σ

2
+ λ kβk1 , (2)

2
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qui donne la même estimation β̂ que Problème (1) si y − Xβ̂ 6= 0. Le Problème (2) est
cependant plus facile à résoudre: il est convexe et le terme d’attache aux données est
différentiable. Néanmoins, le terme d’attache aux données n’est toujours pas lisse, car σ

peut s’approcher arbitrairement de 0: la convergence des algorithmes proximaux n’est pas
garantie. Une solution consiste à introduire une contrainte σ ≥ σ (Ndiaye et al., 2017),
qui équivaut à lisser (Nesterov, 2005; Beck and Teboulle, 2012) le square-root Lasso,
c’est-à-dire remplacer son terme d’attache aux donnée non lisse par une approximation
lisse (voir les détails dans Massias et al. 2020).

Il existe un moyen simple de généraliser le square-root Lasso au cas multitâches (ob-
servations Y 2 Rn⇥q): le square-root Lasso multitâches,

argmin
B2Rp×q

1p
nq

kY −XBkF + λ kBk2,1 , (3)

où kBk2,1 est la norme `1 des normes `2 des lignes. Il est clair que le square-root Lasso
multitâches (Problème (3)) souffre des mêmes faiblesses numériques que le square-root
Lasso. Une version plus facile à résoudre a été introduite par Bertrand et al. (2019, Prop.
21): le square-root Lasso multitâches lissé est obtenu en remplaçant la fonction non-lisse
k·kF par une approximation lisse, en fonction d’un paramètre σ > 0:

argmin
B2Rp×q

⇣

k·kF ⇤
(

1
2σ
k·k2 + σ

2

)⌘⇣
Y−XBp

nq

⌘
+ λ kBk2,1 , (4)

⇤ désignant la convolution infimale entre deux fonctions. Une autre extension du square-
root Lasso au cas multitâches est le square-root Lasso multivarié 1 (van de Geer, 2016,
Sec. 3.8):

argmin
B2Rp×q

1p
nq(n ^ q)

kY −XBk⇤ + λ kBk2,1 . (5)

Dans l’analyse du square root Lasso, la non-différentiabilité en 0 peut être évitée en
excluant le cas pathologique où les résidus y − Xβ̂ s’annulent. Cependant, l’analyse du
square root Lasso multivarié à travers sa formulation concomitante présente une faiblesse
évidente: elle nécessite d’exclure le cas où les residus ne sont pas de rang plein. Motivé
par des applications numériques, Massias et al. (2018) ont introduit une borne inférieure
sur la plus petite valeur propre de S (S ⌫ σ Idn) pour contourner ce problème. Comme
observé par Bertrand et al. (2019, Sec 3.1), cela revient à lisser la norme nucléaire.

Notre objectif est de prouver des taux de convergence en norme `2,1 et des garanties
de récupération de support pour les estimateurs présentés ci-dessus, ainsi que pour leurs
homologues lissés.

Travaux connexes Les propriétés statistiques du Lasso ont été étudiées sous différents
cadres et hypothèses. Bickel et al. (2009) ont montré qu’avec une forte probabilité, kX(β̂−

1modifié ici avec une pénalité de groupe sur les lignes au lieu de la pénalité `1

3
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β⇤)k2 tend vers 0 au taux minimax (convergence en prédiction), tandis que Lounici (2008)
a prouvé la convergence en norme `1 et la récupération de support du Lasso (convergence
en estimation), i.e., un contrôle de kβ̂ − β⇤k1. Ce dernier résultat a été étendu au cas
multitâches par Lounici et al. (2011).

Depuis, d’autres estimateurs de type Lasso ont été proposés et étudiés, comme le
square-root Lasso (Belloni et al., 2011) ou le scaled Lasso (Sun and Zhang, 2012). Dans le
cas multitâches, van de Geer and Stucky (2016); Molstad (2019) ont étudié le square-root
Lasso multivarié. Il a été prouvé que ces estimateurs convergent en prédiction. Cependant,
mis à part Bunea et al. (2014) pour le square-root Lasso, nous ne connaissons pas d’autres
travaux montrant une convergence en norme `2,1

2 de ces estimateurs.

Notation Les colonnes et les lignes de matrices sont désignées respectivement par A:i

et Ai:. Pour tout B 2 Rp⇥q nous définissons S(B) := {j 2 [p] : ||Bj:||2 6= 0} le support
en ligne de B. Nous écrivons S⇤ pour le support ligne par ligne de la vraie matrice de
coefficients B⇤ 2 Rp⇥q. Les coefficients de régression estimés sont écrits B̂. La convolution
infimale entre deux fonctions f1 et f2 de Rd à R est indiquée par f1 ⇤ f2 et est définie
pour chaque x comme inf{f1(xy) + f2(y) : y 2 Rd}. Les normes Frobenius et nucléaires
sont notées respectivement k·kF et k·k⇤. Pour les matrices, k·k2,1 et k·k2,1 sont les lignes
`2,1 et `2,1 normes, c’est-à-dire respectivement la somme et le maximum des normes de
lignes. Pour une matrice positive définie symétrique S, kxkS =

p
Tr x>Sx.

2 Résultats

Nos hypothèses sont classiques: bruit i.i.d., incohérence mutuelle, et grands coefficients:

Hypothèse 1. Y = XB⇤ + E et les entrées de la matrice de bruit E sont des variables
aléatoires i.i.d. N (0, σ⇤2),

Hypothèse 2 (Incohérence mutuelle). La matrice de Gram Ψ := 1
n
X>X vérifie

Ψjj = 1 , and max
j0 6=j

|Ψjj0 |  1
7↵s

, 8j 2 [p] , (6)

pour un certain s ≥ 1 et une certaine constante ↵ > 1,

Hypothèse 3 (van de Geer 2016). Il existe ⌘ > 0 vérifiant λkB⇤k2,1  ⌘σ⇤ ,

Nous montrons alors que le square-root Lasso lissé a les mêmes propriétés statistiques
que le square-root Lasso:

2d’un intérêt particulier: combinés à une hypothèse de grands coefficients, elle implique l’identification
du support
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Proposition 4. (Voir Massias et al. (2020) pour la preuve et sa généralisation à Prob-
lème (5).) Notons B̂ l’estimateur square-root Lasso (3) ou sa version lissée (4). Sous les
Hypothèses 1, 2 et 3, pour C =

(
1 + 16

7(↵−1)

)
, A >

p
2 et λ = 2

p
2p

nq

(
1 + A

p
(log p)/q

)
, si

σ  σ⇤
p
2

alors avec probabilité au moins 1− p1−A2/2 − (1 + e2)e−nq/24,

1
q
kB̂− B⇤k2,1  C(3 + η)λσ⇤ . (7)

De plus, si
min
j2S⇤

1
q
kB⇤

j:k2 > 2C(3 + η)λσ⇤ , (8)

alors avec la même probabilité, le support estimé

Ŝ := {j 2 [p] : 1
q
kB̂j:k2 > C(3 + η)λσ⇤} (9)

retrouve le vrai support: Ŝ = S⇤.
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Résumé. En métagénomique, il est courant de réaliser des études dites d’abondance
différentielle pour identifier les bactéries dont l’abondance est associée à une variable
donnée, comme par exemple l’état d’un patient.

La plupart des méthodes actuelles effectuent un test indépendant par espèce. Cepen-
dant, une telle pratique ne prend en compte ni la problématique de tests multiples, ni
des liens de parenté entre ces espèces et donc d’éventuelles corrélations entre leurs abon-
dances qui pourraient entrainer une dépendance entre les tests. Ces liens de parentés sont
généralement capturés par un arbre phylogénétique.

Ce travail propose une méthode de détection d’espèces différentiellement abondantes
fondée sur la prise en compte de cette phylogénie. Les p-valeurs sont modélisées comme
une fonction d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec sauts qui évolue le long de l’arbre
phylogénétique. La méthode proposée estime la position et l’intensité des sauts, qui
sont ensuite répercutés jusqu’aux feuilles – i.e. les espèces – pour identifier les espèces
différentiellement abondantes.

Mots-clefs. Biostatistique, Métagénomique, Analyse d’abondance différentielle, Pro-
cessus stochastiques, Arbres.

Abstract. In metagenomics, differential abundances studies are commonly used to
identify species whose abundances are associated to a phenotype of interest, e.g. healthy
versus diseased.

Most state of the art methods carry out independent tests to know whether each species
is differentially abundant or not. However, such procedures do not take into account
evolutionary relationships between species which may result in correlated abundances and
then correlated p-values. These relationships are captured by the species phylogenetic tree.

This work proposes a method to detect differentially abundant species based on the
phylogeny. p-values are seen as a function of an Ornstein-Uhlenbeck process with shifts
on the phylogenetic tree. Our method estimates the positions and intensities of those
shifts. Shifts are then propagated back to the leaves – i.e. species – in order to identify
the differentially abundant ones.

Keywords. Biostatistics, Metagenomics, Differential Abundance Study, Stochastic
Processes, Trees.
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1 Introduction

Le microbiote peut se définir comme l’ensemble des micro-organismes présents dans un
environnement donné. Depuis plusieurs années, la recherche scientifique est très active sur
ce sujet et découvre fréquemment de nouvelles corrélations entre microbiote et maladies
[10, 15, 17] ou entre microbiote et comportements spécifiques [4, 16].

Les données métagénomiques apportent des informations sur les espèces et les échantillons
considérés dans l’étude : une table d’abondance représentant le comptage (ou la propor-
tion) de chaque espèce dans chaque échantillon, les informations relatives aux échantillons
(maladie, environnement, prise d’antibiotiques, etc) et une phylogénie.

Ici, nous nous intéressons à des problématiques de type ⌧ abondance différentielle ",
dans lesquelles les échantillons ou patients sont divisés en plusieurs groupes. L’objectif est
d’identifier les espèces dont l’abondance varie entre les groupes.

Différentes méthodes d’abondance différentielle sont couramment utilisées sur les données
métagénomiques : analyse de la variance, modèle linéaires généralisés [7, 9, 11] ou test des
rangs de Wilcoxon par exemple, généralement suivi d’une procédure de correction pour
la multiplicité des tests [2, 3].

Cependant, ces méthodes ne prennent pas en compte les relations de parenté qui
existent entre les espèces. En particulier, on s’attend à ce que des espèces apparentées
soient plus susceptibles d’être différentiablement abondantes simultanément que des espèces
éloignées dans l’arbre. Nous nous proposons donc de prendre en compte cette dépendance
en la modélisant par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Note. Dans ce résumé, nous utilisons le mot espèce de façon générique pour désigner
les différentes composantes du microbiote qui sont testées. Cela peut être une unité taxo-
nomique bien définie comme l’espèce, le genre, etc, ou avec une définition opérationnelle
comme l’OTU (Operational Taxonomic Unit [6]), l’ASV (Amplicon Sequence Variant [5])
ou encore la MSP (Metagenomic Species Pangenome [13]).

2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur un arbre

Un processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus gaussien qui satisfait l’équation
différentielle stochastique suivante :

dWt = −αou(Wt − βou)dt+ σoudBt,

où αou est le taux de convergence et βou la valeur optimale du processus. De plus,

E [Wt | W0] = W0e
−↵out + βou

(

1− e−↵out
)

et Cov [Wt,Ws | W0] =
σ2
ou

2αou

(

e−↵ou|t−s| − e−↵ou(t+s)
)

.

Il est également possible de faire évoluer un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur un
arbre [1]. Le long d’une branche, les paramètres du processus sont fixes. À chaque nœud,
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une branche se divise (en deux dans le cas d’un arbre binaire) et le processus donne nais-
sance à deux copies indépendantes ayant la même valeur initiale au point de branchement.
Cela induit notamment une dépendance statistique entre toutes les descendants issus d’un
même ancêtre. Cette dépendance est d’autant plus forte que l’ancêtre est récent. Sur la
Figure 1, le processus vert partant de N0 jusqu’à N1 donne naissance à deux processus T4

et T5, jaune et bleu, lorsqu’il arrive au nœud N1.
De plus, à chaque branchement, un changement dans les paramètres du processus

est susceptible d’advenir. Dans ce cas, le processus garde la même valeur au nœud mais
continue sa trajectoire avec les nouveaux paramètres. C’est le cas en N2 dans la Figure 1
où le processus orange a subi un changement dans sa valeur optimale βou par rapport au
processus rouge : la trajectoire est continue et le processus dérive vers la nouvelle valeur
optimale.

Figure 1 – Exemple d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur un arbre à 5 feuilles. À
chaque branchement, le processus se scinde en deux processus indépendants ayant la même
valeur initiale. Les paramètres sont conservés sauf lors d’un saut dans la valeur optimale,
comme en N2.

En notant
— pa(i) le nœud parent de i,
— ti la distance entre la racine et le nœud i,
— ti,j la distance entre la racine et le premier ancêtre commun à i et j,
— di,j = ti + tj − 2ti,j la distance entre les nœuds i et j,
— `i = ti − tpa(i) la distance entre le nœud i et son parent,
on a

Xi|Xpa(i) ⇠ N
✓
Xpa(i)e

−↵ou`i + βou,i
(
1− e−↵ou`i

)
,
σ2
ou

2αou

(
1− e−2↵ou`i

)◆

et

Cov [Xi, Xj] =
σ2
ou

2αou

(
1− e−2↵outi,j

)
⇥ e−↵oudi,j .
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3 Détection d’espèces différentiellement abondantes

Nous disposons des abondances de m espèces disposées sur une phylogénie T à n
branches. Notons T 2 {0, 1}m⇥n sa matrice d’incidence définie par Ti,j = 1 si et seulement
si la branche j est sur le chemin menant de la racine à la feuille i.

Notre procédure commence classiquement par effectuer un test d’analyse différentielle
par espèce (Wilcoxon, Kruskal-Wallis...) pour obtenir le vecteur p 2 [0, 1]m des p-valeurs.

Nous transformons ensuite nos p-valeurs en z-scores via la fonction de répartition
inverse de la loi normale : zi = Φ−1(pi).

Sous H0, pi ⇠ U ([0, 1]) , ainsi zi ⇠ N (0, 1). Sous H1, pi 4 U , ce que nous modélisons
par zi ⇠ N (µi, 1) avec µi < 0.

Considérons maintenant que z est un vecteur gaussien issue de la réalisation d’un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec sauts dans la valeur optimale sur T :

z ⇠ Nm (µ,Σ) ,

où Σi,j =
σ2
ou

2↵ou
(1− e−2↵outi,j) e−↵di,j avec σou tel que Σi,i = 1, pour assurer zi ⇠ N (0, 1)

sous H0.

Nous commençons par déterminer la localisation et l’intensité des sauts β 2 Rn sur
l’arbre afin d’estimer les valeurs moyennes aux feuilles via la relation µ = Tβ.

Dans notre modélisation, la contrainte µi < 0 se traduit par la contrainte convexe
suivante :

β 2 Cn =
{
X 2 R

n tel que TX 2 R
m
−

 
.

En imposant une contrainte supplémentaire de parcimonie `1 sur les sauts pour remédier
au fait que T n’est pas de plein rang, le problème se ramène au problème d’optimisation
convexe suivant :

β̂ = argminβ2Cn (z− Tβ)T (Σ)−1 (z− Tβ) + λkβk1.
Nous résolvons le lasso contraint grâce à un algorithme du shooting [8, 12], dont

chaque itération est en O(nm). Une fois ceci fait, nous débiaisons l’estimateur [19] afin
d’obtenir des intervalles de confiance sur les sauts, qui sont ensuite propagés par la matrice
d’incidence et permettent d’obtenir un vecteur de p-valeurs lissées pour les feuilles.

La procédure complète a été implémentée dans le package R [14] zazou, qui prend en
entrée le vecteur des p-valeurs et renvoie le vecteur des p-valeurs lissées. Appliqué à des
données simulées, zazou atteint des performances meilleures que des tests indépendants
ou que d’autres méthodes hiérarchiques [18].
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Figure 2 – Comparaison des AUC obtenus sans correction phylogénétique (Benjamini-
Hochberg, Benjamini-Yekutieli) et avec (TreeFDR, Zazou).
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Résumé. Cet article aborde la sélection d’un ensemble d’échantillonnage optimal de
capteurs sur un réseau de séries temporelles dans le but de récupérer le signal au niveau
de capteurs non observés avec une erreur de reconstruction minimale. La stratégie pro-
posée est motivée par des applications dans lesquelles des signaux définis sur un graphe
et dépendant du temps sont collectés sur des réseaux redondants. Dans ce cadre, on
peut souhaiter utiliser uniquement un sous-ensemble de capteurs pour prédire les flux de
données sur l’ensemble de la collection de noeuds dans le graphe sous-jacent. Une appli-
cation typique est la possibilité de réduire la consommation d’énergie dans un réseau
de capteurs dont les batteries peuvent être limitées. Nous proposons et comparons
différentes stratégies basées sur les données pour sélectionner un ensemble de noeuds
d’échantillonnage ou de manière équivalente pour désactiver un nombre fixe de cap-
teurs. Nous relions également notre approche à la littérature existante sur la sélection
des capteurs à partir de données multivariées avec une structure graphique sous-jacente
(éventuellement). Notre méthodologie combine des outils d’analyse de séries temporelles
multivariées, de traitement du signal sur des graphes et d’apprentissage statistique en
grande dimension. Pour illustrer les performances de notre approche, nous proposons une
analyse de données réelles issues de réseaux de vélos en libre-service dans différentes villes.

Mots-clés. Sélection des capteurs, séries temporelles du réseau, traitement du signal
sur des graphes, ensemble d’échantillonnage, statistiques de grande dimension, Laplacian
et noyau de graphe, transformation de Fourier sur des graphes, réseau neuronal convolutif
sur des graphes, réseaux de vélos en libre-service.

Abstract. This paper is concerned by the problem of selecting an optimal sam-
pling set of sensors over a network of time series for the purpose of signal recovery at
non-observed sensors with a minimal reconstruction error. The proposed strategy is mo-
tivated by applications where time-dependent graph signals are collected over redundant
networks. In this setting, one may wish to only use a subset of sensors to predict data
streams over the whole collection of nodes in the underlying graph. A typical application
is the possibility to reduce the power consumption in a network of sensors that may have
limited battery supplies. We propose and compare various data-driven strategies to select
a sampling set of nodes or equivalently to turn off a fixed number of sensors. We also relate
our approach to the existing literature on sensor selection from multivariate data with a
(possibly) underlying graph structure. Our methodology combines tools from multivariate
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time series analysis, graph signal processing and statistical learning in high-dimension.
To illustrate the performances of our approach, we report numerical experiments on the
analysis of real data from bike sharing networks in different cities.

Keywords. Sensor selection, network time series, signal processing on graphs, sam-
pling set, high-dimension statistics, Laplacian and graph kernel, graph Fourier transform,
graph convolutional neural networks, bike sharing networks.

1 Notations and methodologies of sensor selection

First of all, we represent a network of sensors as a graph G = {N , E , A} consisting of a
finite set of nodes (or vertices) N = (Vi)i with |N | = N , a set of edges E = (i, j)i,j, and
an adjacency matrix A = (aij)i,j.

A key hypothesis of our approach is to assume that observations of time-dependent
signals xt on the graph G are available for a sufficiently large number of time points
1  t  T0. At each time t, a graph signal on G is defined as a mapping xt : N ! IR
with xt(Vi) representing the observation at time t and node Vi. The collection of data
(xt)1tT0 is a multivariate time series that we shall also refer to as a network time series.
Equivalently the signal xt may be represented as a vector xt = (x1t, x2t, ..., xNt) 2 IRN

with xit = xt(Vi). Then, after time T0, we wish to turn off a subset {Vi, i 2 I} of sensors
with given cardinality |I| = p > 0, and to reconstruct as accurately as possible the signal
over all nodes of the graph at time T0 < t  T1 using observations from the remaining
sensors. We call the values of sensors until T0 the historical data and those after T0 the
current data. We denote xI,t = (xit)i2I and xIc,t = (xit)i2Ic where Ic = N\I.

Then, the first step in our procedure of sensor selection is to choose a methodology of
reconstruction that is defined as a parametric class of functions

fG
Θ : IRq ! IRp, where q = (N − p)(H + 1),

indexed by a set of real parameters Θ with dimension d. The values of fG
Θ may depend on

the graph G and data from the past up to time lag H ≥ 0, with H ⌧ T0. The parameter
H represents the amount of past information to be used for signal recovery at unobserved
nodes, and we denote by xH

Ic,t = [xIc,t,xIc,t−1, ...,xIc,t−H ] the IRq vector containing the
observed signals from time t−H to t.

In a second step, given a subset I of fixed cardinality |I| = p, one trains fG
Θ by

minimizing the reconstruction error on all historical data xt, t  T0 as follows

F(I, Θ̂(I)) = min
Θ2IRd

F(I,Θ), where F(I,Θ) :=
1

T0

T0X

t=H+1

kxI,t − fG
Θ(x

H
Ic,t)k

2
`2
, (1)
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where k · k`2 denotes the usual Euclidean norm. The third step is to select a subset Î of
cardinality p minimizing the reconstruction error of the historical data that is

Î = arg min
I⇢N : |I|=p

F(I, Θ̂(I)). (2)

In this paper, we have considered three classes of reconstruction methods, which are
linear estimators (without graph prior), graph kernel approaches, and graph convolutional
neural networks (with graph prior). For the first two classes, minimizing (2) is a deli-
cate combinatorial problem as some of its simplest instance using a linear reconstruction
approach is known to be NP-complete, for example see [3]. Hence, we shall introduce
greedy strategies to approximate a solution to (2) which selects firstly the best node i(1)
from N , then to find the best node i(2) from the reduced network consisting of the node
set N \ {i(1)} along with the edges among them, and so on. The algorithm stops after
the number of selected sensors reaches the pre-given hyperparameter p. Whereas for the
deep learning class, we have designed the special architectures as well as training schemes
to circumvent this problem. All of our methods provide an order of removing for selected
sensor.

1.1 Linear estimators and minimization of partial variance

We now assume (xt)t is a multivariate stationary process with zero mean1, and consider
the reconstruction function fG

Θ(x
H
Ic,t) := ΘxH

Ic,t. Then the theoretical reconstruction error
writes as

F(I,Θ) = EkxI,t −ΘxH
Ic,tk

2
l2
,

where Θ 2 IRp⇥q. From the population point of view, the best set I is given by

I⇤ = arg min
I⇢N : |I|=p

F(I, Θ̂(I)) = arg min
I⇢N : |I|=p

min
Θ2IRp×q

F(I,Θ)

= arg min
I⇢N : |I|=p

tr(ΣI − [βH
IIc ][α

H
Ic ]

−1[βH
IIc ]

t) = arg min
I⇢N : |I|=p

X

i2I

σ2
i − [βH

iIc ][α
H
Ic ]

−1[βH
iIc ]

t,
(3)

where ΣI = Cov(xI,t), α
H
Ic = Cov(xH

Ic,t), and βH
IIc = Cov(xI,t , x

H
Ic,t). Note that quantity

σ2
i − [βH

iIc ][α
H
Ic ]

−1[βH
iIc ]

t is the partial variance of variable xit given xH
Ic,t. Thus the formula

aims to find the set of most predictable variables, measured by their partial variances.
Furthermore, it can be proven that if we replace all the population covariances with

their corresponding sample covariances in formula (3), we can obtain the minimal empir-
ical reconstruction error so that the selection result Î readily, which reads as

Î = arg min
I⇢N : |I|=p

X

i2I

σ̂2
i − [β̂H

iIc ][α̂
H
Ic ]

−1[β̂H
iIc ]

t. (4)

1To facilitate the analysis, in section 1.1, 1.2, we assume the graph signal is centered, in the sense that
x̄ = 1

T0

PT0

t=1 xt = 0.
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In practice, we derived the greedy algorithm according to criterion (4), meaning that each
time we remove one sensor from the current graph which has the minimal partial variance.
WhenH = 0, the resulting greedy algorithm coincides with the one in [4, 5], which is based
on Gaussian process assumption and entropy measurement. The only difference is that, in
our setting, we did not add the Gaussian assumption, allowing the algorithm applied over
various population distributions, only if their second moment exists. While the trade-off
is, for some distributions linear function is not the best reconstruction function.

1.2 Graph kernel approaches

We still assume the process (xt)t is stationary and zero mean. In the case where the
graph prior is provided, we can consider graph kernel ridge regression as reconstruction
method2. We propose to define kernel as k : X ⇥ X ! Y , where X = N ⇥ Z and
Y = IR. Because the process (xt)t is stationary, we require the kernel value to only
depend on the time difference rather than specific time stamps. In other words, this
means that k [(i, t), (j, t− l)] = k [(i, t0), (j, t0 − l)]. Thus, we can denote the kernel value
k [(i, t), (j, t− l)] by k(i, j, l). We first set up the following regression problem to acquire
the reconstruction function fG

Θ, by computing

α⇤
t = arg min

↵2IRq

kxH
Ic,t −KH

Icαk
2
`2 + λαtKH

Icα ,

where KH
Ic 2 IRq⇥q is the Gram matrix of input Ic ⇥ [t, t− 1, ..., t−H]. Then fG

Θ(x
H
Ic,t) =

KH
IIcα

⇤
t = KH

IIc(K
H
Ic + λId)−1xH

Ic,t , where KH
IIc = [K(I, Ic, 0), K(I, Ic, 1), ..., K(I, Ic, H)] 2

IRp⇥q, with K(I, Ic, l) 2 IRp⇥(N−p) whose (i, j)th entity equal to k(i, j, l) with i 2 I, j 2 Ic.
Thus the minimal reconstruction error and the best turned-off set Î is given by

Î = arg min
I⇢N : |I|=p

F(I, Θ̂(I)) = arg min
I⇢N : |I|=p

1

T0

T0X

t=H+1

kxI,t −KH
IIc(K

H
Ic + λId)−1xH

Ic,tk
2
`2

= arg min
I⇢N : |I|=p

X

i2I

σ̂2
i − 2β̂H

iIcΘ̂(i)t + Θ̂(i)α̂H
IcΘ̂(i)t ,

(5)

where Θ̂(i) denotes the quantity KH
iIc(K

H
Ic + λId)−1. In practice, we derive the greedy

algorithm from criterion (5) to select sensors.
Note that, this section is the nonlinear generalization of previous section. Indeed, if

we take the specific kernel as sample autocovariance, then KH
Ic = α̂H

Ic , K
H
IIc = β̂H

IIc , and
the kernel ridge regression becomes linear ridge regression. Furthermore, if λ is set to be
0, then criterion (5) becomes (4). In our application, we use the following kernel design.

k [ (i, t), (j, t0) ] = kG(i, j) · krbf (t, t0),
where kG is the graph Laplacian kernel, and krbf is the Gaussian kernel.

2For the background of reproducing kernel Hilbert space and its induced graph kernel regression on
independent and identically distributed data, see [2].
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1.3 Graph convolutional neural networks (GCN)

Our basic network architecture is from [1]. On the top of it, as a reconstruction method
of missing set I, we first complete the graph signals xH

Ic,t to xH
t by inserting zeros on the

missing places xH
I,t, then input the whole signal to GCN. We require GCN to output the

recovered missing values x̂I,t by setting the loss function as

J =
1

|Batch|
X

t2Batch

kxI,t − x̂I,tk
2
`2
.

We then study two ways of transforming a prediction network into a selection network
which adapts to its own prediction capability. We refer to the transformed selection
networks as masked GCN and dropout GCN respectively. For both selection networks, we
set their input and output dimensions as N , without changing the prediction architecture
in between. Masked GCN uses `1 norm regularization in the sensor selection, where the
number of selected sensors is controlled by the regularization parameter. Dropout GCN
leverages the dropout technique [6], to block the inputs from p random sensors at each
optimization step, i.e. the dropout rate is set as p/N , meanwhile only collects their
outputs to calculate the prediction error. This method finally provides a scoring for each
sensor which takes into account all these missing situations the prediction network has
seen. The scoring furthermore gives us the selection result.

2 Sensor selection on a city bike-sharing network

Our data comes from the bike-sharing network in Toulouse city, which consists of 273
nodes and 4300 hours3. Every bike station has been installed a sensor to record the
number of empty docks. Time series variable xit represents the ratio of empty docks
(used bikes) at sensor i, time t. In this case, the graph is constructed based on the
geographical distance between stations. We applied the above-mentioned methodologies
of sensor selection over this network. Figure 1, 2 show their selection results. Figure 3
shows some methods’ reconstruction performance of their first selected sensors.

These results reveal that, there are two types of signals in the network, which are
both sensible to be selected. One is from the remote sensor (e.g. top signal in Figure 3).
It is noise of small magnitude, therefore naturally leading to lower reconstruction error.
The other comes from the city center (e.g. bottom signal in Figure 3), which contains
meaningful patterns. We use scaled data over the kernel approach in order to guide the
model to detect and learn the patterns, at the cost of not selecting the sensors of absolute
minimal reconstruction error, which is also the case for dropout GCN with R2 score.

3We gratefully acknowledge Max Halford for providing this dataset available at https://maxhalford.
github.io/blog/a-short-introduction-and-conclusion-to-the-openbikes-2016-challenge/
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Figure 1: Sensor selection results ( p = 0.1N ). Left: linear ridge regression (H = 15, F(Î , Θ̂(Î))
on test set: 1.5717). Right: graph kernel ridge regression (H = 1, scaled data, F(Î , Θ̂(Î)) on
test set: 1.4015).

Figure 2: Sensor selection results ( p = 0.1N ). Left: masked GCN (H = 0, F(Î , Θ̂(Î)) on test
set: 1.1768). Right: dropout GCN (H = 0, R2 score, F(Î , Θ̂(Î)) on test set: 1.3995).

Figure 3: The reconstruction of 1st removed sensor. Top: linear ridge regression (H = 15).
Bottom: graph kernel ridge regression (H = 1, scaled data).
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Résumé. Les protocoles de séquençage ChIP-Seq, très utilisés en génomique, permet-
tent de localiser des interactions entre ADN et protéines à l’échelle du génome. Nous cher-
chons à déterminer les informations biologiques pertinentes parmi ces données spatiales,
en étudiant notamment la co-localisation de plusieurs processus le long du génome. Une
des particularités de ces données est qu’elles sont bruitées à cause des incertitudes dans les
méthodes de détection. Nous proposons d’utiliser un modèle de processus ponctuel mul-
tivarié, le modèle de Hawkes, et nous proposons une extension des méthodes d’estimation
non paramétrique de Reynaud-Bouret et al (2014) dans le cas où les données sont ob-
servées avec un bruit uniforme. Nous appliquons cette méthode à plusieurs jeux de
données issus de la génomique et nous mettons en évidence la nécessité d’utiliser une
méthode d’analyse multivariée ainsi que l’intérêt de prendre en compte l’incertitude sur
la position des données.

Mots-clés. Processus de Hawkes multivarié, Convolution, Applications en génomique

Abstract. The spatial localization of many DNA-protein interactions is now avail-
able thanks to the development of ChIP-Seq protocoles, and their investigation calls for
adapted statistical methods. Our goal is to study co-localization of biological features
spatialized along the genome in order to extract relevant biological information. One
specificity of the data is that it is are detected with uncertainties regarding the precise
position. We propose to use a multivariate Hawkes model with an extension of the infer-
ence procedure developed by Reynaud-Bouret et al (2014) when the positions are directly
observed. We apply this method to several genomic datasets.

Keywords. Multivariate Hawkes process, Convolution, Genomic applications
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1 Introduction

1.1 Contexte biologique et technologique

Les nouvelles technologies de séquençage permettent désormais d’étudier le fonction-
nement des génomes à une résolution jamais atteinte. La disponibilité des génomes
complets a permis la localisation d’éléments régulateurs du génome comme les mar-
ques chromatiniennes qui caractérisent l’état de compaction de l’ADN et les enhancers
qui contrôlent l’expression des gènes. La prise en compte de cette information spatiale
s’avère fondamentale, notamment pour étudier des phénomènes intrinsèquement spatiaux
comme la réplication du génome. Ces données sont généralement disponibles sous forme
d’intervalles génomiques, ce qui est dû à certaines imprécisions dans la détection des ob-
servations. Un des principaux défis réside désormais dans le traitement de ces données
en masse, afin d’en extraire les connaissances permettant de mieux comprendre le fonc-
tionnement global de la régulation des génomes. L’objectif est de développer un cadre
statistique permettant de modéliser et d’estimer les interactions spatiales entre éléments
localisés sur le génome.

1.2 Etat de l’art

De nombreuses méthodes ont été développées pour étudier les co-occurrences de plusieurs
éléments génomiques and testant notamment des associations deux à deux. Ces méthodes
très générales fournissent des schémas de co-occurrences pour toutes les données spatiales
décrites par des points ou des intervalles, en particulier les données génomiques. Favorov
et al. (2012) proposent par exemple quatre procédures standard implémentées dans le
package R GenometriCorr pour évaluer la proximité spatiale de deux listes de points ou
d’intervalles. D’autres méthodes ont été également proposées pour tenir compte notam-
ment de l’hétérogénéité du génome (par exemple la méthode ChromHMM proposée par
Wai et al. (2016)) ou encore Chikina et al. (2012) qui proposent une nouvelle métrique
pour évaluer la proximité de listes d’intervalles.
La limite de ces différentes méthodes est qu’elles sont adaptées à des comparaisons
deux à deux et ne permettent pas de détecter les corrélations artéfactuelles dues à une
corrélation commune avec un autre processus. Carstensen et al. (2010) ont proposé
de modéliser les interactions spatiales grâce à des processus de Hawkes, qui permettent
de caractériser précisément les interactions spatiales (phénomènes d’attraction/répulsion,
intensité, distances typiques d’interactions) et également de proposer un cadre unifié per-
mettant d’étudier de nombreux processus simultanément. Toutefois, ce modèle présente
l’inconvénient de revenir à une modélisation ponctuelle et de ne pas tenir compte de
l’incertitude sur la positions des données.

Nous proposons ici de combiner la modélisation avec des processus de Hawkes utilisée
par Carstensen et al. (2010) en intégrant dans notre modèle l’imprécision des positions
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observées. Nous développons ensuite une méthode d’inférence en nous appuyant sur les
travaux de Reynaud-Bouret et al. (2014), qui ont proposé une méthode d’estimation non
paramétrique des fonctions d’interaction du modèle de Hawkes dans le cas où l’on observe
les positions exactes.

2 Modèle et inférence statistique

Nous présentons dans un premier temps le modèle de Hawkes multivarié où l’on observe
précisément les positions des occurrences et ensuite le modèle de Hawkes bruité.

2.1 Modèle de Hawkes multivarié

On observe un ensemble de positions que l’on noteNm = {Xm
1 , . . . , Xm

nm
}, de sorte queXm

i

est la position du i-ème pic du processus m. Dans la suite, N = (N1, . . . , NM) correspond
à l’ensemble des positions desM processus. On suppose que ces positions sont aléatoires et
qu’elles peuvent être modélisées par un processus ponctuel. On introduit la représentation
infinitésimale telle que l’événement {dNm

x = 1} représente l’augmentation infinitésimale
du nombre de points de Nm à la position x. Chaque processus m est caractérisé par
la fonction d’intensité λm qui modélise la probabilité d’observer une nouvelle occurrence
de Nm conditionnellement à toutes les occurrences précédemment observées. En notant
F1

x−
, . . . ,FM

x−
les occurrences de N observées avant x, on considère :

P
(
dNm

x = 1 | F1
x− , . . . ,FM

x−

)
= λm(x).

La modèle de Hawkes consiste à écrire l’intensité conditionnelle sous la forme

8m 2 [1,M ], λm(x) = ⌫m +
M
X

`=1

X

X2N`

hm
` (x−X),

de sorte que la probabilité d’observer une nouvelle occurrence de Nm dépende de
toutes les occurrences de N observées avant x au travers de fonctions d’interaction
hm = (hm

1 , . . . , h
m
M). Plus précisément, la fonction (inconnue) hm

` caractérise l’influence
des points de N ` sur la probabilité d’observer des points de Nm et cette influence ne
dépend que de la distance entre les occurrences des processus ` et m. Un aspect essentiel
de la modélisation avec des processus de Hawkes repose dans la définition de l’intensité
conditionnelle, qui garantit de s’affranchir des interactions artéfactuelles puisque les in-
teractions entre les processus Nm et N ` sont corrigées par toutes les autres interactions
entre les processus de N . Remarquons que hm

m décrit l’ auto-interaction du processus m,
ce qui permet de modéliser la dépendance entre les occurrences d’un même processus.
Enfin, ⌫m est appelé taux spontané et peut être considéré comme la part de l’intensité
qui ne peut être expliquée par la présence des occurrences de (N1, . . . , NM).
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2.2 Modélisation de l’incertitude sur les positions des occur-
rences

Les vraies positions des occurrences sont en fait inconnues à cause des imprécisions dues
aux méthodes de détection. En effet, les observations sont fournies sous forme d’intervalles
sur lesquels se trouvent les occurrences sans que l’on connaisse leur position exacte. On
considère alors un processus observé {Xm

1 , . . . , Xm
nm

} qui est une version bruitée des vraies
positions {X⇤m

1 , . . . , X⇤m
nm

}, de sorte que 8m 2 {1, . . . ,M}, 8i 2 {1, . . . , nm}

X⇤m
i = Xm

i + Em
i ,

où Em
i ⇠ U [0, ⌘m] est indépendant de Xm

i . En pratique, on observe un intervalle de
longueur ⌘m : on considérera que l’observation est donnée par le début de l’intervalle
Xm

i et que l’occurrence appartient en réalité à [Xm
i , Xm

i + ⌘m]. La longueur maximale de
l’erreur de position ⌘mi est connue et dépend de chaque occurrence. On note

Wm(x) =
1

⌘m
1x2[0,⌘m]

la fonction de densité de la distribution uniforme sur [0, ⌘m]. En notant Em l’ensemble
des erreurs de position sur N⇤m, l’intensité conditionnelle de N⇤m conditionnellement aux
positions observées et aux erreurs s’écrit :

P
(
dN⇤m

x = 1 | F1
x− , . . . ,FM

x− , E1, . . . , EM
)

= ⌫m +
M
X

`=1

n
X̀

i=1

hm
`

(

x− [X`
i + E`

i ]
)

,

Finalement, on peut exprimer la probabilité d’observer une occurrence de N⇤m au
point x en fonction des observations N1, . . . , NM et des noyau uniformes W 1, . . . ,WM :

P
(

dN⇤m
x = 1 | F1

x− , . . . ,FM
x−

)

=

Z

· · ·
Z M
Y

`=1

n
Ỳ

i=1

⌫mW `(e`i)de
`
i

+

Z

· · ·
Z M
Y

`=1

n
Ỳ

i=1

 

M
X

`=1

n
X̀

i=1

hm
`

(

x− [X`
i + e`i ]

)

!

W `(e`i)de
`
i

λ⇤m(x) = ⌫m +
M
X

`=1

X

X2N`

W ` ⇤ hm
` (x−X),

où ⇤ correspond au produit de convolution.
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2.3 Inférence non paramétrique

En s’inspirant de la méthode d’estimation non paramétrique proposée par Reynaud-
Bouret et al. (2014) dans le cas d’un modèle de Hawkes où l’on observe les positions,
nous proposons une méthode d’estimation des fonctions d’interaction (hm

` )1`,mM dans
le cas du modèle bruité.

3 Application

3.1 Application 1 : Etude du processus de réplication

Le programme de réplication du génome humain est un programme spatio-temporel com-
plexe qui permet une réplication fidèle du matériel génétique. Picard et al. (2014) ont
proposé des méthodes d’identification des points de départ du processus de réplication,
appelées origines de réplication ; néanmoins, les mécanismes associés à l’initiation de la
réplication sont encore peu connus. Plusieurs études ont proposé d’étudier la corrélation
entre la présence des origines de réplications et différents facteurs génétiques et épigénétiques,
en particulier les marques de chromatine qui caractérisent l’état de compaction de l’ADN.
Des co-localisations ont été détectées grâce à des études d’association standard, et on
s’intéresse à la caractérisation précise de ces interactions spatiales. Nous montrons no-
tamment que certaines marques de chromatine augmentent considérablement la présence
d’origines de réplication.

3.2 Application 2: Etude du phénomène de recombinaison

La recombinaison de l’ADN correspond à l’échange de matériel génétique entre plusieurs
chromosome ou entre plusieurs régions d’un même chromosome. La conséquence de
cette recombinaison est la production de descendants avec des gènes hérités de tous ses
grand-parents, ce qui favorise la diversité génétique. Bien que courante, la recombinaison
génétique est un processus complexe. En particulier, certaines régions sont appelées des
points chauds de recombinaison car elles contiennent un taux de recombinaison partic-
ulièrement élevé. Nous proposons d’étudier le contexte génétique des points chauds de
recombinaison.
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Résumé. En théorie des processus ponctuels spatiaux, des théorèmes centraux limite
ont été établis ces dernières années dans des contextes différents (modèles, hypothèses,
cadre asymptotique...) pour des statistiques résumées spécifiques, alors que leurs vitesses
de convergence n’ont jamais été étudiées. La vitesse de convergence est notamment utile
pour étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs sur le plan théorique et pour
contrôler l’erreur d’approximation faite en utilisant ces théorèmes en pratique. Pour
combler ce manque, nous étudions la vitesse de convergence dans un théorème central
limite de statistiques résumées pour des processus ponctuels spatiaux alpha-mélangeants.
Nous démontrons tout d’abord une inégalité de type Berry-Esseen pour des champs aléa-
toires alpha-mélangeants par une méthode de Stein-Tikhomirov revisitée et utilisons ce
résultat pour obtenir la vitesse de convergence dans le cadre de processus ponctuels spa-
tiaux.

Mots-clés. Processus ponctuels spatiaux, statistique asymptotique, α-mélange, statis-
tiques résumées, champs aléatoires.

Abstract. In spatial point process theory, central limit theorems were established in
the past years under several contexts (models, assumptions, asymptotic framework...) on
specific summary statistics, whereas their rates of convergence remained unstudied. The
rate of convergence is particularly useful for studying asymptotic properties of estima-
tors in theory and for controlling the approximation error made by using these theorems
in practice. To fill this gap, we study the rate of convergence in a central limit theo-
rem for summary statistics of alpha-mixing spatial point processes. We firstly prove a
Berry-Esseen inequality for alpha-mixing random fields by a revisited Stein-Tikhomirov’s
method and use this result to obtain the rate of convergence in the spatial point process
framework.

Keywords. Spatial point processes, asymptotic statistics, α-mixing, summary statis-
tics, random fields.
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1 Introduction

Soit X un processus ponctuel spatial sur Rd observé dans W ⇢ Rd. En statistique des
processus ponctuels spatiaux on s’intéresse souvent à des statistiques résumées TW (X) de
la forme

TW (X) =

6=X

ξ1,...,ξp2X\W

h(ξ1, . . . , ξp) (1)

où h : Rdp ! Rq, p, q ≥ 1, et le signe 6= signifie que la sommation s’effectue sur des
paires de points distincts. Des exemples de statistiques résumées de cette forme incluent
l’estimateur de la fonction K de Ripley et des équations d’estimation. Le comportement
asymptotique de ces statistiques résumées quand l’aire de W augmente a été étudié ces
dernières années sous diverses propriétés de X et hypothèses sur h.

Quand X verifie certaines propriétés d’alpha-mélange, divers résultats ont été établis
dans des articles comme Guan et Sherman (2007), Prokešová et Jensen (2013), et Xu et
al. (2018) en utilisant une approche basée sur la technique par bloc de Bernstein. Une
autre approche pour prouver les théorèmes centraux limites sous des conditions d’alpha-
mélange est basée sur Bolthausen (1982) qui considère des champs aléatoires stationnaires
et dont les preuves sont généralisées dans Guyon (1995) et Karácsony (2006) pour des
champs aléatoires non-stationnaires. Cette dernière approche a été utilisée dans plusieurs
articles comme Waagepetersen et Guan (2009), Biscio et Coeurjolly (2016), et Coeurjolly
(2017) avant d’être généralisée dans Biscio et Waagepetersen (2019).

Cependant, dans toutes les références sur les processus ponctuels mentionnées ci-dessus
la vitesse de convergence des théorèmes centraux limite reste non étudiée bien qu’elle fasse
l’objet de nombreuses recherches dans d’autres domaines comme par exemple en statis-
tique non-paramétrique ou en statistique spatiale pour des champs aléatoires (Prokhorov
et Statulevičius, 2000). En particulier, les vitesses de convergence pour des théorèmes
centraux limites de statistiques résumées pour des champs aléatoires ont été étudiées
dans Guyon et Richardson (1984), Guyon (1995) et Sunklodas (1986). Leurs techniques
de preuve sont basées sur la méthode de Stein-Tikhomirov.

2 Vitesse de convergence

Nous considérons une suite croissante de fenêtres d’observation compactes {Wn}n2N véri-
fiant W1 ⇢ W2 ⇢ . . . and |S1

l=1 Wl| = 1, ainsi que les hypercubes Cn(l) centrés sur l 2 L

un lattice (par la suite L := snZ
d) qui forment une partition disjointe de Rd.

La statistique TWn(X) définie par la forme (1) peut être décomposée comme

TWn(X) =
X

l2Dn

fn,l,Wn(X) (2)
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où pour n 2 N, Dn = {l 2 L : Cn(l) \Wn 6= ;}, et fn,l,Wn est la fonction définie par

fn,l,Wn(X) =
X

ξ12X\Cn(l)\Wn

0

@

6=
X

ξ2,...,ξp2(X\Wn)\{ξ1}
h(ξ1, . . . , ξp)

1

A (3)

Pour n 2 N et l 2 Dn, fn,l,Wn(X) mesure la contribution locale à la statistique
pour chaque Cn(l). Ainsi, nous définissons le champ aléatoire centré {Zn(l)}l2Dn défini
par Zn(l) = fn,l,Wn(X) − E(fn,l,Wn(X)). On pose Sn = 1

σn
(TWn(X) − E(TWn(X))) =

P

l2Dn

Zn(l)
σn

, où σ2
n correspond à Var(TWn(X)); et nous nous intéresserons par la suite à

son comportement asymptotique.
Afin d’étudier la vitesse de convergence de Sn nous démontrons le théorème suivant

proposé pour tout champ aléatoire centré α-mélangeant {Zj}j2Zd vérifiant certaines hy-
pothèses et observé sur un ensemble de fenêtres d’observation croissante Wn 2 Rd et dont
le coefficient de mélange est défini par

αZ
c1,c2

(m) = sup {α (σ((Z(l) : l 2 I1)), σ((Z(k) : k 2 I2))) :

I1 ⇢ L, I2 ⇢ L, |I1|  c1, |I2|  c2, d(I1, I2) ≥ m}

Théorème 1. Sous différentes hypothèses que nous développerons, nous obtenons les
résultats suivants :

1. Dans le cas exponentiel
S’il existe λ > 0 tel que supn2N α

Z
1,1(m) = O(e−λm) alors

sup
t2R

∣

∣

∣

∣

∣

P

⇣

X

j2Wn

Zj

σn

 t
⌘

− Φ(t)

∣

∣

∣

∣

∣

 C
ln(|Wn|)dmin(1+τ,2)

|Wn|
min(1,τ)

2

.

2. Dans le cas polynomial
Si pour µ > 8d

min(1,τ)
, supn2N α

Z
1,1(s) = O(m−µ) alors

sup
t2R

∣

∣

∣

∣

∣

P

⇣

X

j2Wn

Zj

σn

 t
⌘

− Φ(t)

∣

∣

∣

∣

∣

 C|Wn|−
2+min(1,τ)

2
min(1+τ,2)µ

2+min(1+τ,2)µ

où nous connaissons les constantes C explicitement par rapport à τ , α, d, and supl2L |Zl|2+τ .

Nous présentons ensuite les travaux sur la vitesse de convergence du théorème central
limite dans le cadre des processus ponctuels spatiaux.
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Résumé. Dans un contexte de données censurées à gauche, par intervalle et à
droite, nous introduisons un modèle de Cox avec risque de base constant par morceaux.
L’estimation se fait à partir de l’algorithme EM en considérant les vrais temps comme des
données non observées. Cette procédure d’estimation produit une matrice Hessienne diag-
onale sur le bloc des paramètres correspondants au risque de base. Grâce à cette propriété,
nous utilisons une méthode de vraisemblance pénalisée L0 pour déterminer automatique-
ment le nombre et les localisations des ruptures du risque de base. La méthode s’étend
directement à l’inclusion de données exactes et au modèle de guérison. Des résultats
théoriques sont obtenus qui nous permettent de construire des intervalles de confiance et
des tests sur les paramètres du modèle. La méthode proposée a été utilisée pour analyser
des données dentaires sur le risque d’ankylose de dents qui ont été replantées et, à l’aide
de données simulées, nous montrons que la méthode produit de bon résultats en pratique.

Mots-clés. Adaptive ridge, algorithme EM, censure par intervalle, modèle de guérison,
risque instantané constant par morceaux, vraisemblance pénalisée.

Abstract. In a context of left-censored, interval-censored and right-censored data, a
Cox model with piecewise constant baseline hazard is introduced. Estimation is carried
out with the EM algorithm by treating the true event times as unobserved variables. This
estimation procedure is shown to produce a block diagonal Hessian matrix of the baseline
parameters. Taking advantage of this interesting feature of the estimation method a
L0 penalised likelihood method is implemented in order to automatically determine the
number and locations of the cuts of the baseline hazard. The method can be directly
extended to the inclusion of exact observations and to a cure fraction. Theoretical results
are obtained which allow to derive statistical inference of the model parameters from
asymptotic likelihood theory. A dental dataset on replanted teeth was analysed using the
proposed method to study the time to ankylosis complication and simulation studies were
conducted which show that the penalisation technique provides a good fit of the baseline
hazard and precise estimations of the resulting regression parameters.

Keywords. Adaptive Ridge procedure, Cure model, EM algorithm, Interval censor-
ing, Penalised likelihood, Piecewise constant hazard.
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1 Introduction

Interval censored data arise in situations where the event of interest is only known to have
occurred between two observation times. These types of data are commonly encountered
when the patients are intermittently followed up at medical examinations. This is the
case for instance in AIDS studies, when HIV infection onset is determined by periodic
testing, or in oncology where the time-to-tumour progression is assessed by measuring
the tumour size at periodic testing. Dental data are another examples which are usually
interval-censored because the teeth status of the patients are only examined at visits to
the dentist. While interval-censored data are ubiquitous in medical applications it is still
a common practice to replace the observation times with their midpoints or endpoints and
to consider these data as exact. This allows to analyse the data using standard survival
approach but may result in a large bias of the estimators.

In the present talk we study the Cox model with piecewise constant baseline hazard.
Treating the unobserved true event times as missing variables we use the EM algorithm
to perform estimation. As a result, the Hessian of the log-likelihood to be maximised
is seen to be diagonal. This is a remarkable feature of the method that easily allows
to perform estimation with the piecewise constant baseline using arbitrarily large set of
cuts. In contrast, this model had been already introduced in [2] but maximisation of
the model parameters was achieved using the observed likelihood which resulted in a
full rank Hessian matrix. As a consequence, the authors warn against computational
issues which may force the user to reduce the number of cuts by combining adjacent
intervals. Taking advantage of the sparse structure of the Hessian matrix, our method
can be combined with a L0 penalty designed to detect the location and number of cuts.
This is performed through the adaptive ridge procedure, a regularisation method that
was introduced in [3] and then applied in a survival context (without covariates) in [1].
This penalisation technique results in a flexible method where the cuts and locations of
the piecewise constant baseline are automatically chosen from the data, thus providing a
good compromise between purely non-parametric and parametric baseline functions.

Another advantage of using the EM algorithm is to provide direct extensions of the
Cox model. In this work we also consider the inclusion of exact data and the inclusion
of a fraction of non-susceptible patients in the estimation method. This last situation is
modelled using the cure model of [4], with a logit link for the probability of being cured.
With our method, those two extensions are straightforward. In particular, the E-step in
the cure model results in a weighted log-likelihood with the weights corresponding to the
probability of being cured.
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2 A piecewise constant hazard model for interval cen-

sored data

Let T denote the time to occurrence of the event of interest. We consider a situation
where all individuals are subject to interval censoring defined by the random variables
(L,R) such that L and R are observed and P(T 2 [L,R]) = 1. The situation L = 0 and
R < 1 corresponds to left-censoring, 0 < L < R < 1 corresponds to strictly interval
censoring and L < R = 1 to right censoring. The special case L = R is also allowed
which corresponds to exact observations of the time of interest. We introduce a column
covariate vector Z of dimension dZ and for convenience we also introduce δ which equals
0 if an individual is right censored and 1 if he/she is left, interval censored or exactly
observed. The variable T is considered continuous and we assume independent censoring
in the following way: P(T  t | L = l, R = r, Z) = P(T  t | l  T  r, Z). This supposes
that the variables (L,R) do not convey additional information on the law of T apart from
assuming T to be bracketed by L and R. Finally, we assume non-informative censoring
in the sense that the distribution of L and R does not depend on the model parameters
involved in the distribution of T .

We consider the following Cox proportional hazard model for the time variable T :

λ(t | Z) = λ0(t) exp(βZ),

where β is an unknown row parameter vector of dimension dZ . We model the baseline
function λ0 through a piecewise constant hazard. Let c0, c1, . . . , cK represent K + 1 cuts,
with the convention that c0 = 0 and cK = +1. Let Ik(t) = I(ck−1 < t  ck), with I(·)
denoting the indicator function. We suppose that λ0(t) =

PK
k=1 Ik(t) exp(ak). Under this

model, note that the survival and density functions are respectively equal to:

S(t | Z) = exp
⇣
−

KX

k=1

eak+βZ(t ^ ck − ck−1)I(ck−1  t)
⌘
,

f(t | Z) =
KX

k=1

Ik(t) exp
⇣
ak + βZ −

kX

j=1

eaj+βZ(t ^ cj − cj−1)
⌘
.

We set θ = (a1, . . . , aK , β) the model parameter we aim to estimate. In the following, we
will also study the so-called nonparametric situation, when no covariates are available,
which is encompassed in our modelling approach as the special case where Z = 0. In this
context the hazard function is simply equal to λ0 which is assumed to be piecewise constant
and the model parameter is θ = (a1, . . . , aK). The observed data consist of data =
{datai, i = 1, . . . , n} with datai = (Li, Ri, δi, Zi) while Ti is considered as incompletely
observed. We introduce the notation ai,k = ak + βZi.
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3 The EM algorithm for left, right and interval cen-
sored observations

In the following, we only develop the method for left, right and interval censored obser-
vations. The EM algorithm is based on the complete likelihood, defined by: Ln(θ) =Qn

i=1 f(Ti | Zi,θ). Denote by θold the current parameter value. The E-step takes the
expectation of the complete log-likelihood with respect to the Ti’s, given the Li’s, Ri’s,
δi’s, Zi’s and θold. Write

Qi(θ | θold) := E[log(f(Ti | Zi,θ)) | datai,θold] =

Z
f(t | datai,θold) log f(t | Zi,θ)dt,

where f(t | datai,θold) represents the conditional density of Ti given datai and θold,
evaluated at t. Under the independent censoring assumption,

f(t | datai,θold) =
f(t | Zi,θold)I(Li < t < Ri)

S(Li | Zi,θold)− S(Ri | Zi,θold)
·

The E-step consists of computing the quantity Q(θ | θold) =
P

i Qi(θ | θold). We have:

Q(θ | θold)=
nX

i=1

R Ri

Li
f(t | Zi,θold) log f(t | Zi;θ)dt

S(Li | Zi,θold)− S(Ri | Zi,θold)

Q(θ | θold)=
nX

i=1

(
1

S(Li | Zi,θold)− S(Ri | Zi,θold)

⇥
KX

k=1

Jk,i

Z ck^Ri

ck−1_Li

exp
⇣
aoldi,k −

kX

j=1

ea
old
i,j (t ^ cj − cj−1)

⌘⇣
ai,k −

kX

j=1

eaj,k(t ^ cj − cj−1)
⌘
dt

)
,

where Jk,i is the indicator I{(Li, Ri)\(ck−1, ck) 6= ;} and b1^b2, b1_b2 respectively denote
min(b1, b2), max(b1, b2). Finally, the M-step corresponds of maximising, with respect to
θ, the quantity

Q(θ | θold) =
nX

i=1

KX

k=1

⇢⇣
ai,k −

k−1X

j=1

(cj − cj−1)e
ai,j

⌘
Aold

k,i − eai,kBold
k,i

}
,

where exact expressions of the statistics Aold
k,i and Bold

k,i are not given here.
Maximisation of Q(θ | θold) is then performed using the Newton-Raphson algorithm.

It should be noted that the Hessian is diagonal and can thus be computed in O(K)
computation time.
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4 A penalised EM algorithm

If the number of cuts is not known in advance, we choose a large grid of cuts (i.e K
large) and we penalise the log-likelihood in the manner of [3] and [1]. This penalisation is
designed to enforce consecutive values of the aks that are close to each other to be equal.
It is defined in the following way:

`pen(θ | θold) = Q(θ | θold)−
pen

2

K−1X

k=1

ŵk(ak+1 − ak)
2, (1)

where ŵ = (ŵ1, . . . , ŵK−1) are non-negative weights that will be iteratively updated in
order for the weighted ridge penalty term to approximate the L0 penalty. The pen term is
a tuning parameter that describes the degree of penalisation. Note that the two extreme
situations pen = 0 and pen = 1 respectively correspond to the unpenalised log-likelihood
model of the previous section and to the Cox model with exponential baseline.

It can easily be shown that the block matrix corresponding to the second order deriva-
tives with respect to the aks is tridiagonal. Taking advantage of this, inversion of the
Hessian can be performed in O(K) computation time. Therefore, for a given value of
pen and of the weight vector ŵ, maximisation can be easily performed using the Newton-
Raphson algorithm. Once the Newton-Raphson algorithm has reached convergence, the
weights are updated at the lth step from the equation

ŵ
(l)
k =

⇣
(â

(l)
k+1 − â

(l)
k )2 + "2

⌘−1

,

for k = 1, . . . , K − 1 with " = 10−5 (recommended value from [3]) and where the â
(l)
k ’s

represent the estimates of the ak’s obtained through the Newton-Raphson algorithm.
This form of weights is motivated by the fact that wk(ak+1 − ak)

2 is close to 0 when
| ak+1 − ak |< " and close to 1 when | ak+1 − ak |> ". Hence the penalty term tends

to approximate the L0 norm. The weights are initialized by ŵ
(0)
k = 1, which gives the

standard ridge estimate of a.
Finally, for a given value of pen, once the adaptive ridge algorithm has reached con-

vergence, a set of cuts is found for the âk’s verifying ŵk(âk+1 − âk)
2 > 0.99. This hard

thresholding allows to provide a sparse collection of cuts. The non-penalised log-likelihood
Q is then maximised using this set of cuts and the final maximum likelihood estimate is
derived using the results of the previous section. It is important to stress that the pe-
nalised likelihood is used only to select a set of cuts. Reimplementing the non-penalised
log-likelihood Q in the final step enables to reduce the bias classically induced by penalised
maximisation techniques.
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5 Choice of the penalty term

A Bayesian Information Criterion (BIC) is introduced in order to choose the penalty term.
As explained in the previous section, for each penalty value the penalised EM likelihood (1)
selects a set of cuts. For a selected set of cuts we denote by m the total number of
parameters to be estimated and by θ̂m the corresponding non-penalised estimated model
parameter obtained by maximisation of the Q function. The BIC is then defined as:
BIC(m) = −2 log(Lobs

n (θ̂m)) +m log(n), where Lobs
n represents the observed likelihood.

Note that the BIC is expressed here in terms of selected models. Since different penalty
values can yield the same selection of cuts, the BIC needs only to be computed for all
different selected models (and not for all different penalties). The final set of cuts along
with its estimator θ̂m̂ is chosen such that BIC(m̂) is minimal.

6 Conclusion

The method has been further extended to the inclusion of exact data and a fraction of
non-susceptible individuals. Those two extensions are straightforward thanks to the EM
algorithm. From a theoretical point of view, we also studied the asymptotic distribution
of the estimated parameters obtained from the adaptive ridge algorithm. We proved that
inference after selection of the cuts is still valid if we consider the cuts as fixed. Finally,
extensive simulation studies have been conducted which show the good performance of
the proposed method. The method has also been applied to a dental dataset of replanted
teeth which allowed to display prognostic covariates for the risk of ankylosis and also to
detect specific areas of time were patients are at greater risk of developing the complication
and should therefore be closely monitored.
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Résumé. Dans ce travail, nous nous intéressons à l’estimation de la matrice de
précision Σ

−1, de dimension p⇥p, pour des distributions mélange de lois de Wishart sous
les coûts de type Efron-Morris tr[{Σ̂−1 − Σ

−1}2Sk], pour tout k = 0, 1, 2 . . . . Nous pro-
posons des estimateurs orthogonalement invariants qui améliorent les estimateurs usuels
de la forme aS+, où a est une constante positive et S+ est l’inverse de Moore Penrose de
la matrice de covariance empirique S.

Mots-clés. Matrice de précision, distributions mélanges de lois de Wishart, identité
de type Haff-Stein.

Abstract. This paper deals with the problem of estimating the precision matrix for a
scale mixture of Wishart distributions under Efron-Morris type losses tr[{Σ̂−1−Σ

−1}2Sk],
for k = 0, 1, 2 . . ., where S is the sample covariance matrix. We derive orthogonally
invariant estimators that dominate estimators of the form aS+, where a is a positive
constant and S+ is the Moore Penrose inverse of S.

Keywords. Precision matrix, scale mixtures of Wisharts, Stein-Haff type identity.

1 Introduction

Many data analysis techniques necessitate a good estimate of the precision matrix Σ
−1 of

the underlying distribution of the data, especially when the dimension p of the variable
is large compared to the sample size n. In such a situation, the standard estimator
based on the inverse of the sample covariance matrix S cannot be defined. Kubokawa
and Srivastava (2008) considered estimators based on the Moore Penrose inverse S+ of S
which are of the form

Σ̂
−1
a = aS+, (1.1)

where a is a positive constant. These authors proposed alternative estimators Σ̂−1 of Σ−1,
improving on the usual estimators Σ̂−1

a in the Gaussian setting. In the same distributional
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context, Kubokawa et Inoue (2014) provided general types of ridge estimators for Σ−1 and
they showed, through simulations, that for a specific ridge parameter their estimators
are better than Σ

−1
a under tr[{Σ̂−1

Σ− I}2] loss. Fourdrinier, Mezoued and Wells (2016)
provided estimators of Σ−1

a , in a general elliptical setting, and proved that these estimators
improved over Σ−1

a under the quadratic loss tr[{Σ̂−1 − Σ
−1}2].

In this work, we deal with an observed p⇥ p matrix S from the mixture model

⇢

S | V ∼ Wp(n, V Σ)
V ∼ H(·) , (1.2)

where Wp(n, V Σ) denotes the Wishart distribution with n degrees of freedom and co-
variance matrix V Σ and where H(·) is a distribution on R+. Note that we may view the
distribution of S as that of V S̃, where S̃ has the Wishart distribution Wp(n,Σ) and is
independent of V .

This paper is structured as follows. In Section 2, we consider alternative estimators
Σ̂

−1 of Σ
−1 which we evaluate under the risk associated with Efron-Morris type loss

functions

Rk(Σ
−1, Σ̂−1) = EΣ[tr[{Σ̂−1 − Σ

−1}2Sk]], (1.3)

for k = 0, 1, 2..., where EΣ denotes the expectation with respect to the model in (1.2) and
tr{A} denotes the trace of A. We provide an unbiased estimator of the risk difference
between Σ̂

−1 and Σ̂
−1
a thanks to a new Stein-Haff type identity. Then we derive a sufficient

domination condition of Σ̂−1 over Σ̂
−1
a in (1.1). In Section 3, we show that there exists

an optimal constant a⇤ for the estimators aS+, when k = 1, 2, 3. We suggest choices of
a for k = 0 and k ≥ 4. We illustrate these dominance results with Haff type estimators.
We propose in Section 4 a generalization of these alternative estimators. Conclusions are
stated in Section 5.

2 Competitive estimators

We consider estimators of the form

Σ̂
−1
a,c = aS+ + c S G(S), (2.1)

where c is a constant and the matrix function G(S) is homogeneous of order α.
The following lemma gives the so-called Stein-Haff identity for the singular Wishart

distribution Wp(n, V Σ) derived by Fourdrinier, Haddouche and Mezoued (2019). This
identity will be used to develop the risk difference between any alternative estimator in
(2.1) and the usual estimator in (1.1).
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Lemma 2.1. Let S̃ be a p ⇥ p matrix having a Wishart distribution Wp(n,Σ). For any
p⇥ p matrix function G(S̃) which is weakly differentiable with respect to S̃ and such that

EΣ

h

|tr{Σ−1 S̃ G(S̃)|}
i

< 1 , we have

EΣ

h

tr
{

Σ
−1 S̃ G(S̃)

 

i

= EΣ

h

tr
{

− S̃+ S̃ G(S̃) + 2 S̃+ S̃ DS̃ {G>(S̃) S̃}
 

i

,

where the differential operator DS̃ for a matrix S̃ is defined by

DS̃ =

 

1

2
(1 + δij)

∂

∂S̃ij

!

1i,jp

,

with δij = 1 when i = j and δij = 0 when i 6= j.

Thanks to Lemma 2.1, we obtain the following expression of the risk difference between
estimators Σ̂a,c and Σ̂a.

Theorem 2.1. Assume that Rk(Σ
−1, Σ̂−1

a ) < 1 and that Rk(Σ
−1, Σ̂−1

a,c) < 1. Assume
also that Sk G(S) satisfies the conditions of Lemma 2.1. Then the risk difference between
Σ̂

−1
a,c in (2.1) and Σ̂

−1
a = aS+ is expressed through S̃ as

∆(G) = EΣ [δ(G)]

where δ(G) is an unbiased estimator of the risk difference which equals

δ(G) =c2 µk+2↵+2 tr{S̃k [S̃ G(S̃)]2}
+ 2 c

⇥

a µk+↵ + µk+↵+1

⇤

tr{S̃+ S̃k+1 G(S̃)}
− 4 c µk+↵+1tr{S̃+ S̃ DS̃ {G>(S̃) S̃k+1}}, (2.2)

where, for β 2 R , µβ = EH[V β] is the moment of order β of V . As a consequence, a

sufficient condition for improvement of Σ̂−1
a,c over Σ̂

−1
a is that δ(G) is non positive.

3 Haff type estimators

Let G(S) = S+/tr{S}, with homogeneity order α = −2. We consider Haff type estimators
of the form

Σ̂
−1
HF = aS+ + c S S+/tr{S}. (3.1)

By applying Theorem 2.1 with G(S) = S+/tr{S}, δ(G) in (2.2) is non positive for c
between 0 and

Cak = 2



µk−1

µk−2

(

p− n− 1 + 2 k
)

− a

]

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk} − 4

µk−1

µk−2

+ 2
µk−1

µk−2

Bk+1
tr{L}
tr{Lk} ,

(3.2)
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where L = (diag(li))1in with l1 > · · · > ln > 0 in the singular value decomposition
S = H1LH

>
1 , with the diagonalizing matrix H1 satisfying H>

1 H1 = In, and where

Bk+1 =
nX

i=1

nX

j 6=i

lki − lkj
li − lj

.

In order to illustrate domination of Haff type estimators in (3.1), we need to figure
out possible optimal estimators within the class {aS+/a > 0}, that is, estimators which
minimize the risk Rk(Σ

−1, a S+) for some a > 0.
By using Lemma 2.1, the risk of the estimator aS+ under model (1.2) is given by

Rk(Σ
−1, a S+) =EΣ[a

2 µk−2 tr{S̃k (S̃+)2}+ 2 a µk−1 EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}]
+ 4 a µk−1 EΣ[tr{S̃+ S̃ DS̃ {S̃k S̃+}}] + µk EΣ[tr{Σ−2 Sk}]. (3.3)

This risk in (3.3) is minimized at

a⇤ =
µk−1

µk−2

 

2
EΣ[tr{S̃+ S̃ DS̃ {S̃k S̃+}}]

EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}]
− 1

!

. (3.4)

For k = 1, 2 and 3, the optimal value a⇤ in (3.4) is a constant and equals

• 1

µ−1

[p− n− 1] if k = 1;

• µ1 p if k = 2;

• µ2

µ1

[p+ n+ 1] if k = 3.

For k = 0 and k ≥ 4, a⇤ in (3.4) depends on Σ. However, a lower bound a−0 and an
upper bound a+0 exist for a⇤ so that, in each case, for a < a−0 , a

−
0 S+ improves over aS+

and, for a > a+0 , a
+
0 S+ improves over aS+. Specifically,

• a−0 =
µ−1

µ−2

⇥

p− 2
(

n+ 1
)⇤

and a+0 =
µ−1

µ−2

⇥

p− n− 3
⇤

if k = 0;

• a−0 =
µk−1

µk−2

⇥

p+ n+ k − 2
⇤

and a+0 =
µk−1

µk−2

⇥

p+ (k − 2)n+ k − 2
⇤

if k ≥ 4.

From (3.2) and thanks to the above optimal values a⇤ of a associated to the different
values of k, we give a sufficient condition for domination of Σ̂−1

HF over Σ̂−1
a in the following

proposition.

Proposition 3.1. For a = a⇤ given above, any Haff type estimator Σ̂
−1
HF = a⇤ S+ +

c S S+/tr{S} improves on the optimal estimator a⇤ S+, and hence, improves on any esti-
mator aS+ with a > 0, when k = 1 and 2, as soon as
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• 0 < c < 2
1

µ−1

⇥
n(n+ 1)− 2

⇤
if k = 1 and n ≥ 2;

• 0 < c < 2µ1 [n+ 1]− 4µ1 if k = 2 and n ≥ 2.

When k = 3, although Ca⇤ 3 > 0, that quantity is not constant and cannot be bounded
from below by a positive constant. However, for a < a⇤, as soon as

• 0 < c < 2
µ2

µ1

(a⇤ − a) = 2
µ2

µ1

(n+ p+ 1− a),

the estimator Σ̂
−1
HF improves on aS+.

For a = a−0 given above, any Haff type estimator Σ̂−1
HF = a−0 S++c S S+/tr{S} improves

on a−0 S+, and hence, improves on any estimator aS+ with a < a−0 , as soon as

• 0 < c < 2
µ−1

µ−2

(n− 1) if k = 0 and n ≥ 2;

• 0 < c < 2
µk−1

µk−2

(k − 3) if k ≥ 4.

4 A larger class of estimators

Now, we propose a class of estimators which extends the estimators in (2.1), provided
G(S) is orthogonally invariant. Let

Σ̂
−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) , (4.1)

where c is a constant, the matrix function G(S) is homogeneous of order -2 and r is a real
valued function. We assume that G is orthogonally invariant, that is, of the form

G = H1 Ψ(L)H>
1 , (4.2)

where Ψ(L) is a n⇥ n diagonal matrix, diag
(
 1(L), . . . , n(L)

)
.

Theorem 4.1. Let k = 0, 1, 2... be fixed. Under model (1.2) and risk (1.3), suppose that
the function G(S) is orthogonally invariant as in (4.2), homogeneous of order −2 and
weakly differentiable, and that all moments in Theorem 2.1 exist. Suppose also that, for
any i = 1, . . . , n,  i(L) > 0.

Suppose that, for some c > 0, δ(G) in (2.2) is non positive so that the estimator
Σ̂

−1
a,c = aS++c S G(S) in (2.1) improves over the estimator Σ̂−1

a = aS+ in (1.1). Then the

estimator Σ̂
−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) in (4.1) improves over Σ̂

−1
a = aS+ provided

that the function r is differentiable and that, for any t ≥ 0, 0  r(t)  1 and r0(t) ≥ 0.

Note that, as they are orthogonally invariant, Theorem (4.1) can be illustrated with
the improved Haff type estimator in Proposition (3.1).
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5 Concluding remarks

In this paper, we have considered estimation of the inverse scatter matrix Σ
−1 of a scale

mixture of Wishart distribution under Efron-Morris type losses. We have shown that the
standard estimators of the form aS+ can be improved by alternative estimators through an
unbiased estimator of risk difference, thanks to a new Stein-Haff type identity developed
by Fourdrinier, Haddouche and Mezoued (2019). Our results extend several classical
domination results for the Wishart case to the scale mixture of Wishart case, and also
extend results for specific Efron and Morris type losses to the entire class.
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Résumé. L’objectif de cette communication est de proposer une nouvelle approche,
appelée Extreme-PLS, pour la réduction de dimension en régression qui soit adaptée aux
queues de distributions. Nous nous intéressons aux combinaisons linéaires des prédicteurs
qui expliquent au mieux les valeurs extrêmes de la variable réponse dans un contexte de
régression inverse non linéaire. Les performances de la méthode sont évaluées par simu-
lations numériques. Une analyse statistique de données du revenu agricole français, con-
sidérant des valeurs extrêmes des rendements céréaliers, est fournie à titre d’illustration.

Mots-clés. Valeurs extrêmes, Réduction de dimension, Régression inverse non linéaire,
Partial Least Squares.

Abstract. The objective of this communication is to propose a new approach, called
Extreme-PLS, for dimension reduction in regression and adapted to distribution tails. We
are interested in the linear combinations of predictors that best explain the extreme values
of the response variable in a non-linear inverse regression context. The performance of
the method is evaluated on numerical simulations. A statistical analysis of French farm
income data, considering extreme values of cereal yields, is provided as an illustration.

Keywords. Extreme value, Dimension reduction, Non-linear inverse regression, Par-
tial Least Squares.

1 Introduction

Context. Regression analysis is widely used to study the relationship between a re-
sponse variable Y and an explanatory p-dimensional vectorX. When p grows, a dimension
reduction becomes necessary to show only the most relevant directions of high-dimensional
data. There exist a number of statistical models for dimension reduction in regression
problems. One of the most popular is Partial Least Squares (PLS) regression that com-
bines the characteristics of Principal Component Analysis (PCA) and multiple regression
(Tenenhaus, 1999). Its purpose is to find linear combinations of the X coordinates highly
correlated with Y . Sliced Inverse Regression (SIR) is an alternative method for dimension
reduction in regression which explores the simplicity of the inverse regression view of X
against Y (Li, 1991). It aims at replacing X by its projection onto a subspace of smaller
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dimension without loss of information. At the same time, there is a growing interest for
the modelling of conditional extremes, i.e. extremes depending on a covariate. One can
mention for instance the estimation of conditional extreme quantiles or more generally, the
tail of conditional distributions (Gardes & Girard, 2010). In this communication, we aim
to deal with these two lines of works (dimension reduction in regression and conditional
extremes) by looking for a linear combination βtX of the covariates that best explains
the extreme values of Y in a context of non linear inverse regression. More precisely, we
propose an approach, called Extreme-PLS, to estimate β by maximization of the covari-
ance between βtX and Y given Y exceeds a high threshold y. Such an adaptation of the
PLS estimator to the extreme-value framework thanks to the non-linear inverse regres-
sion model is of great interest. First, it allows for a visual interpretation of conditional
extremes by providing the linear projection of X that best explains the large values of
Y . Second, the dimension reduction should yield improved rates of convergence for most
estimators dealing with conditional extreme values.

An inverse model. Let us consider the following non linear inverse regression model:

(M) X = g(Y )β + ε, where X is a p-dimensional random vector, Y is a real random
variable, g : R ! R is the link function and ε is p-dimensional random vector of
error. The parameter β 2 Rp is an unknown unit vector, ε may depend on Y and g
is an unknown function.

Similar inverse regression models were used to establish the theoretical properties of SIR
(Bernard-Michel, Gardes & Girard, 2008). Under model (M), we aim to estimate β by
maximizing the covariance between βtX and Y for large values of Y . Indeed, roughly
speaking, when Y is large, ε becomes negligible, one thus has X ' g(Y )β and thus
Y ' g−1(βtX) without (in)dependence assumption.
The paper is organized as follows. In Section 2, the Extreme-PLS approach is intro-
duced and its theoretical properties are stated. The associated estimator is exhibited
in Section 3. The performances of the estimator are investigated through a simulation
study in Section 4. Our estimation procedure is applied to study the influence of various
parameters on cereal yield observed on French farms in Section 5.

2 Extreme-PLS approach

Let us denote by w(y) the unit vector maximizing the covariance between wtX and Y
given that Y exceeds a large threshold y:

w(y) = arg max
kwk=1

cov(wtX, Y |Y ≥ y). (1)

This optimization problem benefits from a closed-form solution given in the next proposi-
tion and obtained by solving the constrained optimization problem using Lagrange multi-
pliers. For all y 2 R, let us denote by F̄ (y) = P(Y ≥ y) the survival function of Y and the
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tail-moments, whenever they exist, mY (y) = E(Y 1{Y≥y}) 2 R, mX(y) = E(X1{Y≥y}) 2
Rp, mXY (y) = E(XY 1{Y≥y}) 2 Rp.

Proposition 1. Suppose that EkXk < 1, E|Y | < 1 and EkXY k < 1. Then, the
solution of the optimization problem (1) is:

w(y) = v(y)/kv(y)k where v(y) = F̄ (y)mXY (y)−mX(y)mY (y). (2)

Let us note that the solution (2) is invariant with respect to the scaling and location of
X. In order to establish the convergence of w(y) to β as y ! 1, we use the proximity
criterion which measures the similarity between two vectors of an inner product space.
It is measured by the cosine of the angle between two vectors and determines whether
two vectors are pointing in roughly the same direction. Here, this criterion corresponds
to the squared cosine of the angle between the unit vectors w(y) and β and defined as :
cos2(w(y), β) = (w(y)tβ)2. A value close to 0 implies a weak proximity (w(y) is almost
orthogonal to β) while a value close to 1 means a high colinearity. Note that, when Y and
the error ε are independent, we recover the classical PLS framework and it is easily shown
that there is a perfect colinearity between w(y) and β for all y 2 R. In the following, no
assumption made on the (in)dependence between Y and ε, but additional assumptions
on the link function g and the distribution tail of Y are considered:

(A1) Y is a positive random variable with density function f regularly varying at infinity
with index − 1

γ
− 1, γ 2 (0, 1) i.e. for all t > 0,

lim
y!1

f(ty)

f(y)
= t−

1
γ
−1.

This property is denoted for short by f 2 RV−1/γ−1.

(A2) g 2 RVc with c > 0.

(A3) There exists q > 1/(γc) such that E(kεkq) < 1.

Let us note that (A1) implies that F̄ 2 RV−1/γ which is equivalent to assuming that the
distribution of Y is in the Fréchet maximum domain of attraction, with extreme-value
index γ > 0, see de Haan & Ferreira (2007). In other words, (A1) entails that Y has
a right heavy-tail. The restriction to γ < 1 ensures that E|Y | exists. Assumption (A2)
means that the link function asymptotically behaves like a power function. Finally, (A3)
is a technical assumption which is satisfied for instance by Gaussian distributions.

Proposition 2. Assume (M), (A1), (A2) and (A3) hold with γ < 1/(c + 1) and q >
1/(1− γ). Then, cos2(w(y), β) ! 1 as y ! 1.
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3 Extreme-PLS: Population version

Let (Xi, Yi), 1  i  n be an iid sample from model (M) and let yn ! 1 as the sample
size n tends to infinity. The solution (2) is estimated by its empirical counterpart:

ŵ(yn) = v̂(yn)/kv̂(yn)k where v̂(yn) =
ˆ̄F (yn)m̂XY (yn)− m̂X(yn)m̂Y (yn), (3)

with ˆ̄F the empirical survival function and

m̂XY (yn) =
1

n

n
X

i=1

XiYi1{Yi≥yn}, m̂Y (yn) =
1

n

n
X

i=1

Yi1{Yi≥yn}, m̂X(yn) =
1

n

n
X

i=1

Xi1{Yi≥yn}.

Establishing the asymptotic behaviour of the random variable ŵ(yn) − w(yn) as n ! 1
is the goal of our current work.

4 Simulation results

Let us consider a sample of size n = 1000 and dimension p = 3 from model (M) with a link
function g(t) = tc, t > 0, c 2 {1/4, 1/2, 1, 3/2, 2}. The behavior of the estimator ŵ(yn) of
β = (

p
2/2,

p
2/2, 0) is illustrated on this regression model where Y is distributed from

a Pareto(a = 2,α = 5) distribution with survival function F̄ (y) = (y/a)−↵, y > a. The
error ε follows the Gaussian distribution N (0, σ2I3), where I3 is the 3⇥3 identity matrix.
We simulate each component ε(j) of ε dependent of Y using Frank copula C✓, where θ ≥ 0
is a dependence parameter, see for instance Section 4.2 of (Nelsen, 2007). Let us recall
that θ = 0 yields independent margins while large values of θ imply high dependence.
The standard deviation σ is chosen such that the Signal Noise Ratio (SNR) is equal to
10: SNR= σ−1g(an1/↵). Note that g(an1/↵) represents the approximate maximum value
of g(·) on a n-sample from the Pareto(a,α) distribution. Finally, we compute the mean
proximity criterion between ŵ(yn) and β, on N = 100 replications, as follows:

PC(yn) =
1

N

N
X

r=1

cos2(ŵ(yn)
(r), β), (4)

where ŵ(yn)
(r) denotes the estimator (3) computed on the rth replication. For each thresh-

old yn = F̄−1(1− τ), where τ 2 {0.05, 0.10, 0.95}, the PC(yn) quality measure is plotted
in Figure 1 as a function of the number of exceedances nF̄ (yn) = n(1 − τ), for several
values θ 2 {0, 10, 20, 30} of the dependence parameter. The closer the measurement is to
1, the better the estimate. It appears that, even when the dependence between Y and ε

is strong, the estimator ŵ is very efficient for small number of exceedances corresponding
to large values of the threshold yn. As expected, the closer Frank copula parameter is
to 0 (near independence situation), the better the performance of the estimator for all
number of exceedances.

4

127 sciencesconf.org:jds2020:331413

3



Figure 1: Numerical behaviour of the estimator ŵ(yn) on simulated data, PC(yn) quality
measure as a function of the number of exceedances for several Frank copula parameters.

5 Real data results

In the context of farm income modelling, the impact of various factors on farm yields
(expressed in quintals per hectare) is analysed. To this end, our approach is applied to
data extracted from the Farm Accountancy Data Network (FADN), an annual database
of commercial-sized farm holdings. This dataset of n =9,589 observations contains sig-
nificant accounting and financial information about French professional farm incomes
from 2006 to 2016. The response variable Y is wheat yield and the covariate X includes 7
quantitative variables: year, pesticide, fertilizer, selling prices, region, crop insurance pur-
chased, and insurance claims. The estimator ŵ(yn) is computed for each yn = Y[n(1−⌧)],n

where ⌧ 2 {0.01, 0.02, . . . , 0.99}. For the sake of interpretation, we define the condi-
tional correlation between the projected covariate ŵ(yn)

tX and each coordinate X(j) of
the covariate as:

⇢(ŵ(yn)
tX,X(j)|Y ≥ yn) =

cov(ŵ(yn)
tX,X(j)|Y ≥ yn)

σ(ŵ(yn)tX|Y ≥ yn)σ(X(j)|Y ≥ yn)
.
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The results are depicted on Figure 2 for the 7 considered covariates. We note that the
1000 largest yields (Y > yn = 92 quintals/hectare) are mainly explained by the purchase
of an insurance policy and the claims size. One can also see that the 500 largest yields
(Y > yn = 98 quintals/hectare) are still explained by insurance contracts. In contrast,
the claims size effect is reduced and a slight pesticide effect appears.

Figure 2: Conditional correlation ⇢(ŵ(yn)
tX,X(j)|Y ≥ yn) as a function of the number of

exceedances associated with each yn.
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Résumé. Nous considérons le problème du co-clustering des matrices binaires qui
peuvent évoluer dans le temps et nous introduisons un modèle génératif pour le gérer. Le
modèle proposé, appelé dynamic latent block model, étend le modèle des blocs latents
binaire classique au cas dynamique. La modélisation de la dynamique en temps continu
repose sur un processus de Poisson non homogène, avec une partition latente des intervalles
de temps. Nous proposons d’utiliser l’algorithme SEM-Gibbs pour l’inférence du modèle.

Mots-clés. Co-clustering, matrices binaires dynamiques, modèle à blocs latents,
algorithme SEM-Gibbs

Abstract. We consider the problem of co-clustering binary matrices that may evolved
along the time and we introduce a generative model to handle it. The proposed model,
named dynamic latent block model, extend the classical binary latent block model to
the dynamic case. The modeling of the dynamic in a continuous time relies on a non-
homogeneous Poisson process, with a latent partition of time intervals. We proposed to
use the SEM-Gibbs algorithm for model inference.

Keywords. Co-clustering, dynamic binary matrices, latent block model, SEM-Gibbs
algorithm

1 Introduction

In many applications, it is now frequent to have to summarize large binary matrices that
may evolve along the time. For instance, e-commerce systems record in continuous time
all purchases of products made by customers. It is of interest for those companies to
cluster both customers and products to better understand the purchasing behaviors. The
simultaneous clustering of rows and columns of a matrices is known as a co-clustering
problem.

The Dynamic Latent Block Model introduced in the present work is a new and original
way to consider, in a dynamic framework, the Latent Block Model [see e.g. [2, 7]] which is
a popular generative model for co-clustering. We assume that the number of individuals
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(rows) i = 1, ..., n and the number of objects (columns) j = 1, ..., p is fixed during the
whole time period taken into account [0, T ]. Moreover, we consider that the interaction
occurring between the individual i and the object j at time u 2 [0, T ], is represented
by the triplet (i, j, u) with u  T , and it is denoted by xij(u). Thus, we assume that
the number of interactions between individuals and objects follows a non-homogenous
Poisson process (NHPP) where the intensity function λ(t) only depends on the clusters
they belong to [4].

In order to model the continuous time we consider the approach that has been used
in Corneli et al. (2018) [3]. In that paper the continuous time is handled by a time
partition over [0, T ] where the interactions are aggregated on the time intervals of such
partition obtaining a sequence of static matrices that allows us to identify the time
clusters. Therefore, the basic idea is to partition the time in small windows and to
cluster every time period, in this way it is possible to assign every time interval to a time
cluster. Intuitively, one time cluster can occur more than once in the temporal line when
its peculiar features are repeated after some time. This behaviour, for instance, is typical
when the phenomenon of seasonality is observed.

2 The dynamic latent block model

We consider a random matrix X(t) where the entry Xij(t), with i = 1, ..., n, j = 1, ..., p
and t 2 [0, T ], counts the number of interactions between i and j up to time t.

The latent structure of rows and columns of the matrix x(t) is identified by:

• z = (zik; i = 1, ..., n; k = 1, ..., K) : represents the clustering of rows into K groups:
A1, ...,AK . Row i belongs to cluster Ak iff zik = 1 and zi= (zik)k 2 (0 , 1 )K is the
group idicator of row i;

• w = (wj`; j = 1, ..., p; ` = 1, ..., L): represents the clustering of columns into L
groups: B1, ...,BL. Coloumn j belongs to cluster B` iff wj` = 1 and wj= (wj `)` 2 (0 , 1 )L

is the group idicator of coloumn j;

Moreover, z and w are indipendent and they are distributed as follows:

p(z|γ) =
K
Y

k=1

γ
|Ak|
k (1)

where:

γk =P{zi = k};
K
P

k=1

γk = 1 and |Ak| represents the number of rows in the cluster Ak.

p(w|⇢) =
L
Y

`=1

⇢
|B`|
` (2)
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where:

⇢` =P{wj = `};
L
P

`=1

⇢` = 1 and |B`| represent the number of coloums in the cluster B`.

As mentioned previously, a non-homogeneous Poisson process (NHPP) is used to count
the interactions between the row i and the column j up to time t 2 [0, T ], denoted by
Xij(t):

Xij(t)|zikwj` = 1 ∼ P

0

@

tZ

0

λk`(u)du

1
A (3)

where λk`(t) represents the intensity function that only depends on the considered row
cluster k and on the column cluster `. Moreover, λk`(t) has to be positive and integrable
on the time interval [0, T ].

As in Corneli (2016) [4], we discretize the continous time interval [0,T] in U subintervals,
where Iu = [tu−1 − tu[. , with:

0 = t0 < t1 < · · · < tU = T.

The number of interactions between i and j on the considered time partition Iu is
summarized by Xiju and is defined as:

Xiju := Xij(tu)−Xij(tu−1), 8(i, j, u).

We introduce a tensor X = {Xiju}iju with dimensionality N ⇥ P ⇥ U . As previously
described in a more theoretical way, each time interval I1, ..., IU is assigned to a hidden
time cluster C1, .., Cc. To model the membership to time clusters, a new latent variable s
has to be introduced, in particular su = c if and only if the time interval Iu belongs to
the time cluster Cc. Furthermore, we assume that s follows a multinomial distribution:

p(s|δ) =
C
Y

c=1

δ|Cc|c , (4)

where:

δc =P{su = c};
C
P

c=1

δc = 1 and |Cc| represents the number of time intervals in the

cluster Cc. The originality of this work lies in the fact that a dependence is assumed
between the two variables: Xiju and Su.

Once these additional assumpions have been made, we can rewrite Eq; (3) considering
that the intensity functions are stepwise constant on each time cluster Cc. Hence, now we
are considering a non- homogeneus Poisson process (NHPP) with parmeter λk`c and ∆u :

Xiju|zikwj`Suc = 1 ⇠ P(λk`c∆u) (5)
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where ∆u indicates the length of the interval Iu that is usually constant, ∆u = ∆.
Moreover, as pointed out in Corneli et al. (2018) [3], one can set ∆u = 1 without loss
of generality, indeed if, for instance, we have a dataset divided in week, the time interval
∆u could be set to one week. It is finally possible to introduce a tensor ⇤ = {λk`c}k`c of
dimension K ⇥ L⇥ C.

3 The likelihood

Since the increments of a Poisson process are independent it holds that:

p(Xiju|zikwjlsuc = 1, λk`) =
U
Y

u=1

 
(λklc)

Xiju

Xiju!
exp (−λklc)

!
(6)

Therefore, we can introduce the K ⇥ L ⇥ C tensor of order 3, λ, identified by the
triplet (i, j, u) and whose elements are denoted as ⇡k`c. At this point it is possible to write
the complete data likelihood of the model, identified by the following equation:

p(X, z, w, s|γ, ⇢, δ, λ) = p(z|γ) · p(w|⇢) · p(s|δ) · p(X|z, w, s, λ) (7)

Looking at the right hand side of the Eq. (7) we notice that p(z|γ), p(w|⇢) and p(s|δ)
have been defined in the previous section respectively by the Eqs. (1), (2) and (4). While
the joint distribution of X, given z, w, and s, can be easily obtained as a generalization
of the Eq. (6):

p(X|z, w, s, λ) =
K
Y

k=1

L
Y

`=1

C
Y

c=1

✓
(λk`c)

Rk`c

Pk`c

exp (−|Ak||B`||Cc|λk`c)

◆
(8)

where:

Rk`c =
nX

i=1

pX

j=1

UX

u=1

zikwj`sucXiju

Pk`c =
n
Y

i=1

p
Y

j=1

U
Y

u=1

(zikwj`sucXiju)!

Denoted as ✓ the set of the model parameters: ✓ = (γ, ⇢, δ, λ). The complete data
log-likelihood can be defined as

`(✓|z, w, S,X) =
X

z

X

w

X

c

log p(X, z, w, S|✓) (9)
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4 Model inference

As usual, we look for a way to maximize the log-likelihood in order to obtain the estimation
of θ. In the co-clustering case, the EM algorithm is computationally infeasible [6], the
idea is to use a stochastic version of it, known as SEM-Gibbs, proposed by Keribin C.
(2010) [9] and exploited, for instance, by Bouveyron et al. (2017) [1] in the Functional
Latent Block Model . Thanks to the Gibbs Sampling, in the SE step a partition for z, w
and s is generated without computing the joint distribution. The algorithm starts with
initial values for the parameter set θ(0), the column clusters w(0) and the time clusters
s(0). Regarding the burn-in period, after a certain number of iterations of the algorithm,
we can obtain the final parameters estimation by computing the mean of the sampled
distribution. The optimal values for z, w and s are estimated by the mode of their
sample distributions.

5 Conclusion and further work

We introduced in this short paper a generative model for co-clustering dynamic binary
matrices. We proposed to use the SEM-Gibbs algorithm for model inference. Regarding
further work, we are currently working on an implementation of this algorithm and we
plan to apply it on real-world data from Amazon recording fine food purchases over 8
years.
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Résumé. Lorsque les observations d’un phénomène semblent provenir de plusieurs
lois différentes, il existe deux approches dans la littérature : soit l’ordre des observations
a un sens (comme dans le cas de séries temporelles) et nous chercherons dans ce cas
les moments de ruptures séparant les lois (Carlstein et al., 1994), soit il n’en a pas et
nous utiliserons les modèles de mélange (McLachlan, 1982). Dans chacun des cas, les
procédures sont alors assez différentes. Dans le cas de tableaux, il est possible de chercher
des comportements différents à la fois sur les lignes et les colonnes et, là encore, il existe
deux techniques suivant si l’ordre des lignes et des colonnes a un sens (Brault et al., 2017,
2018) ou pas (Govaert et Nadif, 2003).

Toutefois, et à notre connaissance, il n’existe pas encore de procédure lorsque l’ordre
sur les colonnes a un sens mais pas celui sur les lignes (ou inversement). Pour l’instant,
les modèles utilisés considèrent les colonnes sans ordre en espérant que les groupes formés
à la fin soient connexes et/ou cohérents (voir par exemple Corneli et al., 2019).

Dans ce travail, nous tentons de concilier les outils des deux communautés pour étudier
l’apport de bien considérer l’ordre ou non. Nous présenterons différentes procédures issues
du croisement de ces communautés et comparerons les résultats avec les procédures faisant
le choix de ne pas prendre en compte l’ordre.

Mots-clés. Modèle de mélanges, Segmentation

Abstract. In the literature, two different approaches exist when one can assume that
observations of a phenomenon come from different distributions: (1) if the order of these
observations is meaningful, as it is the case for time series for instance, then we search
for change points to differentiate the distributions (Carlstein et al., 1994); (2) if the order
of the observations is not relevant then mixture models (McLachlan, 1982) are a suitable
approach. Furthermore, in the case of data matrices one can also search for distinct
patterns between the rows and the columns, and once again, two techniques can be used
depending on whether the order of the rows and/or the columns is relevant (Brault et
al., 2017, 2018) or not (Govaert et Nadif, 2003). However, to the best of our knowledge,
there is no existing procedure able to handle the case where the order is only important

∗Institute of Engineering Univ. Grenoble Alpes
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for one of the two dimensions (i.e. either the rows or the columns). Traditionally, the
models introduced in this context are considering the columns without constraining the
order of the obtained group, hoping that they are connected (see Corneli et al., 2019).

In this work, we study the possibility of a hybrid approach between the aforementioned
communities of research. We will introduce different procedures, where the order can be
imposed only on the rows or on the columns, and will compare to previous works that
were not taking order into account.

Keywords. Mixture Model, Change Point

1 Introduction

Dans cet exposé, nous nous intéressons au cas où nous observons plusieurs courbes (par
exemple, des consommations électriques) issues de plusieurs phénomènes ayant des rup-
tures. Sur la figure 1, nous avons représenté 1000 courbes issues de deux phénomènes
différents (schématisés ici par les couleurs noires et rouges) ainsi que les emplacements
des ruptures pour chaque groupe (en traits pointillés bleus sur les figures centrales pour
le groupe noir et les figures de droites pour le groupe rouge).

Nous pouvons observer que les groupes n’ont pas forcément le même nombre de rup-
tures.

Dans cet exposé, nous proposons une modélisation de ce phénomène et deux algo-
rithmes d’estimations des paramètres.

2 Modèle

Dans cet article, nous nous intéressons aux mélanges de segmentations. Pour cela, nous
supposons qu’il existe n courbes (Y i)1ij p dimensionnelles de longueurs d appartenant
à K groupes de façon indépendante et avec une probabilité ⇡k. Pour chaque groupe k,
nous supposons qu’il existe Lk ruptures 0 = Tk,0 < Tk,1 < · · · < Tk,Lk

< Tk,Lk+1 =
d, Lk + 1 moyennes

(
µk,`

)
1`Lk+1

2 R(Lk+1)⇥p et Lk + 1 variances
(
σ2
k,`

)
1`Lk+1

de

telle sorte que pour tout k 2 {1, . . . , K}, pour tout ` 2 {0, . . . , Lk} et pour tout j 2
{Tk,` + 1, Tk,` + 2, . . . , Tk,`+1}, nous ayons :

Y i,j
ind⇠ N

(
µk,`, σk,`Ir

)

où Ir est la matrice identité de dimension r ⇥ r. Avec ces conditions et en notant T

l’ensemble des ruptures et θ l’ensembles des paramètres, nous obtenons donc la vraisem-
blance suivante :

p (Y ;K,T ,θ) =
n
Y

i=1

K
X

k=1

⇡k

Lk
Y

`=0

Tk,`+1
Y

j=Tk,`+1

p
Y

r=1

"

1
p

2⇡σk,`

e
− 1

2σk,`
(Yk,`,r−µk,`,r)

2
#

.
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Figure 1: Représentation de n = 1000 courbes de dimension d = 2 et de longueurs
d = 100 (à gauche) issues de deux groupes différents (le noir et le rouge ; groupes estimés
par l’algorithme présenté en section 3). Au centre, nous avons conservé uniquement les
courbes du groupe noir et, à droite, les courbes issues du groupe rouge ; les traits pointillés
noirs et rouges correspondent aux moyennes estimées des plateaux et les traits pointillés
bleus symbolisent les instants de ruptures estimés.

Ainsi, nous reconnaissons la partie propre aux modèles de mélanges et celle se rapportant
à la segmentation. En plus des paramètres K, T et θ, nous cherchons également à
estimer la partition z que nous noterons indifféremment sous sa forme binaire (zi,k = 1
si et seulement la courbe i appartient à la classe k) et sa forme vectorielle (zi = k si et
seulement si la courbe i appartient à la classe k).

3 Estimation

Pour l’estimation, nous supposons connâıtre le nombre de groupes K et les nombres
de ruptures L1, . . . , LK et nous allons alors utiliser l’algorithme Espérance Maximisation
proposé par Dempster et al. (1977) dont le but est de maximiser l’espérance conditionnelle
de la logvraisemblance complète étant donné des paramètres θ(c) et des ruptures T (c) fixés :

E
z|T (c),θ(c) [log p (Y , z;T ,θ)] .

L’algorithme procède en deux étapes consistant à calculer l’espérance (étape E) étant
donnés T (c) et θ(c) et à trouver les paramètres T et θ la maximisant puis de recommencer
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jusqu’à une convergence locale du critère.
Si l’étape E ne pose pas de difficultés techniques, nous avons un problème pour la

maximisation des instants de ruptures T et des paramètres θ. En effet, l’algorithme
classique de segmentation, appelé algorithme de programmation dynamique, possède une
complexité näıve de O (nd2r) dans notre cas qui doit être appliqué à chaque itération
pour chaque groupe. Afin de contourner ce problème de vitesse, certains auteurs comme
Brault et al. (2017) proposent de transformer le problème en une estimation équivalente
d’une régression linéaire dont le paramètre d’intérêt serait sparse et donc d’utiliser les
procédures LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). L’inconvénient
de ces méthodes est la gestion du paramètre de régularisation de la méthode LASSO et
la multiplication du nombre de ruptures estimées.

4 Conclusions

Dans cet exposé, nous expliciterons et comparerons les deux méthodes (Programmation
Dynamique et LASSO) sur leurs qualités d’estimation des ruptures et leurs rapidités.
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59650 Villeneuve d’Ascq, France, christophe.biernacki@inria.fr
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Résumé. La classification sur les graphes à couches multiples rencontre un intérêt
croissant depuis une décennie en raison de leurs nombreux champs d’applications. Différentes
méthodes ont été proposées, mais elles reposent toutes sur l’hypothèse que la totalité des
interactions entre les noeuds du réseau sont observées. Nous proposons un cadre statis-
tique afin d’étudier le cas souvent plus réaliste dans lequel des noeuds ne sont pas observés
sur certaines couches. Une méthode spécifique permettant d’estimer les paramètres du
modèle et d’imputer les valeurs d’interactions manquantes est également proposée.

Mots-clés. Graphes à couches multiples, Classification, Stochastic Block Model,
données manquantes.

Abstract. Multilayer graphs clustering have gained increasing interest this last
decade due to numerous applications in various fields. Several clustering methods have
been proposed, but they rely all on the assumption that the network is fully observed.
We propose a statistical framework to handle nodes that are missing on some layers as
well as a method to estimate the model parameters and to impute missing edge values.

Keywords. Multilayer graph, Clustering, Stochastic Block Model, missing data.

1 Introduction

Simple graphs are often used to model relationships between different agents: each agent
is associated to a node and the link between two agents is represented by an edge between
the corresponding nodes. Weighted and directed edges can be used to express the intensity
and the direction of a link.

However, relationships between agents can have multiple aspects that are better repre-
sented by multilayer graphs where each layer corresponds to one aspect of the relationship.
For example, the social network of a person involves different relationship types such as
emails exchanges, telephone calls, offline personal interactions, professional links and so
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on. All these layers are dependent to some extent since a modification in one layer can
impact the others. For example a change of employer could have repercussions on both
online and offline networks. A layer might also correspond to a snapshot of the entire
network at a sampled time instant. These networks are sometimes referred to as temporal
or dynamic networks to emphasise that they are time dependent.

Because of their broad field of applications including Biology, Sociology, Genetics and
Ecology, multilayer graph analysis has gained increasing attention in the last decade,
especially for clustering purposes (see [Kim and Lee, 2015] for a survey). Although var-
ious clustering methods have been proposed, they rely on the common assumption that
the network is fully observed. However missing values often occur in practice. For in-
stance, various missing schemes for edges have been already studied for unilayer graphs
in [Tabouy et al., 2019].

We propose a new sampling design to deal with missing nodes in some layers. Until
now only missing edges have been considered in the literature. In the unilayer case,
since there is no information about missing nodes, it is impossible to make an inference
concerning their links with the other nodes. But in the multilayer case, a missing node in
one layer can be present in other layers and the additional information provided by the
layers where the node is observed can be used. Moreover, efficiently clustering missing
nodes in some layer would have interesting applications in link prediction.

Our originality is to propose some algorithms for estimating the model parameters
and the latent partition when some nodes are missing between layers. Our proposal fully
relies on the existing Multi-Layer Stochastic Block Model [Lei et al., 2019] embedded in
an explicit missing data mechanism.

In Section 2 we introduce notations, present the classical Stochastic Block Model for
unilayer graphs, its extension to the multilayer case and also some non-response mech-
anisms. Section 3 describes the estimation procedure based on approximations of the
maximum likelihood estimator. Finally, Section 4 exposes our future work directions
which include ongoing numerical experiments.

2 A model for multilayer networks with missing nodes

2.1 Multilayer networks notations

A network can be recorded by an adjacency matrix. Thus a multilayer network can be
represented by a collection of l = 1, . . . , L adjacency matrices: each layer l is associated
to an adjacency matrix Y l = (Y l

ij)1i,jn and the whole multilayer network is denoted by
Y = (Y l)1lL. A multilayer graph is said to be pillar, if the set of nodes N = {1, . . . n}
is the same in each layer.

2
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We restrict our study to undirected graphs that don’t have loops. This implies that
all the adjacency matrices are symmetric and have zero diagonal.

Let Rl
ij = 1 if the edge between the nodes i and j in the layer l is observed and 0

else. We denote Do,l = {(i, j) such that Rl
ij = 1} the indexes of the observed edges in

layer l, Y o,l = (Y l
ij)(i,j)2Do,l the corresponding values of the observed edges in layer l and

Y o = (Y o,l)1lL . Symmetrically, we denote Dm,l = {(i, j) such that Rl
ij = 0} the set

of missing edges in layer l, Y m,l = (Y l
ij)(i,j)2Dm,l the corresponding values of the observed

edges in layer l and Y m = (Y m,l)1lL . We say that a node i is not observed in the layer l
if any of the edges between i and the other nodes are unobserved in this layer. We denote
by N o,l the corresponding set of observed nodes. The set of nodes that appear in at least
one layer is denoted by N o = [lN o,l.

2.2 The Multi-Layer Stochastic Block Model (ML-SBM)

The ML-SBM is an extension to multilayer networks of the Stochastic Block Model (SBM)
devoted to unilayer networks. In the ML-SBM each layer is generated from a SBM, with
eventually different connectivity parameters, and every node has the same block member-
ship in every layer. A first introduction of this model can be founded in [Lei et al., 2019].

Let K = {1, . . . , K} the different block (or cluster) numbers. The block-membership
of the node i is encoded by Zi, and (Zi)i2N are i.i.d. random variables distributed over K,
independently of the layer number. The whole partition is now denoted by Z = (Zi)i2N .
The distribution of Zi is completely determined by P(Zi = k) = αk for k = 1 . . . K. It
is sometimes convenient to associate Zi to a binary vector (Zi1, . . . , ZiK) where Zik =
1 if Zi = k and Zik0 = 0 for k0 6= k. The realization of the random variable Zi is
denoted in lowercase by zi, and the whole mixing proportion parameter is denoted by
α = (α1, . . . ,αK).

Considering now the adjacency matrices Y l (l = 1, . . . , L), ML-SBM considers that
there is no loops (for all i, Y l

ii = 0), the adjacency matrix is symmetric (Yij = Yji for all i
and j), and conditional distribution of edges depends on the layer. This latter is given by

Y l
ij|(Zi = k, Zj = k0)

i.i.d.
⇠ B(⇡l

kk0), 8i < j

where B(p) denotes a Bernoulli distribution of parameter p and ⇡
l
kk0 is the probability for

node in community k to be linked with a node in community k0. Let finally denotes by
⇡
l = (⇡l

kk0)1k,k0K a symmetric matrix of probabilities and also ✓ = (↵, ⇡1, . . . , ⇡L) the
whole mixture model parameter.

2.3 Missing values

The mechanisms for missingness can be traditionally classified as MCAR (missing com-
pletely at random), MAR (missing at random) or MNAR (missing not at random). We
assume that nodes are MAR and that the missingness mechanism is ignorable. Such a
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classical assumption avoids to define (and then estimate) the related distribution of the
Rl

ij’s since it will have no consequence on the estimation of the parameter of interest in
the clustering context, namely θ, [Little and Rubin, 2002].

3 Maximum likelihood estimation (MLE)

3.1 Observed and complete log-likelihood

The complete data log-likelihood of the model is given by

Lc(θ; z, Y ) =
X

i

log(αzi) +
X

i,j,l
i<j

(Y l
ij log ⇡

l
zi,zj

+ (1− Y l
ij) log(1− ⇡

l
zi,zj

)).

However the block membership is usually not observed and some edge values are also
missing. So we rather use the observed log-likelihood L(✓;Y o) obtained by integration
over the latent variables Z and the missing edges Y m, given by

L(✓;Y o) = log

 

X

z

Z

Y m

exp(Lc(✓; z, Y ))dY m

!

.

The associated MLE is computationally intractable in general, even with a classical
EM algorithm [Dempster et al., 1977]. But there exists approximate EM algorithms and
we explore one of them below. Once we have an estimate ✓̂ for ✓, the partition and the
missing edges can be respectively estimated by

Ẑ = argmax
z

P✓̂(z|Y o) and Ŷ m = argmax
Y m

P✓̂(Y
m|Y o). (1)

3.2 Variational EM (VEM)

The VEM algorithm has been developped in [Daudin et al., 2008] for avoiding computa-
tional difficulties implied by the EM algorithm when estimating the SBM. Instead of trying
to maximize L(✓;Y o), VEM intends to maximize a lower bound J✓,τ (Y

o) := L(✓;Y o) −
KL(Pτ (Z)||P✓(Z|Y o)) = EPτ (Z)(log(P✓(Z, Y

o))) of this quantity. If we consider the set of
all possible distributions Pτ for Z, the maximum is attained when Pτ (Z) = P✓(Z|Y o) but
this last quantity is difficult to compute. So we restrict the set in which Pτ belongs to.
We are only looking on probability that can be factorized such that Pτ (Z) =

Q

i Mτi
(Zi)

where Mτi
is the multinomial distribution with parameters ⌧i = (⌧i1, . . . , ⌧iK) and ⌧ =

(⌧1, . . . , ⌧n).

After having chosen an initial parameter ✓(0), we construct iteratively a sequence (✓
(t)
t≥1

by repeating the following steps until ||✓(t+1) − ✓
(t)|| < ✏, where ✏ is a parameter fixed by

the user.
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• VE step: compute τ (t) := argmax
τ
J✓(t),τ (Y

o);

• M step: update θ(t) by θ(t+1) := argmax✓ J✓,τ (t)(Y
o).

These two maximization problems are solved straightforwardly:

1. The variational parameters τ (t) maximizing J✓(t),τ (Y
o) when θ(t) is held fixed are

obtained with the following fixed point relation:

τ
(t)
ik / α

(t)
k

Y

lL
(i,j)2Do,l

i<j

K
Y

k0=1

b(Y l
ij; ⇡

l(t)

kk0)
τ
(t)

jk0 ,

where b(y, ⇡) = ⇡
y(1− ⇡)1−y.

2. The parameters ✓(t+1) maximizing J✓,τ (t)(Y
o) when ⌧

(t) is held fixed are:

↵
(t+1)
k =

P

i2N o ⌧
(t)
ik

|N o| , ⇡
l(t)

kk0 =

P

(i,j)2Do,l

i<j

⌧
(t)
ik ⌧

(t)
jk0Y

l
ij

P

(i,j)2Do,l

i<j

⌧
(t)
ik ⌧

(t)
jk0

.

3.3 Missing value estimation: partition and edges

The VEM algorithm provides an estimation of the ML-SBM parameters that can be used
to solve the maximization problems (1) in order to get an estimator for the partition
and missing edges. Unfortunately, these optimization problems are computationally in-
tractable. We propose an approximated solution based on Gibbs sampling. Let’s describe
the algorithm.

1. Initialisation. Let z(0) = (z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n ) and Y m(0)

random initial choices for the
partition and missing values.

2. Sampling partition. Generate the partition with:

P✓̂(z
(t)
i = k|Y o, Y m,(t−1), z−i,(t−1)) / ↵̂k ⇥

Y

l,j,k0

b(yl
0

ij; ⇡̂
l
kk0)

z
(t−1)

jk0

where z−i,(t−1) correspond to z(t−1) with the ith component removed.

3. Missing values imputation. Generate the missing data Y lm,(t)
= (yl

(t)

ij ) l2[L]
i,j2Y m

i<j

according to:

P✓̂(y
l(t)

ij |Y o, z(t)) =
Y

k,k0

b(yl
(t)

ij ; ⇡̂l
kk0)

z
(t)
ik z

(t)

jk0 .

Gibbs algorithm is iterated several times. The samples obtained during the burn-in
period are disregarded. Finally, the final partition and missing observations are estimated
using the mode of their marginal sampled distribution.
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4 Directions for future works

We intend to perform numerical experiments on simulated and real data. We are also
aiming to extend the proposed model and develop a clustering algorithm for multilayer
graphs based on spectral methods because these methods have good performance on
unilayer graphs and are more scalable than those based on maximum likelihood approxi-
mations.
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Résumé. La profondeur de Tukey est une notion statistique qui suscite beaucoup
d’intérêt en statistique multivariée, car elle permet d’ordonner les données en généralisant,
d’une certaine manière, la notion de quantile. Etant donnés une loi de probabilité et des
données i.i.d. suivant cette loi, nous étudions la convergence des ensembles de niveau
de la profondeur empirique vers les ensembles de niveau théoriques. Ces ensembles de
niveau peuvent être interprétés comme des quantiles multivariés. Sous des hypothèses
raisonnables, nous montrons la concentration des ensembles de niveau empiriques à la
vitesse paramétrique, en utilisant des outils de géométrie convexe, de processus empiriques
et de programmation linéaire semi-infinie.

Mots-clés. Pronfondeur de Tukey, ensembles de niveau, quantiles multivariés, con-
vexité, fonction de support, distance de Hausdorff, programmation linéaire semi-infinie.

Abstract. Tukey depth has attracted much attention in multivariate statistics, be-
cause it allows to order the data, while extending the notion of univariate quantiles. Given
a probability distribution and i.i.d. data from this distribution, we study the convergence
of the level sets of the empirical depth towards those of the population depth. These level
sets can be interpreted as multivariate quantiles. Under reasonable assumptions, we prove
that the empirical level sets concentrate at the parametric rate, borrowing some tools from
convex geometry, empirical process theory and semi-infinite linear programming.

Keywords. Tukey depth, level sets, multivariate quantiles, convexity, support func-
tion, Hausdorff distance, semi-infinite linear programming.

1 Introduction

Pour des données multivariées, il n’existe pas d’ordre canonique, contrairement au cas
univarié, où beaucoup de procédures statistiques sont basées sur les statistiques d’ordre
(tests de rang, valeurs extrêmes, etc.). C’est pourquoi plusieurs notions de profondeur
statistique ont été proposées, afin d’ordonner les données de sorte que, dans un nuage de
point multivarié, les points les plus centraux soient considérés comme profonds, et que
les points périphériques soient considérés comme peu profonds. La notion de profondeur
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statistique a été définie de manière rigoureuse par [14]. Le cas particulier de la profondeur
de Tukey, définie par [12] dans un but général de décrire les données multivariées, est
celui auquel nous nous intéressons ici. Cette notion de profondeur a été le sujet de
beaucoup de travaux de recherche, avec des applications à la visualisation des données
[7], la statistique robuste [3, 1], l’inférence non paramétrique [8], le bootstrap [13], la
classification supervisée [5, 6], etc. Certaines propriétés asymptotiques de la profondeur
de Tukey empirique ont été établies par [10], et la définition même de cette profondeur
a été généralisée au cas de données fonctionnelles, ou non Euclidiennes [4]. Ici, nous
nous intéressons aux ensembles de niveau de la profondeur de Tukey empirique et à leurs
propriétés non asymptotiques, notamment leur concentration, au sens de la distance de
Hausdorff, autour des ensembles de niveau théoriques. Nous montrons aussi pourquoi ces
ensembles peuvent être interprétés comme des quantiles multivariés, et établissons un lien
avec un objet important en géométrie convexe, appelé corps flottant (“floating body”).

Cette présentation est basée sur le travail [2].

1.1 Définitions

Dans toute la suite, µ une mesure de probabilité sur Rd (d ≥ 1 est fixé dans toute la
suite). La profondeur de Tukey associée à µ est la fonction Dµ définie par

Dµ(x) = inf
H2H:H3x

µ(H), 8x 2 R
d,

où H est l’ensemble des demi-espaces fermés de Rd. La profondeur d’un point est la plus
petite masse d’un demi-espace fermé contenant ce point. Lorsque X1, . . . , Xn sont des
données dans Rd (où n ≥ 1), la profondeur empirique est la fonction de profondeur Dµ̂n ,
associée à la mesure empirique µ̂n. Elle se réécrit de manière plus simple

Dµ̂n(x) = inf
H2H:H3x

n−1#{i = 1, . . . , n : Xi 2 H}, 8x 2 R
d,

et s’interprète comme le nombre minimal de données incluses dans un demi-espace fermé
contenant x.

On fixe un nombre α 2 (0, 1) et on s’intéresse aux ensembles de niveau

Gµ = {x 2 R
d : Dµ(x) ≥ α} et Gµ̂n = {x 2 R

d : Dµ̂n(x) ≥ α}.

En particulier, que peut-on dire sur ces deux ensembles, et sur leur distance ? La distance
que nous considérons est la distance de Hausdorff, définie par

dH(A,B) = max

✓

max
a2A

d(a,B),max
b2B

d(b, A)

◆

,

pour tous ensembles compacts non vides A et B dans Rd: il s’agit de la plus grande
distance d’un point d’un des deux ensembles à l’autre ensemble.
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La fonction de support d’un ensemble convexe compact (non vide) G est la fonction

hG(u) = max
x2G

u>x, 8u 2 R
d.

Lorsque u 6= 0, il s’agit simplement de la plus grande distance signée de l’origine à
un hyperplan tangent à G orthogonal à u. Une propriété essentielle de la distance de
Hausdorff est que si les ensembles A et B sont convexes, alors

dH(A,B) = max
u2Sd−1

|hA(u)− hB(u)|, (1)

où Sd−1 est la sphère Euclidienne unité de Rd.
Pour tout u 2 Rd \ {0}, on note Fu la fonction de répartition de la projection de µ

le long de u, i.e., Fu(t) = P[u>X  t], pour tout t 2 R. On note les quantiles gauche et
droit d’ordre 1− α de la projection de µ le long de u comme suit:

q[u = inf{t 2 R : P[u>X  t] ≥ 1− α} et q]u = sup{t 2 R : P[u>X ≥ t] ≥ α}.

On peut à présent définir les quantiles multivariés gauche et droit d’ordre (1− α) de µ:

G⌘
MQ = {x 2 R

d : hu, xi  q⌘u, 8u 2 S
d−1}, ⌘ 2 {[, ]}. (2)

Enfin, on rappelle la définition du corps flottant d’ordre ↵ de µ:

GFB =
\

H2H:µ(H)≥1−↵

H.

Cette définition apparâıt essentiellement en géométrie convexe, dans la cas où µ est la
mesure uniforme sur un ensemble convexe compactK: dans ce cas, GFB, aussi appelé corps
flottant d’ordre ↵ de K, consiste en l’intersection de toutes les calottes de K (intersection
de K avec un demi-espace fermé) de volume au moins égal à une fraction 1−↵ du volume
total de K [11].

1.2 Le cas univarié

En dimension 1, la profondeur de Tukey se décrit de manière très simple. Pour tout x 2 R,
Dµ(x) = min (µ ((−1, x]) , µ ([x,1))). En particulier, si µ est absolument continue par-
rapport à la mesure de Lebesgue, Dµ(x) = min (F (x), 1− F (x)), où F est la fonction

de répartition de µ. L’ensemble Gµ n’est autre que [q[↵, q
]
1−↵], où, pour tout β 2 (0, 1),

q[β (resp. q]β) est le quantile gauche (resp. droit) d’ordre β de µ. Remarquons que le
quantile gauche d’ordre ↵ de µ cöıncide avec l’opposé du quantile droit d’ordre 1− ↵ de
−X, où X ⇠ µ. Si X1, . . . , Xn sont des données réelles, Gµ̂n = [X(dn↵e), X(bn(1−↵)c+1)], où
X(1)  X(2)  . . .  X(n) correspond à l’échantillon réordonné. Dans ce cas, on observe
immédiatement le lien entre l’ensemble de niveau de la profondeur de Tukey et la notion
de quantiles.
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1.3 Premières propriétés des ensembles de niveau

Le premier résultat que nous exposons ici montre le lien entre les quantiles multivariés, le
corps flottant et l’ensemble de niveau de la profondeur de Tukey.

Lemme 1 GFB = G[
MQ ✓ G]

MQ = Gµ.

En particulier, si µ satisfait des conditions de continuité, ces quatre ensembles cöıncident.
Une autre conséquence de ce lemme est que l’ensemble Gµ (et, de même pour Gµ̂n) est con-

vexe, puisque, vu comme G]
MQ, il est donné par des contraintes linéaires. Ainsi, et comme

on le verra plus tard, sa fonction de support est donnée comme la valeur maximale d’une
forme linéaire sous un nombre infini de contraintes linéaires:

hGµ(u) = max
{
u>x : v>x  q]v, 8v 2 S

d−1
 

.

En particulier, hGµ  q]· , avec égalité garantie dès lors que la fonction q]· est convexe, ce
qui n’est pas le cas en général (cf. [2, Proposition 1]).

1.4 Concentration des ensembles de niveau empiriques

Dans la suite, on considère un échantillon de données i.i.d. de loi µ, noté X1, . . . , Xn et
on cherche à borner, avec grande probabilité, dH(Gµ̂n , Gµ). Pour u 2 Rd, on note q̂u le
quantile empirique droit des données projetées u>X1, u

>X2, . . . , u
>Xn.

On fait les hypothèses suivantes sur µ. Les nombres strictement positifs ", L, r et R
sont fixés et satisfont " < r  R.

Hypothèse 1 • Pour tout u 2 Sd−1, Fu est continue sur [q]u − ", q]u + "].

•
∣

∣Fu(t)− Fu(q
]
u)
∣

∣ ≥ L
∣

∣t− q]u
∣

∣, pour tout u 2 Sd−1 et t 2 [q]u − ", q]u + "].

• Il existe a 2 Rd tel que B(a, r) ✓ Gµ ✓ B(a,R).

La seconde hypothèse assure que q[u = q]u et que Fu n’est pas trop plate autour de q]u,
ce qui assure la concentration du quantile empirique à la vitesse paramétrique, pour tout
u 2 Sd−1. Les deux premières hypothèses sont vérifiées pour une très grande classe de
distributions. Par exemple, si µ admet une densité strictement positive par-rapport à la
mesure de Lebesgue.

La troisième hypothèse implique, en particulier, que Gµ n’est pas vide. Il est bien
connu que dès lors que ↵  1/(d+1), Gµ ne peut pas être vide, mais que si ↵ > 1/(d+1),
il existe des distributions µ pour lesquelles Gµ = ; [3]. En revanche, si µ est log-concave,
alors on a la garantie que Gµ 6= ; lorsque ↵  1/e [9, Lemme 5.12].

Notre résultat principal est le suivant.
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Théorème 1 Supposons les hypothèses ci-dessus satisfaites et soit x ≥ 0 tel que
10
p

5(d+ 1)

L


x < "
p
n, où C =

R

r

1 + "/r

1− "/r
et soit A = e−250(d+1). Avec probabilité au moins 1 −

Ae−L2x2/2+10
p

5(d+1)x,

dH(Gµ̂n , Gµ) 
Cxp
n
.

En particulier, cela prouve que dH(Gµ̂n , Gµ) = OP(n
−1/2). La démonstration de ce

théorème repose essentiellement sur les deux arguments suivants.

Lemme 2 Pour tout z 2 R satisfaisant
10
p

5(d+1)

L
p
n

 z < ",

P



sup
u2Sd−1

|q̂u − q]u|  z

]

≥ 1− A exp
⇣

−L2z2n/2 + 10
p

5(d+ 1)Lz
p
n
⌘

.

Ce premier lemme repose sur la théorie des processus empiriques et sur le fait que,
grâce à la seconde hypothèse,

P



sup
u2Sd−1

|q̂u − q]u|  z

]

≥ P



sup
H2H0

|µn(H)− µ(H)|  Lz

]

,

où H0 est un sous-ensemble de la famille de tous les demi-espaces fermés de Rd, dont la
dimension de Vapnik-Chervonenkis est égale à d+ 1.

Le second lemme permet de contrôler supu2Sd−1 |hGµ̂n
(u)−hGµ(u)| à partir du contrôle

de supu2Sd−1 |q̂u − q]u|. C’est l’argument clef de la démonstration, qui s’appuie sur la
programmation linéaire semi-infinie. En effet, d’après le Lemme 1, hGµ(u) (et de même
pour hGµ̂n

(u)) est la valeur maximale de la forme linéaire u>x sous les contraintes linéaires
v>x  q]v, v 2 Sd−1.

Pour toute fonction ⇣ : Sd−1 ! R, on note K⇣ = {x 2 R
d : u>x  ⇣(u), 8u 2 S

d−1}.

Lemme 3 Soient φ et φ̂ deux fonctions continues sur Sd−1. Supposons que Kφ and Kφ̂

sont d’intérieurs non vides et que B(a, r) ✓ Kφ ✓ B(a,R), pour un certain a 2 Rd. Soit

⌘ = max
u2Sd−1

|φ̂(u)− φ(u)|. Alors, si ⌘ < r, on a

dH(Kφ̂, Kφ) 
⌘R

r

1 + ⌘/r

1− ⌘/r
.

On applique enfin ce lemme déterministe à Gµ = Kq]·
et Gµ̂n = Kq̂]·

, en remarquant que

la fonction q̂]· : u 7! q̂]u est µ-presque sûrement continue, et que la fonction q]· : u 7! q]u,
quant à elle, est continue grâce aux deux premières hypothèses ci-dessus.
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Résumé. L¶RbMeW de ceWWe cRPPXQicaWiRQ eVW de SUpVeQWeU Oa PpWhRde MLDA-TCT 

(Multiblock Linear Discriminant Analysis of Three-way Contingency Tables). Cette méthode 

permet de décrire un ensemble de tableaux de contingence observés dans différentes 

circonstances et possédant tous le même nombre de lignes et de colonnes. MLDA-TCT calcule 

une ou plusieurs composantes pour chaque tableau : ces composantes décrivent d¶XQe SaUW les 

relations entre les différents tableaux, et d¶aXtre part les relations entre les lignes et les colonnes 

de ceV WabOeaX[. UQ e[ePSOe d¶aSSOicaWiRQ eVW dRQQp : la comparaison des tableaux de 

cRQWiQgeQce dpcUiYaQW Oa UeOaWiRQ eQWUe Oe W\Se d¶RbMeW YROp eW Oa cOaVVe d¶kge, VeORQ OeV geQUeV. 
Mots-clés. Analyse discriminante, analyse canonique généralisée, analyse des 

correspondance multi-blocs, tableau de données bi-partitionné. 

 

Abstract.  The purpose of this communication is to introduce MLDA-TCT (Multiblock 

Linear Discriminant Analysis of Three-way Contingency Tables),  a new method for analyzing 

a set of contingency tables which have been observed in different occasions and have the same 

number of rows and the same number of columns. MLDA-TCT computes one or several 

components for each data table : these components  take into account canonical correlation 

between data tables and the partition given by the occasions in one hand, and in the other hand 

take into account relationships between rows and columns of the contingency tables in the other 

hand. An example of application is given: it concerns relationship between stolen object and 

age classes, by gender. 

    

Keywords. Linear discriminant analysis, generalized canonical analysis, multiblock 

correspondence analysis, bi-partitioned data table. 

 

 

 

1. Les données et le problème 

1.1   Les données 

On considère une suite de K tableaux de contingence Ck , pour � ൌ 1, … , �.  Chaque tableau Ck 

comporte r lignes et   m colonnes. 

.Xk  (resp.  Yk) est le tableau disjonctif complet à nk  lignes et r (resp. m colonnes) qui indique la 

modalité des lignes (resp. colonnes) prise par chacun des nk individus du tableau Ck , pour � ൌ1, … , �.  IO V¶eQVXiW TXe �� ൌ ��ᇱ �� . 
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X (resp. Y) désigne le tableau disjonctif complet à � ൌ ∑ �� ��=1 lignes et r (resp. m)  colonnes 

qui indique la ligne (resp. la colonne) à laquelle appartient chacun des n individus des K 

tableaux. 

 G est le tableau disjonctif complet à n lignes et K colonnes qui indique à quel tableau appartient 

chacun des n individus, tandis que Z est le tableau juxtaposant X et Y. 

 

 
 

 

1.2   Le problème   

IO V¶agiW j Oa fRiV : 

- de décrire chacun des tableaux de contingence Ck , pour k=1,…,K, aX VeQV d¶XQe aQaO\Ve 
des correspondances (et donc d¶XQe aQaO\Ve caQRQiTXe eQWUe Xk  et  Yk ), c¶eVW j dire 

finalement de décrire les relations entre X et  Y. 

- d¶e[SOiTXeU Oa partition des individus en  K classes, aX VeQV d¶XQe aQaO\Ve diVcUiPiQaQWe 
pour laquelle G  est la variable à expliquer et X et Y  sont les variables explicatives. 

2. La méthode 

2.1 Les critères à maximiser  

MLDA-TCT (Multiblock  Linear Discriminant Analysis of Three-way Contingency Tables, 

Casin (2019)) est la méthode MLDA (Casin (2018)) appliquée à une suite de tableaux de 

contingence.  

A O¶pWaSe 1,  MLDA-TCT  détermine  la variable synthétique normée �1 telle que : 

  

- �ଶሺ�1, ��1ሻ (resp. �ଶሺ�1, ��1ሻ) ait une valeur maximale, ��1  (resp. ��1) désignant la 

projection de �1  VXU O¶eVSace eQgeQdUp SaU OeV cRORQQeV de X (resp. Y) : iO V¶agiW dX 
critère d¶aQaO\Ve caQRQiTXe gpQpUaOiVpe de Carroll (1968). 

- ��ଶ  (resp. ��ଶ) ait une valeur maximale, ��ଶ  (resp. ��ଶ) désignant le pouvoir discriminant 

de la variable ��1  (resp. ��1) par rapport à la variable à expliquer G : iO V¶agiW dX cUiWqUe 
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d¶aQaO\Ve diVcUiPiQaQWe de FiVheU (1936). 
 

La maximisation séparée de chacun de ces deux critères ne conduit pas aux mêmes solutions, 

et on choisit donc de maximiser un compromis entre ces deux critères.  

A O¶pWaSe 1, iO V¶agiW de déterminer la composante normée �1 telle que �ଶሺ�1, ��1ሻ��ଶ +�ଶሺ�1, ��1ሻ��ଶ ait une valeur maximale.  

A O¶pWaSe k,  �� est la composante normée telle que �ଶሺ��, ���ሻ��� + �ଶሺ��, ���ሻ���  soit maximal 

sous les contraintes d¶RUWhRgRQaOiVaWiRQ �൫��� , ��� ൯ pour � ൌ 1, … , � െ 1 et �൫���, ���൯ pour � ൌ1, … , � െ 1. 

 

2.2 La solution 

Soit �� (resp. ��, �ீ ሻ Oe SURMecWeXU VXU O¶eVSace eQgeQdUp SaU OeV cRORQQeV de X (resp. Y, G), 

alors �1 est le premier vecteur propre normé de �� �ீ  �� + �� �ீ  �� . On en déduit ��1 ൌ ���1 

et ��1 ൌ ���1. 

A O¶pWaSe k, ���  (resp. ���) désigQaQW Oe SURMecWeXU VXU O¶eVSace eQgeQdUp SaU OeV UpVidXV de Oa 
régression des colonnes de X (resp. Y) par les variables ��1 , … . ���−1 (resp. ��1, … . ���−1), �� est 

le premier vecteur propre normé de  ����ீ  ���  + ����ீ  ��� . IO V¶eQVXiW TXe ��� ൌ ����� et ��� ൌ����.  

EQ UaiVRQ deV cRQWUaiQWeV d¶RUWhRgRQaOiVaWiRQ, Oes vecteurs ��� (resp. ���) sont deux à deux 

orthogonaux, ce TXi SeUPeW d¶RbWeQiU XQe baVe RUWhRgRQaOe de O¶eVSace eQgeQdUp SaU OeV 
colonnes de X (resp. Y). Les variables ��sont aussi deux à deux orthogonales (Casin (2019)), 

ce TXi SeUPeW d¶RbWeQiU XQe UeSUpVeQWaWiRQ ViPXOWaQpe deV YaUiabOeV X et Y. 

3. Un exemple d¶applicaWion : la UelaWion enWUe le W\pe d¶objeW 
Yolp eW la claVVe d¶kge, Velon le genUe 

3.1 Les données 

 
ChacXQ deV deX[ WabOeaX[ de dRQQpeV (IVUaeOV, (1987)), O¶XQ SRXU OeV 20 819 hRPPeV, O¶aXWUe 
pour les 12 282 femmes, cRPSRUWe 9 cOaVVeV d¶kge (de 0-11 à 65+) et 13 types d¶RbMeW volés 

dans des magasins (CLOThes, CLothing, Accessories, TOBAcco, WRITing accessories, 

BOOKs, RECOrds, HOUSehold accessories, SWEEts, TOYS, JEWEllery, PERFums, 

HOBBies an OTHErs).   

 

3.2 Les résultats numériques 

 
Les résultats pour les deux premières étapes de calcul sont donnés par le tableau ci-dessous : 

 

 ��  ���    �ଶሺ�� , ��� ሻ ���       �ଶሺ��, ���ሻ ���     
Etape j=1    

 

 

.183 

 

.190 

 

.957 

 

.176 

 

.017 

 

.051  

Etape j=2 

 

 

.012 

 

.012 

 

.034 

 

.001 

 

.003 

 

.012 
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3.3 Les sorties graphiques  

L¶RUWhRgonalité entre elles des variables ��d¶XQe SaUW, eW O¶RUWhRgRQaOiWp deV YaUiabOeV ��� (resp. ���) eQWUe eOOeV d¶aXWUe SaUW, Ya SeUPeWWUe d¶RbWeQiU WURiV gUaShiTXeV : une représentation 

ViPXOWaQpe deV RbMeWV YROpV eW deV cOaVVeV d¶kge (figure 1 : les composantes ��ሻ , une 

représentation des objets volés (figure 2 : les composantes ���ሻ et une représentation des classes 

d¶kge (figure 3 : les composantes ���)  . 

 

 

 

Figure 1 : représentation simultanée des objets volés eW deV cOaVVeV d¶kge, a[eV 1 eW 2 

 

                 

 

Figure 2 : représentation des objets volés, axes 1 et 2 
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Figure 3 :  UeSUpVeQWaWiRQ deV cOaVVeV d¶kge, a[eV 1 eW 2 

 

 

3.4 L¶inWeUpUpWaWion deV UpVXlWaWV 
 

En ce qui concerne le premier axe, la position (à gauche) de CLOC, CLAC, PERF, JEWE, 30-

39,40-49,50-59 correspond à une sur-représentation de ces objets volés pour les femmes et en 

paUWicXOieU OeV SOXV kgpeV d¶eQWUe eOOeV.  RECO, WRIT, SWEET, BOOK, OTHE et HOBB, 0-

11, 12-14, 15-17 se trouvent du coté droit : ces objets sont volés par des hommes, et plus 

particulièrement des hommes jeunes.   

Le pouvoir discriminant du second axe est beaucoup moins élevé, et indique surtout que les 

femmes qui dérobent des objets sont en général plutôt âgées alors que les hommes sont plutôt 

jeunes.  
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Résumé. Les valeurs manquantes sont un des problèmes qui surviennent fréquemment dans
le processus d’observation ou d’enregistrement des données. Dans ce travail, nous considérons
le modèle de régression linéaire fonctionnelle, lorsque la variable d’intérêt, réelle, et la variable
explicative, fonctionnelle, contiennent des valeurs manquantes. Nous utilisons un opérateur de
reconstruction qui vise à reconstruire les parties manquantes dans les courbes, puis nous nous
intéressons à la méthode d’imputation par régression des données manquantes sur la variable
réponse, en utilisant la régression fonctionnelle sur composantes principales pour estimer le
coefficient fonctionnel du modèle. Nous étudions le comportement asymptotique de l’erreur de
prévision commise lorsque les valeurs manquantes sont remplacées par les valeurs imputées.
Le comportement de la méthode est également étudié en pratique sur des données simulées et
réelles.

Mots-clés. Modèle linéaire fonctionnel, Données manquantes, Composantes Principales
Fonctionnelles, Missing At Random, Missing Completely At Random, Imputation par régres-
sion.

Abstract. Dealing with missing values is an important issue in data observation or data re-
cording process. In this paper, we consider a functional linear regression model, when some
observations of the real response and the functional covariate are missing. We use a reconstruc-
tion operator that aims at recovering the missing parts of the explanatory curves, then we are
interested in regression imputation method of missing data on the response variable, using func-
tional principal component regression to estimate the functional coefficient of the model. We
study the asymptotic behaviour of the prediction error we commit when missing data are repla-
ced by the imputed values. The practical behaviour of the method is also studied on simulated
and real datasets.

Keywords. Functional linear model, Missing data, Functional Principal Components, Mis-
sing At Random, Missing Completely At Random, Regression imputation.
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1 Introduction

L’analyse des données fonctionnelles a connu un développement très important ces der-
nières années, comme en attestent les nombreux ouvrages sur le sujet : Ramsay et Silver-
man (2005), Ferraty et Vieu (2006), Hsing et Eubank (2015) constitue une liste non exhaus-
tive de monographies donnant une vision d’ensemble sur ce thème. Un des modèles les plus
populaires en analyse de données fonctionnelles est le modèle linéaire fonctionnel, qui éta-
blit une relation de dépendance entre une variable réelle Y et une variable aléatoire fonction-
nelle X = (X(t), t 2 [a, b]). La variable X est à valeurs dans l’espace H := L2([a, b]) des
fonctions de carré intégrable sur l’intervalle compact [a, b]. Nous supposons dans la suite que
E(kXk2) < +1 où k.k désigne la norme usuelle de H associée au produit scalaire h., .i, défini
par hf, gi =

R b

a
f(t)g(t)dt pour toutes fonctions f et g de H . Le modèle linéaire fonctionnel a

été étudié par de nombreux auteurs, par exemple Cardot et al. (1999), Cai et Hall (2006), Hall
et Horowitz (2007), Crambes et al. (2009). Ce modèle est défini par

Y = ✓0 +

Z b

a

✓(t)X(t)dt+ ", (1.1)

où ✓0 2 R et ✓ 2 H sont les paramètres à estimer. L’erreur du modèle " est une variable
aléatoire réelle centrée indépendante de X avec une variance finie E("2) = σ2

" . Le modèle (1.1)
peut s’écrire sous la forme

Y = ✓0 +ΘX + ", (1.2)

où Θ : H ! R est l’opérateur linéaire continu défini par Θu = h✓, ui pour toute fonction
u 2 H . Dans la suite, nous considérons un échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n indépendant et identi-
quement distribué de même loi que le couple (X, Y ). Pour estimer ✓ ou Θ, nous considérons
la régression fonctionnelle sur composantes principales. Il s’agit d’une régression des moindres
carrés de la réponse Y sur les variables réelles qui sont les coordonnées de la projection de X
sur l’espace engendré par les fonctions propres associées aux plus grandes valeurs propres de
l’opérateur de covariance de X (voir Cardot et al., 1999). Soit (kn)n≥1 une suite de nombres
entiers, l’estimateur bΘ de Θ proposé par Cardot et al. (1999) est défini par

bΘ = hb✓, .i = bΠkn
b∆n(bΠkn

bΓn
bΠkn)

−1, (1.3)

où b∆n est l’opérateur de covariance croisée empirique donné par b∆nu = 1
n

Pn
i=1hXi, uiYi pour

tout u 2 H , bΓn est l’opérateur de covariance empirique défini par bΓnu = 1
n

Pn
i=1hXi, uiXi

pour tout u 2 H et bΠkn =
Pkn

j=1h
bφj, uibφj est l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-

espace engendré par les fonctions propres (bφ1, . . . , bφkn) associées aux kn plus grandes valeurs
propres bλ1, . . . , bλkn de l’opérateur bΓn. En supposant que bλ1 > . . . > bλkn > 0 p.s., l’estimateur
de ✓ est donné par

2
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b✓ =
1

n

nX

i=1

knX

j=1

hXi, bφjiYi

bλj

bφj. (1.4)

En outre, l’estimateur de ✓0 = E(Y ) −
R b

a
✓(t)E(X(t))dt s’écrit sous la forme b✓0 = Y −R b

a
b✓(t)X(t)dt où Y = 1

n

Pn
i=1 Yi et X = 1

n

Pn
i=1 Xi.

Le cadre de ce travail est la situation où des valeurs manquantes affectent à la fois la réponse
et la variable explicative. L’objectif est (i) de reconstituer les courbes X manquantes et d’impu-
ter les données manquantes sur Y , (ii) d’estimer ✓ ou Θ avec le jeu de données reconstitué, (iii)

de prédire une nouvelle valeur de la réponse Y étant donnée une nouvelle observation test sur
la variable explicative X .

2 Données manquantes

Pour le mécanisme de données manquantes dans la réponse, nous considérons une variable
aléatoire binaire δ[Y ] et un échantillon (δ

[Y ]
i )i=1,...,n tel que δ

[Y ]
i = 1 si la valeur Yi est observée

et δ[Y ]
i = 0 si la valeur Yi est manquante, pour tout i = 1, . . . , n. Nous considérons les données

manquantes de la réponse "Missing At Random" (MAR) : le fait que la valeur Y est manquante
ne dépend pas de la réponse du modèle, mais peut éventuellement dépendre de la covariable,
c’est-à-dire

P(δ[Y ] = 1 | X, Y ) = P(δ[Y ] = 1 | X).

Dans ce qui suit, le nombre de valeurs manquantes parmi Y1, . . . , Yn est noté

m[Y ]
n =

nX

i=1

1n

δ
[Y ]
i =0

o.

Dans Crambes et Henchiri (2019), une méthodologie d’imputation des données manquantes
par régression est donnée, sous cette hypothèse MAR, mais la covariable est censée être com-
plètement observée, ce qui n’est plus le cas ici. Nous considérons une variable fonctionnelle
δ[X] et un échantillon (δ

[X]
i )i=1,...,n tel que, pour t 2 [a, b], δ[X]

i (t) = 1 si Xi(t) est observé et
δ
[X]
i (t) = 0 si Xi(t) est manquant. Nous considérons les données manquantes de la covariable

"Missing Completely At Random" (MCAR) : le fait que X contient des données manquantes
ne dépend pas de la covariable du modèle, ni de la réponse, c’est-à-dire, pout tout t 2 [a, b]

P(δ[X](t) = 1 | X, Y ) = P(δ[X](t) = 1).

D’autre part, le nombre de courbes où des valeurs manquantes apparaissent est donné par

m[X]
n =

nX

i=1

1n

∃ t∈ [a,b], δ
[X]
i (t)=0

o.

3
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Dans la suite, nous présentons la méthodologie de reconstruction des courbes, puis l’impu-
tation par régression d’une valeur manquante pour la variable d’intérêt. Enfin, nous donnons
l’estimateur de ✓ à partir du jeu de données reconstitué, et la prédiction d’une valeur de la
réponse suite à la donnée d’une nouvelle observation test pour la variable explicative.

3 Reconstruction des covariables manquantes

Nous appliquons dans cette partie la méthodologie introduite dans Kneip et Liebl (2020)
pour reconstruire la partie manquante d’une courbe. Soit (Oi)i=1,...,n l’échantillon des périodes

d’observation des courbes, c’est-à-dire Oi =
n
t 2 [a, b], δ

[X]
i (t) = 1

o
pour tout i = 1, . . . , n.

En outre, notons Mi = [a, b] \ Oi pour tout i = 1, . . . , n. Dans la suite, nous utilisons O et M
pour désigner une production donnée de Oi et Mi. De plus, nous notons la partie observée de
Xi par XO

i et XM
i pour la partie manquante. Nous considérons la décomposition de Karhunen-

Loève (KL) pour XO
i dans L2(O)

XO
i (t) =

+1X

k=1

⇠Oikφ
O
k (t), (3.1)

pour t 2 O, où (φO
k )k≥1 désigne la suite des fonctions propres de l’opérateur de covariance de

XO
i et (⇠Oik)k≥1 est une suite de variables aléatoires centrées et décorrélées avec E(⇠Oik) = λO

k , la
suite (λO

k )k≥1 étant la suite des valeurs propres de l’opérateur de covariance de XO
i . La partie

manquante de la courbe s’écrit, pour t 2 O et s 2 M

XM
i (s) = L(XO

i (t)) + Zi(s), (3.2)

où L : L2(O) ! L2(M) est un opérateur linéaire défini par

L(XO
i (t)) =

+∞X

k=1

E[⇠OikX
M
i (s)]

λO
k

,

dont le but est de reconstruire les parties manquantes XM
i 2 L2(M) à partir des observations

XO
i 2 L2(O). La variable Zi 2 L2(M) est l’erreur de reconstruction. Nous cherchons à mi-

nimiser l’erreur quadratique moyenne E[(XM
i (t) − L(XO

i )(t))
2] avec t 2 M , pour obtenir

l’opérateur de reconstruction linéaire optimal. Sous des hypothèses classiques dans ce contexte,
des vitesses de convergence uniforme de la courbe reconstruite vers la vraie courbe sont don-
nées dans Kneip et Liebl (2020). Dans la suite, nous notons bX une courbe X reconstruite et
X? = δ[X]X + (1− δ[X]) bX .

4

160 sciencesconf.org:jds2020:331067

Ha



4 Imputation par régression

Nous nous intéressons ici à l’imputation des données manquantes sur la réponse Y, sui-
vant la méthode présentée dans Crambes et Henchiri (2019). Nous définissons l’opérateur de
covariance avec les courbes reconstruites par

bΓobs
n,rec =

1

n−m
[Y ]
n

nX

i=1

hX?
i , .iδ

[Y ]
i X?

i .

Soit ` un nombre entier compris entre 1 et n tel que Y` soit manquante, c’est-à-dire avec
δ
[Y ]
` = 0. La valeur imputée par régression pour Y` est définie par

Y`,imp = e✓0 + he✓,X?
` i, (4.1)

avec

e✓ =
1

n−m
[Y ]
n

nX

i=1

knX

j=1

hX?
i ,

bφobs
j,reciδ

[Y ]
i Yi

bλobs
j,rec

bφobs
j,rec et e✓0 = Y obs −

Z b

a

e✓(t)X?
(t)dt,

où (bλobs
j,rec)j≥1 et (bφobs

j,rec)j≥1 sont les éléments propres de l’opérateur bΓobs
n,rec et les moyennes

empiriques sont Y obs =
1
n

Pn
i=1 δ

[Y ]
i Yi et X

?
= 1

n

Pn
i=1 X

?
i .

Sous des hypothèses analogues à celles de Kneip et Liebl (2020) et Crambes et Henchiri
(2019), nous obtenons des vitesses de convergence pour la valeur imputée Y`,imp de façon simi-
laire à Crambes et Henchiri (2019) (cas d’une covariable fonctionnelle complètement observée
et d’une réponse affectée par des données manquantes).

5 Prédiction

Une fois la base de données reconstruite, nous estimons le coefficient fonctionnel ✓ et l’in-
tercept ✓0, respectivement, par

b✓? = 1

n

nX

i=1

knX

j=1

hX?
i ,

bφj,reciY
?
i

bλj,rec

bφj,rec et b✓?0 = Y
?
−

Z b

a

b✓?(t)X?
(t)dt,

avec Y ?
i = Yiδ

[Y ]
i + Yi,imp(1− δ

[Y ]
i ), pour tout i = 1, . . . , n, et Y

?
= 1

n

Pn
i=1 Y

?
i . Nous pouvons

à présent définir la prédiction d’une nouvelle valeur Ynew associée à l’observation Xnew de la
variable explicative par

bYnew = b✓?0 + hb✓?, X?
newi. (5.1)

5
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Une étude asymptotique de l’erreur de prévision de bYnew a été réalisée. Le comportement
de la méthode en pratique a également été évalué sur des données simulées et réelles. À titre
d’exemple, nous avons simulé 400 réplications sur le modèle (1.1) avec [a; b] = [0; 1], ✓0 = 3,
et ✓(t) =

P50
j=1 bjΦj(t) pour tout t 2 [0; 1], où b1 = 0.3, bj = 4(−1)j+1j−2 pour j > 1 et

Φ1(t) = 1, Φj(t) =
p
2 cos(j⇡t) pour t 2 [0; 1] et j > 1. Le bruit " est simulé suivant la loi

N(0; σ2
") avec σ2

" = 0.04 et la variable X est simulée en écrivant X(t) =
P150

j=1 ⇠jλjΦj(t) où

λj = (−1)j+1j−2 pour j ≥ 1 et ⇠j suit la loi uniforme sur l’intervalle [−
p
3;
p
3]. Nous avons

pris une taille d’échantillon n = 360 et les courbes ont été discrétisées à l’aide de p = 100 points
de mesure. Concernant les données manquantes, les parties [0; 1/8] et [7/8; 1] ont été retirées
aléatoirement de 14.8% des courbes X et 12% de données ont été retirées de Y . Sur les 400
réplications, nous avons calculé une erreur quadratique moyenne de prévision de 8.46 ⇥ 10−2

avec un écart-type de 8.66 ⇥ 10−2 lorsque nous avons reconstruit les courbes X et imputé les
données manquantes sur Y . L’erreur quadratique moyenne de prévision devient 9.24 ⇥ 10−2

avec un écart-type de 8.82 ⇥ 10−2 lorsque l’on se contente de supprimer les observations pour
lesquelles X ou Y est manquant. Cela montre, sur cet exemple l’intérêt de reconstituer le jeu
de données plutôt que de simplement enlever les données manquantes.
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Résumé. Malgré quelques avancées récentes concernant la prise en compte de la
dépendance entre les statistiques de test marginales dans les procédures de test por-
tant sur un vecteur de paramètres en grande dimension, il reste pourtant difficile d’en
déduire des recommandations claires pour les utilisateurs. Cette problématique, dite de
test global, définit un cadre général pour un grand nombre de situations, telles que celles
de l’Analyse de la Variance fonctionnelle (fANOVA) et des tests d’association entre une
variable réponse phénotypique et une région du génome dans les études d’association à
l’échelle du génome (GWAS). Il est intéressant de remarquer que, pour ces deux cas, les
méthodes de test les plus utilisées sont basées sur une aggrégation triviale des statis-
tiques de test marginales, ignorant leur dépendance mutuelle. Prendre en compte la
dépendance consiste souvent au mieux en des modifications ad hoc de méthodes stan-
dards, construites sous l’hypothèse d’indépendance. Or, garantir l’efficacité de ces cor-
rections pour un large spectre de formes de dépendance peut réduire la puissance des
procédures. Cette observation a motivé l’émergence de nouvelles méthodes s’appuyant
sur une prise en compte de la dépendance dans la conception même des statistiques de test,
le plus souvent en introduisant une étape préalable de décorrélation des statistiques de test
marginales. Dans un premier temps, on montre qu’aucune des deux approches, consistant
à ignorer la dépendance ou au contraire à la prendre en compte par décorrélation, n’est
uniformément optimale sur l’ensemble des combinaisons entre structure de dépendance et
forme du signal d’association. Une nouvelle classe de statistiques de test par aggrégation
est proposée, offrant la possibilité d’une décorrélation partielle, adaptée à chacune de ces
combinaisons. Les performances du test optimal dans cette classe sont discutées à la fois
dans le cadre d’une étude par analyse de la variance fonctionnelle de grands dispositifs
de potentiels évoqués (électroencéphalogrammes en réponse à un stimulus) et dans une
étude d’association phénotype-génotypes par blocs de marqueurs à l’échelle du génome.

Mots-clés. Analyse de variance fonctionnelle, Décorrélation, Dépendance, GWAS,
Grande dimension, Test global.

Abstract. The best way to handle dependence across features when testing a high
dimensional parameter has raised many discussions with unclear final recommendations.
The former global testing issue arises in a wide scope of applications, including functional
Analysis of Variance (fANOVA) and association tests between a region of the genome
formed by contiguous Single Nucleotide Polymorphisms (SNP) and a case/control re-
sponse variable in Genome Wide Association Studies (GWAS). Interestingly, in the two

1

163 sciencesconf.org:jds2020:319721

B



former fields of applications, many popular methods are just based on simple aggregation
of pointwise test statistics ignoring their dependence. Addressing the dependence issue
often consists in observing its detrimental impact on the performance of standard meth-
ods designed to be optimal under independence, and deduce ad-hoc improvements. To
be valid for arbitrarily complex dependence patterns, such approaches can lead to poorly
powerful procedures. Therefore, a new generation of methods have emerged, advocating
for an adaptive handling of dependence based on a preliminary whitening of the data.
After a general discussion on the performance of testing methods ignoring dependence or
whitening the pointwise test statistics, we show that none of those two extreme choices
is uniformly powerful over the variety of dependence and association patterns. A new
class of aggregation methods is therefore introduced, spanning the range between total
ignorance of dependence and complete decor- relation. Its performance is discussed both
in fANOVA for large Event-Related Potentials (evoked ElectroEncephaloGrams) designs
and in SNPset approaches of GWAS.

Keywords. Decorrelation, Dependence, GWAS, Functional ANOVA, Global test,
High dimension.

Dependence in high-dimensional global testing

In many research fields, signal detection is viewed as the simultaneous tests of pointwise
null hypotheses, e.g. over a time interval in functional Analysis of Variance (fANOVA),
over a specific segment of the genome in Genome Wide Association Studies (GWAS) or
over a two-dimensional region of an image in functional Magnetic Resonance Imaging
(fMRI). In the former situations where the number of features is usually large, sometimes
larger than the sample size, such testing issues are generally addressed by deriving a
global test statistic for the conjunction of null hypotheses from the aggregation of the
corresponding pointwise test statistics. The diversity of existing aggregation methods
(see reviews by Zhang and Liang (2014) for fANOVA and Derkach et al. (2014) for
GWAS issues) reflects the difficulty to identify a method that would show a good detection
performance in a wide scope of situations. As reported by Cai et al (2014) for the two-
group mean comparison issue in high-dimension, the possibly strong dependence across
pointwise test statistics turns out to be a crucial point in the comparative studies of
aggregation procedures.

However, the most popular whole-interval or whole-region testing methods, both in
fANOVA and in GWAS, are based on simple aggregations of pointwise test statistics,
not especially designed to be optimal under dependence. For example, Ramsay et al.
(2009) suggest using the maximum absolute pointwise test statistics, which turns out
to be analogous to the minP procedure, proposed by Conneely and Boehnke (2007) to
test for significant relationship between genotypes of a given set of Single Nucleotide
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Polymorphisms (SNPs) and a case/control group membership in the context of GWAS.
A functional F-type test statistic based on the squared L2-norm of the vector of pointwise
test statistics is also introduced by Zhang (2013), whereas similar weighted or unweighted
L2-norm statistics are recommended by many authors (Wu et al., 2011, Derkach et al.,
2014) for GWAS issues.

The choice of an appropriate method to aggregate pointwise test statistics falls into
the general context of global testing as defined by Arias-Castro et al. (2011), who es-
pecially focuses on the impact of the sparsity rate of the true association signal in a
wide variety of correlation patterns on the choice between the L2-norm based test statis-
tics of standard Analysis of Variance and the Higher Criticism (Donoho and Jin, 2004).
The former Higher Criticism (HC) can be viewed as an alternative way of aggregating
the pointwise test statistics, by taking a Kolmogorov-Smirnov type distance between the
standardized empirical distribution of the pointwise p-values and the theoretical uniform
null distribution.

In this general framework, it is commonly observed that, whatever the aggregation
method, detection performance for a given association signal can be affected by depen-
dence across pointwise test statistics. A growing number of studies therefore suggests
that signal detection procedures can be improved by aggregating decorrelated pointwise
test statistics, as for instance in Hall and Jin (2008, 2010) for HC and Ahdesmäki and
Strimmer (2010) for the slightly different feature selection issue in two-group classification
models. However, as discussed in Bickel and Levina (2004), also in the two-group classifi-
cation issue or Barnett et al. (2017) for global testing using HC in the GWAS context, the
potential gain in detection performance that can be expected from decorrelation remains
unclear.

Adaptive decorrelation

Both Hébert et al. (2020) and Causeur et al. (2019) show that, whatever the dependence
structure across pointwise test statistics, neither ignoring dependence nor on the contrary
fully whitening those marginal test statistics results in a uniformly most powerful global
testing procedure over all possible patterns of association between the response and the
explanatory variables. Causeur et al. (2019) focuses on this dependence issue in functional
Analysis of Variance of large designs of Event-Related Potentials (ERP) study, in which
time dependence is both strong and more complex than the autoregressive models usually
assumed for such data. Some flexibility in the whitening of the pointwise test statistics is
introduced by assuming a low-rank factor decomposition of the time correlation matrix,
the number of factors being used as a tuning parameter to span the range between ignoring
dependence and full decorrelation. For many typical association signal observed in ERP
studies, the resulting generalized Likelihood-Ratio test turns out to show improvements
with respect to the standard functional ANOVA testing procedures.
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In blockwise approach of Genome-Wide Association Studies, whereas the structures
of within-block spatial dependence along the genome are rather similar, it is hard to
conjecture a general shape, even a sparsity rate, of the association signal between the
response and the genetic markers within a SNPset. In the former situation, Hébert et al.
(2020) propose a new approach, whose aim is to adapt the aggregation of pointwise tests
to both the within-block correlation structure and the pattern of the association signal.
For that purpose, a general class of test statistics defined as a weighted sum of the squared
decorrelated statistics is introduced, which enables a flexible handling of correlation in the
aggregation procedure and prevents from the dilution of the signal that can be induced
from a complete whitening of the raw pointwise statistics. A closed-form expression of
optimal weights is derived by maximizing a Cumulant Generating Function-based distance
between the null and non-null distributions of the test statistics.

The presentation will first demonstrate that ignoring dependence can show improve-
ments under some combinations of a dependence pattern and a true association signal
with respect to using decorrelation techniques, whereas under other combinations, test-
ing procedures based on whitened test statistics clearly outperform the standard global
testing methods. Both the testing approaches proposed in Hébert et al. (2020) and
Causeur et al. (2019) will be introduced as alternatives between ignoring dependence
and fully whitening the pointwise test statistics. Based on a large panel of data-driven
simulations and illustrations in the context of interdisciplinary research projects, it will
demonstrate that the former method provides a good detection performance in a wide
variety of situations.

Bibliographie
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Résumé. Nous définissons un réseau multiniveau comme la jonction de deux réseaux
d’interaction, l’un représentant les interactions entre individus et l’autre les interactions
entre organisations. Ces niveaux sont reliés par une relation d’appartenance, chaque in-
dividu appartenant à une unique organisation. Le modèle à blocs stochastiques (SBM)
est un modèle à variables latentes qui permet de modéliser l’hétérogénéité des connexions
d’un réseau en classifiant les nœuds suivants leurs profils de connectivité. Nous étendons
le SBM au cas des réseaux multiniveaux et prouvons l’identifiabilité de ce nouveau modèle.
Les paramètres de notre modèle sont estimés par des méthodes variationnelles (algorithme
VEM) et nous développons un critère de vraisemblance complète intégrée (ICL) pour sélec-
tionner non seulement le nombre de blocs mais également pour décider de la dépendance
ou non entre les structures des deux niveaux. Nous justifions via des simulations l’intêret
de notre approche ainsi que la robustesse de notre méthode d’estimation de paramètres
et de notre critère de sélection de modèle. Nous appliquons notre modèle sur des données
collectées lors d’un salon audiovisuel. Le niveau inter-organisationnel représente le réseau
des relations économiques entre entreprises et le niveau inter-individuel celui des relations
informelles entre leurs représentants sur ce salon.

Mots-clés. Modèle à variables latentes, modèle hiérarchique, réseaux sociaux, in-
férence variationnelle

Abstract. We define a multilevel network as the junction of two interaction networks,
one level representing the interactions between individuals and the other one the inter-
actions between organizations. The levels are linked by an affiliation relationship, each
individual belonging to a unique organization. We design a Stochastic block model (SBM)
suited to multilevel networks. SBM is a latent variable model for networks, where the
connections between nodes depend on a latent clustering (blocks), thus modeling some
connection heterogeneity. We prove the identifiability of our model. The parameters of
the model are estimated with a variational EM algorithm. An Integrated Completed
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Likelihood criterion is developed not only to select the number of blocks but also to de-
tect whether the two levels (individuals and organizations) are dependent or not. In a
comprehensive simulation study, we exhibit the benefit of considering our approach, il-
lustrate the robustness of our parameter estimation and highlight the reliability of our
model selection criterion. Our approach is applied on a sociological dataset collected dur-
ing a television program trade fair. The inter-organizational level is the economic network
between companies and the inter-individual level is the informal network between their
representatives.

Keywords. Latent variable model, Hierarchical modeling, Social networks, Varia-
tional inference

1 A multilevel stochastic block model (MLVSBM)

In what follows, a multilevel network is defined as the collection of an inter-individual
network, an inter-organizational network and the affiliation of the individuals to the or-
ganizations. Besides, we assume that the individuals belong to a unique organization. All
the results are given for undirected networks.

Let us consider nI individuals involved in nO organizations. We encode the networks
into adjacency matrices as follows. Let XI be the binary nI ⇥ nI matrix representing the
inter-individual network. XI is such that : 8(i, i0) 2 {1, . . . , nI}2:

XI
ii0 =

(

1 if there is an interaction from individual i to individual i0,

0 otherwise.

XO is the binary nO ⇥nO matrix representing the inter-organizational network, 8(j, j0) 2
{1, . . . , nO}2:

XO
jj0 =

(

1 if there is an interaction from organization j to organization j0,

0 otherwise.

Let A be the affiliation matrix. A is a nI ⇥ nO matrix such that:

Aij =

(

1 if individual i belongs to organization j,

0 otherwise
.

A is such that 8i = 1, . . . , nI ,
PnO

j=1 Aij = 1 since we assume that any individual belongs
to a unique organization.

We propose a joint modeling of the inter-individual and inter-organizational networks
based on an extension of the stochastic block model (SBM; Snijders and Nowicki, 1997).
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Figure 1: Representation of a multilevel network with inter-organizational level on the
top and inter-individual level on the bottom. .

More precisely, assume that the nO organizations are divided into QO blocks and that the
nI individuals are divided into QI blocks. Let ZO = (ZO

1 , . . . , Z
O
nO
) and ZI = (ZI

1 , . . . , Z
I
nI
)

be such that ZO
j = l if organization j belongs to cluster l (l 2 {1, . . . , QO}) and ZI

i = k
if individual i belongs to cluster k (k 2 {1, . . . , QI}).

Given these clusterings, we assume that the interactions between organizations and
interactions between the individuals are independent and distributed as follows:

P(XO
jj0 = 1|ZO

j , Z
O
j0 ) = ↵O

ZO
j ZO

j0

P(XI
ii0 = 1|ZI

i , Z
I
i0) = ↵I

ZI
i Z

I
i0
.

(1)

As a consequence, the blocks gather nodes sharing the same profiles of connectivity.
In order to take into account the fact that organizations may shape the individual behav-
iors, we assume that the memberships of the individuals (ZI) depend on the cluster of
the organizations (ZO) they are affiliated to. More precisely, we set:

P(ZI
i = k|ZO

j , Aij = 1) = γkZO
j

8i 2 {1, . . . , nI} 8k 2 {1, . . . , QI} (2)

where γ is a QI ⇥QO matrix such that
PQI

k=1 γkl = 1 for any l 2 {1, . . . , QO}. The (ZO
j )

are assumed to be independent random variables distributed as

P(ZO
j = l) = ⇡O

l , 8j 2 {1, . . . , nO} 8l 2 {1, . . . , QO} (3)

with
PQO

l=1 ⇡
O
l = 1.

A small multilevel network is depicted in Figure 1.

Independence. We derive conditions for the structural independence between levels in
term of parameters equality.

Proposition 1. In the MLVSBM, the two following properties are equivalent: [1.]: ZI

is independent on ZO, [2.]: γkl = γkl0 8l, l0 2 {1, . . . , QO} and imply that: [3.]: XI and
XO are independent.
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Identifiability. We adapt the proof given in Celisse et al. (2012) to obtain the identi-
fiability of the MLVSBM.

Proposition 2. The MLVSBM is identifiable up to label switching under the following
assumptions:

A1. All coefficients of ↵I · γ · ⇡O are distinct and all coefficients of ↵O · ⇡O are distinct.

A2. nI ≥ 2QI and nO ≥ max(2QO, QO +QI − 1).

A3. At least 2QI organizations contain one individual or more.

Likelihood. From Equations (1), (2) and (3), we derive the complete log-likelihood for
a directed MLVSBM where ✓ denotes all the model parameters:

log `✓
(
XI , XO, ZI , ZO|A

)

= log `⇡O(ZO) + log `γ(Z
I |ZO, A) + log `↵I (XI |ZI) + log `↵O(XO|ZO)

=
X

j,l

1ZO
j =l log ⇡

O
l +

X

i,k

1ZI
i =k

X

j,l

Aij1ZO
j =l log γkl (4)

+
1

2

X

i0 6=i

X

k,k0

1ZI
i =k1ZI

i0
=k0 log φ(X

I
ii0 ,↵

I
kk0) +

1

2

X

j0 6=j

X

l,l0

1ZO
j =l1ZO

j0
=l0 log φ(X

O
jj0 ,↵

O
ll0),

where φ(x, a) = ax(1− a)1−x.

2 Statistical Inference, Simulations and Applications

Variational method for maximum likelihood estimation Due to the latent vari-
ables, the estimation of the parameters is a complex task. The likelihood of X = {XI , XO}
`✓(X|A) is obtained by integrating out the latent variables Z = {ZI , ZO} in the complete
data likelihood (4). However, this calculus becomes not computationally tractable as the
number of nodes and blocks grow.

The Expectation-Maximisation algorithm (EM) (Dempster et al., 1977) is a popular
solution to maximize the likelihood of models with latent variables, but it requires the
computation of P(Z|X, A) which is also not tractable in our case. Hence, as Daudin et al.
(2008) did for the SBM, we resort to a variational version of the EM algorithm.

The variational EM algorithm aims to maximize a lower bound of log `✓(X|A) by
iterating two steps. Step VE maximizes the lower bound with respect to the parameters
of an approximate distribution of P✓(Z|X, A). Step M maximizes the lower bound with
respect to the model parameters ✓.
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Model selection Following Biernacki et al. (2000) and Daudin et al. (2008), we propose
an ad-hoc version of the Integrated Complete Likelihood (ICL) criterion to choose the
number of blocks. It is an asymptotic approximation of the complete likelihood integrated
over its parameters and latent variables given for the MLVSBM by:

ICL(QI , QO) = log `b✓(X
I , XO,cZI , cZO|A,QI , QO)− pen(QI , QO),

where

pen(QI , QO) =
1

2

QI(QI + 1)

2
log

nI(nI − 1)

2
+

QO(QI − 1)

2
log nI+

1

2

QO(QO + 1)

2
log

nO(nO − 1)

2
+

QO − 1

2
log nO

where cZO and cZI are the imputed latent variables using the maximum a posteriori (MAP)
of P✓̂(Z|X, A;QI , QO).

We also use the ICL criterion to assess whether the two levels of interactions are
independent or not by comparing the ICL of the MLVSBM with the sum of the ICL of
two independent SBMs, one for each level.

We provide a stepwise procedure for model selection which seeks for the optimal num-
ber of blocks at a reasonable cost. As a by-product, it states whether the two levels are
independent or not. To simulate and infer the MLVSBM, we developed our own R package
available at https://chabert-liddell.github.io/MLVSBM/.

Simulation studies We study the performances of the inference procedure for the
MLVSBM including the ability to recover blocks, the selection of the numbers of blocks
and the independence detection.

For QI = QO = 3, on three standard topologies and for different values of density,
we set γkk = δ and γkk0 = .5(1 − δ) for k 6= k0, k, k0 2 {1, 2, 3}. δ is a parameter for the
strength of the dependence between levels ranging from 0 to 1. When δ = 1/3 the levels
are independent.

We compare the SBM and the MLVSBM in their abilities to recover the clusters of
the inter-individual level (Figure 2 A), the true number of blocks (QI = 3) and to capture
the interdependence between the two levels (Figure 2 B and C).

Application We apply our model to a sociological dataset collected during a television
program trade fair. The inter-organizational level is the economic network between com-
panies and the inter-individual level is the informal network between their representatives.
Our results exhibit the structural interdependence between the two levels and in particu-
lar the heterogeneity of individuals who replicate to different extent their organizations’s
ties.

A preprint is available at https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02353711v1.
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Figure 2: Clustering and model selection accuracy for 3 different topologies and densities
on the inter-individual level, as function of δ. The yellow vertical lines corresponds to
δ = 1/3 ensuring the independence between the two levels. A: ARI (Adjusted Rand In-
dex) for the inter-individual level, comparing the MLVSBM with two independent SBMs.
B: Number of blocks for the inter-individual level chosen by the ICL criterion for the
MLVSBM. C: Model selected by the ICL for the inter-level dependence (either MLVSBM
or two independent SBMs).
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Résumé. Les études longitudinales permettent une meilleure compréhension de l’évo-
lution temporelle de phénomènes biologiques ou naturels. Par exemple, le suivi de chi-
miothérapie repose de plus en plus sur la compréhension de la progression globale de la
maladie et non sur des états de santé ponctuels. Les modèles à effets mixtes ont prouvé leur
efficacité dans l’étude des données longitudinales, notamment dans le cadre d’applications
médicales. Nous proposons ici un modèle non-linéaire à effets mixtes dans lequel les tra-
jectoires d’évolution individuelles sont vues comme des déformations spatio-temporelles
d’une trajectoire géodésique par morceaux et représentative de l’évolution de la popula-
tion. Ce modèle fournit un cadre générique et consistant pour l’étude de données longitu-
dinales à dynamiques multiples.

L’estimation des paramètres du modèle géométrique est réalisée par un estimateur du
maximum a posteriori dont nous démontrons l’existence et la consistance sous des hypo-
thèses standards. Numériquement, du fait de la non-linéarité de notre modèle, l’estimation
est réalisée par une approximation stochastique de l’algorithme EM, l’algorithme SAEM.

Ce modèle a été développé avec en visée des applications au suivi de chimiothérapie.
Mots-clés. Géométrie riemannienne, données longitudinales, modèles non-linéaires à

effets mixtes, algorithmes de type EM, analyse spatio-temporelle

Abstract. Longitudinal studies are powerful tools to better understand the temporal
progressions of biological or natural phenomenons. For instance, efforts to monitor che-
motherapy rely more and more on the understanding of the global disease progression
and not only on punctual states of health. Mixed-effects models have proved their effi-
ciency in the study of longitudinal data sets, especially for medical purposes. We propose
here a nonlinear mixed-effects model that allows to estimate a representative piecewise-
geodesic trajectory of the global progression and together with spatial and temporal inter-
individual variability. This model provides a generic and coherent framework for studying
longitudinal manifold-valued data.

Estimation is formulated as a well-defined and consistent maximum a posteriori. Nu-
merically, due to the non-linearity of our model, the estimation of the parameters is
performed through a stochastic version of the EM algorithm, namely the SAEM algo-
rithm.
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This model have been developed with the idea of an application to chemotherapy
monitoring.

Keywords. Riemannian geometry, longitudinal data, nonlinear mixed effect models,
EM-like algorithms, spatio-temporal analysis

1 Introduction

L’étude de la variabilité des formes anatomiques a été développée surtout dans le cadre
d’études transversales visant à séparer différents types anatomiques à un stade donné de
la maladie. Toutefois, il semble plus adapté pour comprendre l’évolution d’une maladie,
de comparer l’évolution des formes anatomiques au cours du temps, plutôt que ces formes
à un âge fixé ou stade déterminé de la maladie. Cette étude requiert la définition de
modèles statistiques pour l’analyse des bases de données longitudinales dans lesquelles les
observations de plusieurs individus sont acquises à plusieurs instants.

Pour des données scalaires, comme le volume d’une tumeur par exemple, l’étude de
données longitudinales se fait naturellement par l’intermédiaire de modèles linéaires à
effets mixtes (Laird and Ware, 1982). Cependant, ces modèles font souvent l’hypothèse
que l’origine temporelle du processus observé est connue. Or, notamment dans le cas des
maladies, nous sommes amenés à observer des sujets qui sont à des stades de dévelop-
pement différents, et pour lesquels le processus biologique sous-jacent a commencé à des
âges variables et inconnus. Cela n’a donc aucun sens de comparer la valeur du volume chez
deux sujets aux mêmes âges, comme cela est fait dans le cas des modèles linéaires à effets
mixtes “classiques”. A l’inverse, nous devons introduire le concept de recalage temporel
comme variable cachée du modèle, qui permet de comparer des données à des instants qui
correspondent au même stade d’avancement du processus normal ou pathologique.

D’un point de vue statistique, l’introduction de ces nouveaux modèles avec recalage
temporel nécessite de revisiter les propriétés bien connues des modèles linéaires à effets
mixtes. Un premier modèle non linéaire à effets mixtes qui répond à ces contraintes pour
des pathologies de type maladies neuro-dégénératives qui ne font que s’aggraver (comme
la maladie d’Alzheimer pour laquelle les traitements ne font que ralentir partiellement les
effets) a été proposé par Schiratti et al. (2015). Ce modèle prend également en compte des
observations multidimensionnelles vivant sur une variété riemannienne ce qui permet d’ap-
pliquer le même modèle à des données de type scalaires, images ou tenseurs. L’estimation
des paramètres du modèle (scénario de vieillissement moyen et variations des individus
par rapport à cette moyenne) se fait par un algorithme de type Espérance-Maximisation
stochastique.

Ce modèle possède intrinsèquement une grande applicabilité mais une hypothèse très
forte sur la dynamique du phénomène observé est faite, ce qui en réduit du même coup
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la portée : tous les individus sont alignés selon une dynamique unique et supposée mono-
tone, ce qui est en pratique peu réaliste. Mathématiquement, cette hypothèse se traduit
par la construction d’une trajectoire représentative géodésique. Il ne permet en particu-
lier pas l’analyse de données anatomiques dans le cas de pathologies traitées telles que les
chimiothérapies. En effet, le volume de la tumeur sous l’action de la chimiothérapie peut
diminuer, continuer à grossir ou rester stable, les différentes phases de la progression de la
maladie se succédant au cours du temps. Dans (Chevallier et al., 2017), nous avons intro-
duit un modèle non-linéaire à effets mixtes permettant l’étude de données longitudinales
dont la dynamique d’évolution connaît des phases de progression variables. Après avoir
rappelé les fondements de ce modèle, nous illustrons son applicabilité au suivi de chimio-
thérapie et plus particulièrement à la prise en charge du cancer du rein métastatique en
nous appuyant sur des données de l’Hôpital Européen Georges Pompidou (HEGP).

2 Un modèle générique pour l’étude de données longi-

tudinales à valeurs sur des variétés riemanniennes

Soit un jeu de données obtenu par l’observation, pour chaque individu i, de ki mesures
multivariées yi = (yi,j)j2J1,kiK 2 Rd aux temps ti = (ti,j)j2J1,kiK 2 R.

2.1 Un modèle spatio-temporel à effets mixtes

En se basant sur les travaux de Schiratti et al. (2015), nous avons proposé un mo-
dèle non-linéaire à effets mixtes pour l’étude de données longitudinales à dynamiques
d’évolution multiples (Chevallier et al., 2017). Ce modèle repose sur la discrimination de
déformations temporelles, liées à l’acquisition des données et au rythme de progression du
phénomène observé, de déformations spatiales, liées à la géométrie intrinsèque des formes
observées.

Plus précisément, à considérer que l’on observe des échantillons bruités le long de
trajectoires d’évolution individuelles, on suppose que ces trajectoires dérivent du scéna-
rio représentatif de l’évolution au niveau macroscopique par des transformations spatio-
temporelles. Contrairement au modèle de Schiratti et al. (2015), la trajectoire représen-
tative de l’évolution de la population n’est plus supposée géodésique mais géodésique par
morceaux. Autrement dit, étant donné une subdivision tR =

(
−1 < t1R < . . . < tm−1

R < +1
)

de R on construit la trajectoire γ0 représentative de l’évolution de la population en posant

8t 2 R, γ0(t) = γ1
0(t)1]−1,t1R](t) +

m−1X

`=2

γ`
0(t)1]t`−1

R ,t`R](t) + γm
0 (t)1]tm−1

R ,+1[(t) ,

où chacun des tronçons γ`
0 est construit de manière à être géodésique sur le segment

]t`−1
R , t`R] correspondant. Les différents t`R sont appelés temps de rupture (de la dynamique
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d’évolution) et on impose un recollement au moins continue de la trajectoire d’évolution
en ceux-ci. En construisant une trajectoire représentative géodésique par morceaux, on
conserve la grande applicabilité du modèle de Schiratti et al. (2015). En effet, une telle hy-
pothèse facilite la paramétrisation de cette dernière, indépendamment du type de données
étudiées et, de fait, l’estimation numérique.

À partir de cette trajectoire représentative, on construit pour chacun des individus i
une trajectoire d’évolution individuelle en posant

8t 2 R, γi(t) = γ1
i (t)1]−1,t1R,i]

(t) +
m−1X

`=2

γ`
i (t)1]t`−1

R,i ,t
`
R,i]

(t) + γm
i (t)1]tm−1

R,i ,+1[(t) ,

où les γ`
i sont des déformations spatio-temporelles de la courbe γ`

0 associée. Les déforma-
tions temporelles consistent en des reparamétrisations temporelles affines, autorisant ainsi
chacun des individus, mais aussi chacune des différentes phases d’évolution de la mala-
die, à progresser selon leur propre rythme. Autrement dit, on considère des déformations
temporelles de la forme

 i : t 7! ↵`
i(t− t`−1

R − ⌧ `i ) + t`−1
R , où (↵`

i , ⌧
`
i ) 2 R

+
⇥ R ,

et où, pour garantir la continuité des trajectoires individuelles, on impose que  `
i (t

`−1
R,i ) =

t`−1
R . Concernant les déformations spatiales, la seule contrainte mathématique est la conti-

nuité des trajectoires d’évolution. Leur construction est induite par le type de données
étudiées et la question pratique considérée.

Finalement, nos observations étant considérées comme des échantillons bruités le long
des différentes courbes γi, on écrit

8(i, j) 2 J1, nK ⇥ J1, kiK, yi,j = γi(ti,j) + "i,j , où "i,j ⇠ N (0, σ2Id) .

2.2 Estimation par maximum a posteriori

Afin de garantir une certaine efficacité numérique, notre modèle est supposé paramé-
trique : autrement dit, on suppose que la trajectoire d’évolution γ0 (resp. γi) peut être
entièrement décrite par un nombre fini de variables zpop 2 Rppop (resp. zi 2 Rpind). Nous
souhaitons réaliser l’estimation des paramètres de notre modèle par le biais d’une approxi-
mation stochastique de l’algorithme EM : l’algorithme SAEM qui a déjà fait ses preuves
pour ce type de problématiques (Lavielle and Mentré, 2007). Pour autant la convergence
de l’algorithme SAEM n’a été démontrée que dans le cas des familles exponentielles (Al-
lassonnière et al., 2010; Delyon et al., 1999). On recourt donc à l’astuce de Kuhn and
Lavielle (2005) et on interprète les variables zpop comme des gaussiennes très piquées dont
on estime la moyenne. De plus, on suppose les variables zi comme dérivant de gaussiennes
centrées dont on estime la matrice de covariance, ceci afin de proposer un modèle génératif.
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En résumé, notre modèle s’écrit hiérarchiquement :

y | z, θ ⇠
n
O

i=1

ki
O

j=1

N
(
γi(ti,j) , σ

2
)

et z | θ ⇠ N
(
zpop , D

−1
pop

) n
O

i=1

N (0,Σ) ,

où θ = (zpop,Σ, σ) 2 Rppop ⇥ S +
pind

(R)⇥ R+.
Dans (Chevallier et al., 2019), nous avons démontré la consistance de l’estimateur du

maximum a posteriori (MAP), en ne supposant en particulier pas que les observations
sont distribuées selon le ”bon” modèle mais seulement selon une distribution à décroissance
polynomiale en dehors d’un compact. Nous avons également démontré l’existence du MAP,
à condition d’imposer des a priori de type inverse Wishart pour les variances Σ et σ.

3 Application au suivi de chimiothérapie

La méthode décrite ci-dessus étant très générique, elle peut être appliquée à un grand
nombre de situations. Nous appliquons ce modèle au suivi de chimiothérapie et plus
particulièrement au suivi du cancer métastatique du rein. En effet, dans ce contexte, la
compréhension du rythme de progression du cancer est au cœur de la prise en charge
médicale.

Les patients atteints du cancer du rein métastatique prennent un traitement quoti-
dien et viennent régulièrement à l’hôpital contrôler la l’évolution de leur(s) tumeur(s).
Au cours des dernières années, la prise en charge médicale pour ce type de pathologies
a profondément changé : une nouvelle classe de médicaments antiangiogéniques ciblant
les vaisseaux tumoraux plutôt que les cellules tumorales a fait son apparition, permettant
ainsi de multiplier par trois le taux de survis des patients (Escudier et al., 2016). Cepen-
dant, ces nouveaux traitements ne guérissent pas le cancer et ne visent qu’à retarder la
croissance tumorale, ce qui nécessite le recours à différentes thérapies successives, qui se
doivent d’être poursuivies ou interrompues au moment le plus opportun pour le patient,
en fonction de sa réponse au traitement considéré. Ce nouveau protocole médical est donc
à la fois un nouveau défi scientifique : comment choisir la pharmacothérapie la plus efficace
compte tenu des premiers temps d’observation du profil de réponse d’un patient donné ?

3.1 Modèle logistique par morceaux : Suivi de chimiothérapie par

le biais dux score RECIST

La première application concerne le suivi de scores RECIST pour response evaluation
criteria in solid tumors en anglais. Ces scores étant des données scalaires, on réalise une
instanciation du modèle générique pour des données réelles bornées en se plaçant sur le
segment [0, 1] munit de la métrique logistique. Ce modèle a été élaboré en collaboration
avec des oncologues et radiologues de l’Hôpital Européen Georges Pompidou (HEGP).
Des expériences numériques sur données réelles et synthétiques en valident la pertinence.
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3.2 Modèle géodésique par morceaux pour les formes : Suivi de

chimiothérapie à travers les formes anatomiques

La seconde application porte sur le suivi de formes anatomiques 3D, toujours pour
l’évaluation de la réponse tumorale. Ce modèle repose sur la notion de grandes déforma-
tions et s’applique aussi bien aux courants (Vaillant and Glaunès, 2005) qu’aux varifolds
(Charon and Trouvé, 2013), qui sont des espaces de forme standards pour l’analyse de
formes anatomiques. Des expériences numériques ont également été conduites dans ce
cadre.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé un modèle non linéaire à effets mixtes pour l’analyse statistique de
données longitudinales à dynamiques multiples et à valeurs sur des variétés riemanniennes.
Ce modèle a été conçu avec en tête des applications à l’anatomie computationnelle.

En particulier, nous avons appliqué ce modèle au suivi de chimiothérapie, situation
typique dans laquelle la dynamique d’évolution est amenée à changer. En effet, la mise
en place d’un nouveau traitement induit généralement trois phases d’évolution distinctes
pour un même patient : une phase de réponse au traitement dans laquelle la taille de ses
tumeurs va décroître, une phase dite stable où la taille des tumeurs reste inchangée et,
dans la plupart des cas, une phase de progression de la maladie dans laquelle les tumeurs
vont de nouveau croître, ce qui nécessite la mise en place d’un nouveau traitement dans les
délais les plus brefs. Pouvoir estimer avec précision le temps d’échappement au traitement
est donc crucial dans ce contexte.

Plus précisément, dans le cadre du suivi chimiothérapeutique, nous avons proposé
deux instanciations du modèle générique : d’une part, pour le suivi de scores RECIST et,
d’autre part, pour le suivi de formes anatomiques en 3 dimension que l’on apparente à des
tumeurs segmentées. Ce premier modèle pour les scores est le fruit d’une collaboration
avec des oncologues et radiologues de l’HEGP.

Cependant, et malgré son caractère très générique, le modèle tel que proposé en l’état
ne permet pas l’étude de populations dans lesquelles les comportements de certaines sous-
populations diffèrent. Pour cela, il conviendrait, en se basant sur des modèles de mé-
langes usuels, d’introduire une sur-couche dans la modélisation que nous proposons ici
afin d’aboutir à un modèle de mélange pour l’étude statistique de données longitudinales
à valeurs sur des variétés riemanniennes. Les travaux récents de Debavelaere et al. (2019)
vont dans ce sens.
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Résumé. Les processus de Hawkes sont une famille de processus stochastiques pour
lesquels l’occurrence d’un événement modifie temporairement la probabilité d’occurrence
des événements futurs. Nous nous intéressons à la série temporelle générée par le comptage
des événements du processus de Hawkes stationnaire. À partir des propriétés de “cluster”
du processus, nous établissons une borne supérieure sur le coefficient d’alpha-mélange de
sa série de comptage, sous l’hypothèse d’existence de moments du noyau de reproduction.
Cette borne permet d’établir un théorème central limite pour un estimateur spectral du
processus de Hawkes à partir de données de comptages. Des jeux de simulations illustrent
le théorème central limite et les performances de l’estimation, en particulier des paramètres
de reproduction du processus.

Mots-clés. Processus de Hawkes, Alpha-mélange, Estimation de Whittle, Série tem-
porelle

Abstract. Hawkes processes are a family of stochastic processes for which the oc-
currence of any event increases the probability of further events occurring. In this talk,
we study the time series generated by the event counts of the stationary Hawkes process.
Using its cluster properties, we derive an upper bound for the count series’ alpha-mixing
coefficient provided mild conditions on the moments of the reproduction kernel. This
result leads to a central limit theorem for the estimation of the parameters of the Hawkes
process from its count data, using a spectral approach derived from Whittle’s likelihood.
Simulated datasets illustrate the performances of the estimation, notably, of the Hawkes
reproduction mean and kernel, even with relatively large binsizes.

Keywords. Hawkes process, Alpha-mixing, Whittle estimation, Time series

1 Introduction

Les processus auto-excitants, éponymes de Hawkes [8], forment une famille de processus
stochastiques pour lesquels l’occurrence d’un événement modifie temporairement la prob-
abilité d’occurrence d’événements futurs. Par ailleurs, les processus de Hawkes présentent
des propriétés d’agrégation : ce sont des processus d’agrégats, pour lesquels chaque agrégat
est un arbre de Galton-Watson sous-critique avec une loi de reproduction Poissonnienne
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[9]. Grâce à ces deux propriétés, d’auto-excitation et d’agrégation, attrayantes pour la
modélisation, l’utilisation des processus de Hawkes s’est répandue à nombreuses disci-
plines, d’abord presque exclusivement en séismologie [1, 13], puis en neurophysiologie [3],
en finance [2], en génomique [15] et en épidémiologie [11].

Lorsque les temps d’occurrence des événements sont observés, l’estimation des proces-
sus de Hawkes a été étudiée d’abord par des approches spectrales [1], puis par maximum
de vraisemblance [12, 13, 14]. Cependant, dans le cas où le comptage des événements
est observé en temps discret (i.e. la ligne temporelle est partitionnée en intervalles dis-
joints et le nombre d’événements est compté sur chaque intervalle), il n’est pas possible
d’appliquer ces méthodes directement.

Au cours de cette présentation, nous revisitons l’approche spectrale d’Adamopoulos
à l’estimation paramétrique de processus de Hawkes. À partir du spectre de Bartlett du
processus (i.e. la densité spectrale de la mesure de covariance du processus), Adamopoulos
proposa comme estimateur le minimiseur de la log-vraisemblance spectrale, introduite par
Whittle [17]. Nous étendons ces résultats aux processus dont le comptage des événements
est observé en temps discret uniquement.

Rosenblatt [16] introduisit le coefficient d’alpha-mélange afin de formaliser une mesure
de dépendance entre variables aléatoires, coefficient qui intervient dans la preuve de nom-
breuses inégalités de moment et de théorèmes central limite [5]. Dans cette présentation,
nous établissons une borne supérieure sur le coefficient d’alpha-mélange du processus de
Hawkes et de sa série de comptage. Ces résultats nous permettent de proposer un théorème
central limite pour l’estimateur spectral des paramètres du processus, à partir des travaux
de Dzhaparidze [6] sur la méthode de Whittle. Enfin, nous illustrons ce théorème par des
simulations de processus de Hawkes.

2 Le processus de Hawkes

L’intensité conditionelle λ(·) d’un processus ponctuel N peut être définie (cf. [4] pour une
définition rigoureuse) par la limite, si elle existe, de l’espérance du nombre d’événements
dans un intervalle (t, t+∆] dont la taille tend vers zéro :

λ(t) = lim
∆!0

∆−1
E
⇥
N
(
(t, t+∆]

)
| Ft

⇤

,

où Ft est la filtration naturelle associée à N et représente l’information disponible jusqu’au
temps t.

Le processus de Hawkes sur la ligne temporelle R est un processus ponctuel N dont
l’intensité conditionelle λ(t) dépend des événements {Ti} du processus par la relation
suivante :

λ(t) = ⌘(t) +

Z

h(t− u)N(du)

= ⌘(t) +
X

h(t− Ti)
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où
R
φ(u)N(du) =

P
φ(Ti) désigne l’intégrale stochastique de Stieltjes. La constante

⌘ > 0 est appelée intensité d’immigration et la fonction mesurable h : R ! R+ noyau de
reproduction.

Par la suite, on appellera série de Hawkes une série temporelle du type {Xk}k2Z =
{N(k∆, (k + 1)∆]}k2Z, générée par le comptage du processus sur des intervalles de taille
∆ (voir figure 1).

Xk Xk+1

kΔ (k+1)Δ (k+2)Δ

Figure 1: Une série de Hawkes {Xk}k2Z avec un pas d’observation ∆.

3 Propriétés d’alpha-mélange

Rappelons que, pour une série temporelle donnée (Xk)k2Z, le coefficient d’alpha-mélange
est défini par la mesure suivante [16] :

αX(r) := sup
{
|P(A ∩ B)− P(A)P(B)| : −∞ < k < ∞, A ∈ Fk

−1, B ∈ F1
k+r

 
,

où F b
a est la tribu générée par (Xk)akb.

La série (Xk) est dite alpha-mélangeante si αX(r) → 0 as r → ∞. Intuitivement,
l’alpha-mélange signifie que le passé et le futur du processus sont asymptotiquement
indépendants.

Citons maintenant le résultat important de la présentation :

Théorème 1. Soit N un processus de Hawkes sur R avec noyau de reproduction h, tel
que

R
R
h < 1, et (Xk)k2Z =

(
N(k, k + 1]

)
k2Z sa série de comptage. Supposons qu’il existe

β > 0 tel que le noyau de reproduction h possède un moment fini d’ordre 1 + β:

⌫1+β :=

Z

R

t1+βh(t)dt < ∞.

Alors le coefficient d’alpha-mélange de (Xk) vérifie

αX(r) = O
✓

1

rβ

◆

.

La preuve de ce résultat s’appuie sur la structure d’agrégat du processus : par
indépendance des agrégats, nous nous plaçons à l’échelle d’un unique arbre de Galton-
Watson, puis utilisons ses propriétés pour calculer une borne supérieure sur le coefficient
d’alpha-mélange de l’arbre. L’idée de la preuve est que, puisque le processus de Galton-
Watson s’éteint presque surement et que le noyau de reproduction h possède un moment
fini, alors la probabilité qu’il existe un point de l’arbre de génération k loin de la racine
tend rapidement vers zéro lorsque k augmente.

3

183 sciencesconf.org:jds2020:319941

A



4 Estimation des séries de comptage

Pour une série stationnaire (Xk), possédant une densité spectrale f✓(·), avec θ un vecteur
de paramètres inconnus, Hosoya [10] et Dzhaparidze [7], à partir des travaux de Whittle
[17], proposèrent comme estimateur de θ le minimiseur

bθn = arg min
✓2Θ

Ln(θ)

où

Ln(θ) =
1

4π

Z ⇡

−⇡

✓

log f✓(ω) +
In(ω)

f✓(ω)

◆

dω

est la log-vraisemblance spectrale du processus et In(ω) = (2πn)−1
∣

∣

Pn
k=1 Xk e

−ikω
∣∣2 est

le périodogramme de (Xk)1kn. Ils établirent également les propriétés asymptotiques de
cet estimateur sous des conditions de régularité appropriées.

Dzhaparidze [6] étendit ces résultats à des cas plus généraux, et en particulier aux
processus stationnaires alpha-mélangeants. Le théorème suivant est donc une adaptation
de celui de Dzhaparidze [6, Theorem II.7.2] pour les processus de Hawkes stationnaires.

Théorème 2. Soit N un processus de Hawkes comme défini dans le Théorème 1, et
(Xk)k2Z =

(
N(k, k + 1]

)
k2Z sa série de comptage de fonction de densité spectrale f✓.

Supposons qu’il existe β > 0 tel que le noyau de reproduction h possède un moment fini
d’ordre 2 + β. Alors, sous des conditions de régularité adéquates sur f✓, l’estimateur bθn
est consistant et asymptotiquement normal, et

Var
⇣
bθn − θ0

⌘
=

n!1
O
(
n−1

)

où θ0 désigne le vrai vecteur de paramètres.

5 Simulations

Considérons un processus de Hawkes stationnaire avec fonction de reproduction exponen-
tielle :

λ(t) = ⌘ + µ

Z
βe−β(t−u)N(du),

i.e. avec noyau de reproduction h(t) = µβe−βt pour t ≥ 0. Notons que le processus vérifie
les hypothèses du Théorème 2.

Nous avons simulé S = 1.000 réalisations du processus de Hawkes sur l’intervalle [0, T ]
avec pour paramètres ⌘ = 1, µ = 0.5 and β = 1. Pour chacune des simulations, nous avons
créé quatre séries temporelles en comptant le nombre d’événements dans des intervalles de
taille 0,25, 0,5, 1 et 2 respectivement. Nous avons ensuite estimé les paramètres ⌘, µ et β
comme dans la Section 4 pour chacune des quatres séries, et calculé l’erreur quadratique
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moyenne, définie par MSE = S−1
P

(bθn − θ0)
2, pour les estimations de chaque ensemble

de S = 1.000 simulations pour chaque T et taille d’intervalle donnés. Nous comparons
cette approche spectrale au maximum de vraisemblance (Figure 2) : comme le maximum
de vraisemblance utilise toute l’information disponible sur la position des événements, ses
estimateurs sont meilleurs que n’importe quel estimateur basé sur les séries de comptage,
et nous informent donc sur le meilleur des cas pour les estimateurs spectraux, i.e. quand
la taille de l’intervalle tend vers zéro.

On observe que, pour T élevé, la pente de l’erreur quadratique moyenne atteint −1
pour tous les paramètres et presque toutes les tailles d’intervalle, illustrant le taux de
convergence O(n−1) du Théorème 2. Par ailleurs, pour des tailles d’intervalle raisonnables
(≤ 1), les estimateurs spectraux du taux de reproduction µ ont un MSE comparable à
celui du maximum de vraisemblance.
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Figure 2: Erreur quadratique moyenne des estimations des paramètres ⌘, µ et β pour
1.000 simulations du processus de Hawkes stationnaire avec noyau de reproduction h(t) =
µβe−βt sur l’intervalle [0, T ], en échelle log-log. La ligne pointillée grise représente la pente
idéale de −1, i.e. une vitesse de convergence de O(n−1).
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Résumé. L’analyse protéomique consiste à étudier l’ensemble des protéines contenues
dans un système biologique donné, à un instant donné et dans des conditions données. Les
méthodes de quantification globale permettent d’obtenir des informations quantitatives
relatives pour l’ensemble des protéines détectées dans la série d’échantillons. Les méthodes
de quantification ciblée permettent, en introduisant des standards synthétiques marqués
correspondant aux peptides d’intérêt et préalablement sélectionnés dans l’échantillon bi-
ologique considéré, de connâıtre précisément la quantité d’une (de) protéine(s) spécifique(s)
dans celui-ci. Une approche récente, appelée Data-Independent Acquisition, permet de
combiner ces deux méthodes en une seule analyse. À partir des données d’intensité et
de quantité obtenues en quantification ciblée, nous proposons d’ajuster et de comparer
des modèles de régression loess, spline et monotone expliquant la quantité d’un peptide
par son intensité dans l’échantillon considéré. Ces modèles nous permettent d’estimer les
quantités de l’ensemble des peptides détectés grâce à l’utilisation des standards internes
marqués pour un sous-ensemble des peptides.

Mots-clés. Régression loess, splines, régression monotone, prédiction et données
protéomiques.

Abstract. Proteomic analysis consists in studying proteins from a given biological
system, at a given time and under given conditions. Global quantification methods al-
low obtaining relative quantitative information on all proteins accross the sample series.
Targeted quantification methods allow, by introducing labelled synthetic standards cor-
responding to previously selected peptides of interest, to know precisely the quantity of
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a specific protein(s) in the biological sample considered. A recent approach, called Data-
Independent Acquisition, makes it possible to combine these two methods in a single
analysis. From the intensity and quantity data obtained in targeted quantification, we
propose to fit and compare loess, spline and monotonic regression models explaining the
quantity of a peptide by its intensity in the considered sample. These models allows us
to estimate the amounts of all detected peptides thanks to the use of internal labelled
standards for a subset of peptides.

Keywords. Loess regression, spline smoothing, monotonic regression, prediction and
proteomics data.

1 Contexte

L’analyse protéomique quantitative permet d’identifier et de quantifier l’ensemble des
protéines exprimées par une cellule, un tissu, un organe ou un organisme à un moment
donné et sous des conditions données. Deux approches de quantification peuvent être
distinguées : la quantification ciblée et la quantification globale.
Les méthodes de quantification ciblée permettent, en introduisant dans l’échantillon bio-
logique considéré des standards synthétiques marqués correspondant aux peptides d’intérêt
et préalablement sélectionnés, de connâıtre précisément la quantité d’une (de) protéine(s)
spécifique(s) dans celui-ci. Les méthodes de quantification globale fournissent une in-
formation quantitative pour chaque protéine contenue dans les échantillons, et ce sans
marquage. Elles permettent ainsi de comparer les niveaux d’expression des protéines à
travers les différents échantillons biologiques considérés.
Une approche récente, appelée Data-Independent Acquisition (DIA) (Gillet et al. (2012)),
combine ces deux approches (Borràs et Sabidó (2017), Ludwig et al. (2018)). En effet,
elle permet d’obtenir en une seule analyse une quantification précise de protéines d’intérêt
présentes dans un échantillon grâce à l’utilisation de peptides standards marqués et un
profilage global de l’ensemble des protéines contenues dans ce même échantillon.

2 Problématique

Le travail décrit ici s’appuie sur l’expérience menée par Bonnet et al. (2020). Nous con-
sidérons 64 échantillons de 3 muscles bovins, pour lesquels 20 peptides correspondant aux
10 protéines potentiels biomarqueurs pour la tendreté ou le persillage de la viande de
boeuf ont été analysés par l’approche DIA. Une première étape de quantification ciblée
a permis, à partir de l’intensité mesurée par chromatographie liquide couplée à la spec-
trométrie de masse, de déterminer précisément la quantité des 20 peptides d’intérêt au
sein de chacun des 64 échantillons considérés. Pour ce faire, la relation suivante a été
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utilisée:

Quantité du peptide

Quantité du peptide synthétique
=

Intensité du peptide

Intensité du peptide synthétique
·

Une seconde étape d’extraction des données de ces mêmes analyses a permis de mesurer
l’intensité d’environ 5500 peptides par échantillon.
En protéomique quantitative, l’hypothèse forte est faite d’une relation de proportionnalité
entre la quantité d’un peptide et son intensité au travers du facteur de réponse, propre
à chaque peptide dans chaque échantillon. La démarche que nous présentons ici est la
suivante. À partir des données d’intensité et de quantité obtenues par quantification
ciblée grâce à des peptides standards internes marqués sur un sous-ensemble de peptides,
nous ajustons des modèles de régression loess, spline et monotone expliquant la quantité
d’un peptide par son intensité dans l’échantillon considéré. Ces modèles nous permettent
ensuite d’estimer les quantités pour l’ensemble des peptides dont les intensités ont été
mesurées durant l’analyse en mode DIA. Une comparaison de ces modèles est présentée.

3 Méthodes

3.1 La régression loess

La régression loess (Cleveland et Devlin, 1988) est une méthode de régression polyno-
miale considérant des sous-ensembles de données. Ainsi, au voisinage de chaque point
xi, une fonction polynomiale est ajustée en utilisant la méthode des moindres carrés or-
dinaires. Cet ajustement de polynôme se fait avec pondération : les points les plus
proches de xi ont davantage de poids dans l’ajustement. La taille du voisinage est
déterminée par un paramètre noté ↵. Quand ζ < 1, le voisinage inclut une proportion ζ

des points du jeu de données. Quand ζ > 1, tous les points sont utilisés. L’ajustement
ne dépend alors plus de ζ. La détermination d’un paramètre span optimal peut se faire
par rééchantillonnage (bootstrap, validation croisée, validation croisée généralisée) ou à
l’aide d’un critère d’information (AICc). La figure 1 représente l’ajustement optimal par
validation croisée bootstrap.

3.2 Interpolation par spline

Considérons que les données soient divisées en intervalles, tels que pour n points xi, i =
1, . . . n, il y ait n− 1 intervalles [xi; xi+1]. Une spline est une fonction polynomiale définie
par morceaux sur chaque intervalle. Les bornes des intervalles constituent des points
de raccord pour chaque morceau de polynôme. Plus particulièrement, les splines non-
négatives (M-splines) et les splines monotones (I-splines) ont été envisagées (Ramsay,
1988).
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3.3 Régression non paramétrique monotone

Les équations des modèles de régression non paramétriques s’écrivent de la façon suivante :

Yi = m(Xi) + σ(Xi)⇥ εi,

oùm est la fonction de régression et σ la fonction de variance. La fonction monreg du pack-
age monreg du logiciel libre R effectue une estimation monotone de la fonction de régression
inconnue m. Elle commence par estimer m par une méthode non paramétrique non con-
trainte, comme par exemple l’estimation classique de Nadaraya-Watson ou l’estimation
linéaire locale. Dans une deuxième étape, l’inverse de la fonction de régression (monotone)
est calculé, en monotonisant cette estimation non contrainte. Avec la notation ci-dessus
et en notant bm l’estimation non contrainte, la deuxième étape s’écrit :

bm−1
I =

1

nhd

nX

i=1

Z t

−1

Kd

 
bm
(
i
n

)
− u

hd

!
du,

où Kd désigne un noyau qui estime la fonction de densité et hd la fenêtre liée également à
l’estimation de la fonction de densité. L’estimation monotone est obtenue par l’inversion
de bm−1

I et est représentée à la figure 2.

4 Conclusion et perspectives

L’hypothèse de proportionnalité entre la quantité d’un peptide et son intensité conduit
à privilégier la régression monotone. Un modèle de régression monotone pour chaque
échantillon a été ajusté à partir des données de quantification ciblée. Les quantités corres-
pondant aux intensités des peptides mesurées lors de l’étape de quantification globale ont
ainsi pu être estimées, permettant in fine de mettre en avant des différences de propriétés
métaboliques et contractiles des muscles bovins étudiés.
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Figure 1: Représentations du logarithme de la quantité en fonction du logarithme de
l’intensité, des régressions linéaires et des régressions loess optimales.
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Figure 2: Représentations du logarithme de la quantité en fonction du logarithme de
l’intensité, des régressions linéaires et des régressions non-paramétriques monotones.
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Résumé. Les méthodes d’ensemble basées sur les arbres de décision, comme les Forêts
Aléatoires et les Gradient Boosting Trees, ont été utilisés avec succès pour des problèmes
de regression dans des applications très diverses. Nous proposons ici une généralisation
des arbres de décisions, les smooth trees, qui s’adaptent à la régularité de la fonction de
lien. On considère ainsi qu’une observation, appartenant à une région particulière subit
l’influence des autres régions avec un certain poids dépendant de sa distance à ces région.
Nous montrons que les smooth trees sont consistants, une propriété qui n’avait pas été
établie pour les modèles précédents comme les soft trees. On montre ensuite comment
les smooth-trees peuvent être utilisés dans les méthodes d’ensemble comme comme les
Forêts Aléatoires et les Gradient Boosting Trees. Des expériences numériques conduites
sur plusieurs jeux de données illustrent le bon comportement de notre méthode.

Mots-clés. Méthodes d’ensembles, smooth trees consistants, forêts alétoires, gradient
boosting

Abstract. Tree-based ensemble methods, as Random Forests and Gradient Boosted
Trees, have been successfully used for regression problems in many applications and re-
search studies. We propose here a generalization of regression trees, referred to as smooth
trees, that adapt to the smoothness of the link function. By doing so, one considers that
an observation, even though it belongs to a particular region, can still be associated to
other regions with a certain weight that depends on the distance between the observa-
tion and the region. We show that smooth trees are consistent, a property that has not
been established, as far as we know, on previous proposals as soft trees. We also show
how smooth regression trees can be used in different ensemble methods, namely Random
Forests and Gradient Boosted Trees. Experiments conducted on several data sets further
illustrate the good behavior of the method.

Keywords. Ensemble methods, consistant smooth trees, random forest, gradient
boosting
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1 Our new model : Smooth Regression Trees

We consider the following regression problem

Y = f(X;Θ) + εY , εY ⇠ N (0, σ̃2), (1)

where X = (X1, · · · , Xp) is a p-dimensional input random vector, Y be an output random
variable and Θ is the set of parameters on which f relies.

We are interested in this study in approximations of f based on regression trees,
either considered in isolation or aggregated in sum-of-trees models as Random Forests or
Gradient Boosted Trees.

Standard regression trees (see Breiman et al. 1984) define a partition of Rp into K
hyper-rectangles, referred to as regions and denoted Rk = [ak,1, bk,1]⇥ ...⇥ [ak,p, bk,p]1kK ,
obtained by dyadic splits. A weight γk is associated to the k-th region Rk leading,
for observations x 2 Rp, to a predictor of the form: f(x;Θ) =

PK
k=1 γk1{x2Rk}. Both

categorical and quantitative inputs can in theory be considered. For the sake of simplicity,
we focus in this study on quantitative inputs.

As noted in previous studies (see Irsoy et al. 2012), as they are based on constant
piecewise functions, standard regression trees may fail to accommodate the smoothness
of the link function. To solve this problem, we introduce a prediction function that
generalizes the one of standard regression trees by replacing its indicator function with a
smooth function Ψ:

Ts (x;Θ) =
KX

k=1

γkΨ(x;Rk,σ). (2)

The set of parameters Θ = ((Rk)1kK ,γ,σ) corresponds to the set of regions, associated
weights represented by γ 2 RK and noise in the input variables captured in σ 2 R

p
+.

We emphasis that when Ψ(x;Rk,σ) = 1{x2Rk}, 8k, 1  k  K, one recovers classical
standard regression trees.

The functions Ψ we consider relate, through a sufficiently regular probability density
function φ, data points to different regions of the tree and smooth the predictions made.
They are defined by: for all x 2 X ,

Ψ(x;Rk,σ) =
1

Qp
j=1 σj

Z

Rk

φ

 

✓

uj − xj

σj

◆

1jp

!

du. (3)

One can for e.g. consider for φ the multivariate Gaussian distribution with a diagonal
covariance matrix.

The above framework significantly departs from the ones of previously proposed for
regression trees in that (a) the estimation of the parameters, in particular of the different
regions, requires a dynamic update of the probability distributions of data points across

2
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regions, which contrasts with the way regions are constructed in standard and soft regres-
sion trees, and (b) the consistency of the prediction function Ts cannot be derived from
the one of standard regression trees as the latter strongly relies on the hard assignment
of data points to regions.

2 Parameter estimation

Given a training set Dn =
{

(x(i), y(i))1in

 

, with x 2 Rp, y 2 R, and in accordance with
the empirical risk minimization principle with a quadratic loss, the estimation procedure
for smooth trees followed here aims at finding the parameters Θ solutions of:

argmin
Θ

n
X

i=1

 

y(i) −
K
X

k=1

γkPik

!2

, (4)

with Pik := Ψ(x(i);Rk,σ). The n⇥K matrix P thus encodes the relations between each
training example x(i) and each region Rk and is such that 0  Pik  1 and 8i, 1  i 
n,
PK

k=1 Pik = 1.
The estimation of the different parameters in Θ is done in the following way: for a fixed

σ, one alternates in between region and weight estimates, as in standard regression trees,
till a stopping criterion is met1. During this process, the number of regions is increased
and the matrix P and the weights γ are gradually updated.
Estimating γ –When fixing the regions (Rk)1kK and the vector σ, minimizing Eq. (4)
with respect to γ leads to a weighted average of y(1), . . . , y(n) if PTP is not singular:

γ̂ =argmin
γ2RK

n
X

i=1

(y(i) −
K
X

k=1

γkPik)
2 =

(

P TP
)−1

P Ty, (5)

where y denotes the vector of n univariate outputs y(1), . . . , y(n) (the derivation is di-
rect and omitted here). The invertibility of PTP when φ is the multivariate Gaussian
distribution can be proved under some mild assumptions.
Estimating (Rk)1kK – Let us assume that K 0 regions, referred to as current regions,
have already been identified, meaning that the current tree has K 0 leaves. As in standard
regression trees, each current region Rk, 1  k  K 0, can be decomposed into two sub-
regions wrt a coordinate 1  j  p and a splitting point sjk that minimizes Eq. (4). Each
split leads to the update of P, that now belongs to Mn,K0+1(R), and γ, that now belongs
to RK0+1. Substituting γ by its value given in Eq. (5), the best split for the current region
Rk is given by:

argmin
1jp,s2Sj

k

n
X

i=1

 

y(i) −
K0+1
X

l=1

⇣

(

P TP
)−1

P Ty
⌘

l
Pil

!2

, (6)

1Any standard stopping criterion, as tree depth or number of examples in a leaf, can be used here.
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where Sj
k denotes the set of splitting points for region Rk and variable j. More precisely,

Sj
k is the set of middle points of the observations from Rk projected on the jth coordinate.

Estimating σ – Lastly, the vector σ can either be based on a priori knowledge or be
learned through a grid search on a validation set. We rely on the latter in our experiments.

3 Illustration of the method on a toy example

To illustrate the behavior of smooth trees, we consider a toy example based on Y =
cos(X) + ε, with X ⇠ U([0, 5]) and ε ⇠ N (0, 0.052). For the smooth tree, the function
φ involved in the definition of Ψ is a multivariate Gaussian and the vector σ is fixed,
on each dimension j, to σ2

j = cvar((xj
(i))1in)/2 = 0.742. Figure 1 (left) compares the

performance of both trees to the true regression function.

Figure 1: Left: plot of the true regression function (in blue), the smooth tree prediction
(in red) and the standard regression tree prediction (in green). Middle: smooth tree
learned from 100 observations where the stopping criteria consists in having at least 20%
of the observations in each leaf. Right: description of the smooth tree parameters: regions
(corresponding to intervals as p = 1), γ in each region and the functions Ψ associated to
each region.
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4 Consistency

We present in this section theoretical results on the consistency of smooth trees: they
show that the smooth tree learned from a training set of size n, denoted T̂

(n)
s , satisfies

lim
n!+1

E[T̂ (n)
s (X)− E(Y |X)]2 = 0.

To emphasize the fact that the trees learned depend on a training set of size n, we
denote the k-th region as R(n)

k . Furthermore, we consider that the observations lie in
[0, 1]p. We also assume that the noise vector σ is fixed and known2.

The function Ψ at the basis of smooth trees (Eq. (3)) relies on a probability density
function φ that regulates how each data point is distributed across all regions of the tree.
We assume here that φ satisfies the following conditions:

1. The support of its Fourier transform Fφ is Rp.

2. 9r > 0, supv2Rp |v|1+r+p/2|φ(v)| < ∞.

3. φ 2 C1.

Note that the second condition ensures that φ 2 L2. Let us now consider the Sobolev
space of functions defined, for s 2 (1, 2), by:

Hs([0, 1]p) = {f 2 L2([0, 1]p), 9g 2 Hs(Rp) s.t. f = g|[0,1]p},

where:
Hs(Rp) = {f 2 L2(Rp), (1 + || · ||22)

s
2 |Ff(·)| 2 L2(Rp)}.

Let (Kn) be a non decreasing sequence of integers. Assume that:

Kn −−−−−!
n!+1

+1,
Kn(log n)

9

n
−−−−−!
n!+1

0,

which means that the number of regions needed to explain an infinite number of data points is
also infinite, however still largely (by a factor (log n)9) dominated by the number of points. The
main result of this section is the following one

Theorem 1. Set M > 0. With Kn as above, assume that for some s 2 (1, 2), E(Y |X) 2

Hs([0, 1]p) a.s. and that

max
k=1,··· ,Kn

h
diam(R

(n)
k \ [−M,M ]p)

i
−−−−−!
n!+1

0.

Then

lim
n!+1

E[T̂ (n)
s (X)− E(Y |X)]2 = 0.

The assumption on the diameter of the regions is reasonable for data points lying in a
compact subspace: as the number of regions grows (to infinity) with the number of data points,
their diameter will decrease, data points being more and more concentrated in each region.

2Note that this assumption is in line with the procedure we rely on to estimate σ.
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5 Experimental validation

Experiments conducted on classical data sets illustrate the good behavior of uncertain trees with
respect to other classical approaches as standard decision trees or soft decision trees (Irsoy et al.
2012). We make use here of 10 data sets, namely Abalone (AB), Ailerons (AL), Boston (BO),
Diabetes (DI), Facebook Comments (FC), Forest Fires (FF), Ozone (OZ), Skill (SK), Super
Conductor (SC) and Video Transcoding (VT), all commonly used in regression tasks.

For soft trees, we use the implementation available in github3 with the default parameters.
For standard regression trees, we use the implementation from Scikit-Learn [?]. Concerning
our method smooth trees, in order to reduce the overall complexity, we consider as potential
variables to split the top V variables according to the splitting criterion of standard regression
trees (this last step is negligible when the tree is of depth 2 or more). We give here the results
for V = 1, V = 3 and V = 5.

Table 1: Results obtained with 10 stratified cross-validation on smooth, standard and soft
trees. Best results are starred and results not significantly different from the best result
are in bold.

Data set Smooth tree Std tree Soft tree
V=1 V=3 V=5

OZ 17.82(2.4)* 18.66(3.65) 18.88(3.23) 18.9(3.39) 34.44(43.27)
DI 57.05(3.82) 55.92(3.97) 55.76(3.96)* 60.95(3.92) 64.18(4.15)
AB 3.08(0.29) 3.11(0.27) 3.08(0.28)* 3.15(0.29) 3.11(0.23)
BO 4.7(0.88) 4.47(1.04) 4.21(0.88)* 5.27(0.61) 4.54(0.97)
FF 62.58(28.66) 62.69(28.5) 62.58(28.34)* 62.72(27.77) 64.13(28.41)
SK 1(0.04) 0.98(0.05) 0.98(0.03) 1.06(0.03) 0.95(0.02)*
AL 1.23(0.03)* 1.24(0.02) 1.24(0.02) 1.65(0.03) 1.57(0.7)
SC 18.79(0.21) 17.89(0.28)* 18.1(0.37) 18.79(0.21) 21.96(1.27)
FC 28.77(3.32)* 28.87(3.32) 28.9(3.35) 33.12(3.82) 31.68(3.47)
VT 11.44(0.16) 11.08(0.18)* 11.16(0.19) 11.87(0.17) 15.98(0.25)
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Spatial sampling and spatial entropy

Échantillonnage spatial et entropie spatiale

Linda Altieri and Daniela Cocchi ⇤

Resumé

L’échantillonnage spatial a pour objectif de collecter des sous-ensembles
d’individus d’une population, dans l’espace bidimensionnel, afin d’estimer
certaines caractéristiques de la population. Après avoir rappelé quelques
aspects importants de la théorie de l’entropie spatiale, l’article compare les
conséquences de l’adoption de deux systèmes de pondération différents qui
considèrent l’espace dans une sorte d’échantillonnage séquentiel. Quatre
structures spatiales sont proposées. La technique de poids maximal plus
traditionnelle est préférable dans le cas d’un schéma spatial compact.
Puisque cette technique est basée uniquement sur les distances, une forte
corrélation positive entre les valeurs de la variable est cachée dans ce cas.

Keywords: Environmental sampling, spatially correlated Poisson sampling,
sampling entropy.

1 Introduction

The objective of spatial sampling is to collect samples, i.e. subsets of
individuals from a population, in the 2-dimensional space, in order to
estimate some population characteristics. Spatial sampling is strongly
linked to environmental sampling. Such expression states that the data
spatial location is a fundamental information, and that sampling techniqu-
es for environmental data are mutuated from the theory of spatial sampling.
Under the viewpoint of the reference population, environmental sampling
focuses on natural populations. Examples can be found in biology, geogra-
phy, landscape studies, forestry, and in the study of environmental dangers
such as wildfires, earthquakes, polluting agents.

In finite population inference, the design-based context aims at estimat-
ing population quantities, considered as unknown but fixed. In this case
the only source of randomness is the probability of the samples, which is
related to the inclusion/extraction probabilities of each population element.
Information may be available for moving such individual probabilities from
equality. In particular, information related to space may be organized in
this respect.

The link between sampling and entropy has been extensively debated
in statistics (Shewry and Wynn, 1987; Lee, 2006). The search for sampling
plans with high entropy is an important task in survey sampling design-
based theory. Sample selection should follow the idea of randomization: a

⇤Department of Statistical Sciences, University of Bologna
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sampling design should assign a non-null probability to as many samples as
possible. A widely accepted measure of randomness of a sampling design is
its entropy (Tillé and Haziza, 2010; Tillé and Wilhelm, 2017): a sampling
design has high entropy when there is a high amount of uncertainty or
surprise in the sample to select. Conditional Poisson sampling has been
identified as the maximum entropy sampling design when the sample size
is fixed (Hajek, 1981; Tillé, 2006; Tillé and Wilhelm, 2017). Maximum
entropy sampling has been deepened in computer science and received
important contributions in such field (Ko et al., 1995).

Under a different perspective, entropy is a popular heterogeneity measu-
re since a long time, with reference to any kind of random variables.
After being firstly introduced in information theory (Shannon, 1948), it
rapidly became popular in many applied sciences to measure the degree
of heterogeneity among observations. In its original proposal, entropy
does not take space into account. A rather recent research field aims at
accounting for space in entropy measures. In this spirit, a sequel of papers
(Altieri et al., 2018a, 2019a,b) exploits the decomposition of bivariate
distributions linked to entropy in order to quantify the contribution of
spatial association to the entropy of a variable. Euclidean distances
between spatial locations are employed for constructing the second variable.
Such spatial entropy measures are employed in this exposition to improve
a sequential spatial design.

In what follows we refer to the basic concept above as ”spatial entropy”,
while the entropy of the sampling design is to be named, rather, ”sampling
entropy”. The two entropies need to be distinguished, as they refer
to different aspects of the data. Spatial entropy refers to the spatial
correlation of the study variable. Sampling entropy is associated to the
randomness of the potential samples; it regards the chances of selecting
population units, irrespective of the value they possess for the variable.

The simulation study and all computations are implemented via the R
software, with the help of the packages SpatEntropy (Altieri et al., 2018b)
and BalancedSampling (Grafström and Lisic, 2018).

2 Recalling some theory

Spatially Correlated Poisson Sampling is a sequential (adaptive) technique
that modifies the initial first order inclusion probabilities of the elements of
a finite population according to the scheme described as follows (Grafström,
2012).

Starting from the first population unit, for which a Bernoulli draw
with probability π1 is proposed, after the draw an indicator function is
I1 = 1 if the unit is sampled, and 0 otherwise. Then, at the general
step k = 2, . . . , N , the values for I1, . . . , Ik−1 are known and unit k is
sampled with probability π

(k−1)
k , i.e. with an inclusion probability that

was updated at the previous step, when sampling unit k−1. The inclusion
probabilities for all remaining units l = k + 1, . . . , N are updated:

π
(k)
l = π

(k−1)
l − (Ik − π

(k−1)
k )b

(l)
k . (1)

This way, at each step k the inclusion probabilities of the visited units
1, . . . , k leave the room to the corresponding indicator functions. At step
N , the vector becomes π

(N)
1 , . . . , π

(N)
N = I1, . . . , IN , which indeed sums to

n.

2
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Stressing on space, a geographical distance between population units
is introduced for evaluating the component b

(l)
k , a factor that influences

their selection in the sample. Negative correlation weights are attributed
to units that are close in space in order to obtain the spatial spreading that
is desirable for sampling. A ”maximal weight strategy” has been proposed
(Grafström, 2012), that produces samples of fixed size n =

∑
k2U πk and

is very efficient, provided that close units carry similar values.
We propose to enhance space as highlighted in (1) by building a new

weighting system that exploits the theory of spatial entropy (Altieri et al.,
2018a, 2019a,b). For a certain transformation Z of the variable under
study X, for which the entropy

H(Z) = E[I(pZ)] =
I∑

i=1

p(zi) log

(
1

p(zi)

)
. (2)

can be constructed, a system of distances summarized by another variable
W is also defined. This, for decomposing entropy H(Z) as

H(Z) = SMI(Z,W ) +H(Z)W . (3)

The first component of (3), called Spatial Mutual Information, is defined
as

SMI(Z,W ) =
M∑

m=1

p(wm)SPI(Z|wm) (4)

where eachmth component SPI(Z|wm), i.e. the Spatial Partial Information,
describes the dependence of Z on a specific distance class wm of W :

SPI(Z|wm) =
R∑

r=1

p(zr|wm) log

(
p(zr|wm)

p(zr)

)
. (5)

.
In general, when SMI(Z,W ) is high, the value carried by a sampled

unit gives us information about what to expect from its neighbouring
units; the stronger the mutual information, the smaller our interest in
sampling neighbouring units. A peculiar aspect of SMI(Z,W ) is that it
can be decomposed into the partial terms SPI(Z|wm) of (5) at different
distance ranges. Thanks to such decomposition, the distance ranges for
the variable under study can be decided according to the problem and
the corresponding SPI(Z|wm) terms chosen as contributions to weights

b
(l)
k . This way, partial spatial information assumes the role of auxiliary
variable for building a well founded weighting system for sampling. Each
SPI(Z|wm) is always positive, and tunes sampling neighbouring units
with a strength that depends on the spatial correlation of the study
variable at the chosen distances.

Weights b
(l)
k are assigned starting from one of the M SPI terms. In

particular, if units k and l are in the mth distance range, then

b
(l)
k =

SPI(Z|wm)

C
for d(k, l) ∈ wm (6)

where C is a normalizing constant so that
∑N

l=k+1 b
(l)
k = 1 for all k, i.e.

the triangular weight matrix is row-standardized. The easiest solution is
that the normalizing constant is just the sum of the unnormalized weights:
C =

∑N
l=k+1 b̃

(l)
k with b̃

(l)
k = SPI(Z|wm) for d(k, l) ∈ wm.

3
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Compact Regular Multicluster Random

Figure 1: Basic different configurations for the same πP = 0.5

Units are ordered according to some labelling in space. For instance, if
spatial units are arranged over a grid, unit 1 can be the top-left unit, unit
2 can be at its right, or below, and so on. Different labelling orders return
different updates in the inclusion probabilities of the remaining units; the
method holds for any starting point and labelling criterion, as long as the
distance between all pairs of units is well defined.

3 Simulation and results

In order to explore the potential improvement of spatially correlated
Poisson sampling (SCPS) with the help of spatial partial information-
based (SPI) weights, we run a comparative study. Simulated binary
datasets are employed to estimate the variable mean (i.e. the proportion
for binary data) and to evaluate the MSE of the estimator.

ConsiderN = 400 realizations of a binary variableX with half outcomes
x0 = 0 and half x1 = 1. The true mean/proportion ism(X) =

∑
k xk/400 =

0.5. Realizations are arranged over a square observation area gridded by
20×20 pixels; each pixel is assumed to be a 1×1 square, and are organized
according to four different spatial configurations that produce different
spatial entropy values, as in Altieri et al. (2019b). The first one is the most
clustered spatial distribution, named ”compact”, obtained by assigning x0

values to the pixels located at the left part of the window and x1 values
to pixels located at the right part. The second one is the most ”regular”
spatial distribution, corresponding to a chessboard, obtained by assigning
x0 values to pixels adjacent to x1-valued pixels, and viceversa. The third
one is a ”multicluster” distribution with 16 clusters, whose centroids are
regularly distributed over the area; then, x0 values are assigned to pixels
surrounding the centroids and x1 values to the remaining pixels. The
last one is a ”random” pattern without spatial correlation whatsoever,
obtained by assigning x0 or x1 values to pixels via simple random sampling
without replacement from the generated sequence. The four datasets are
displayed in Figure 1.

Four distance classes are chosen over the observation area: w1 =
[0, 1], w2 =]1, 2], w3 =]2, 5], w4 =]5, 20

√
2], where 20

√
2 is the maximum

distance over the observation window. Reasons for choosing such classes
are found in the fundamentals of spatial statistics, and are discussed in
Altieri et al. (2018a, 2019b). Spatial partial information terms (5) are
computed, following Altieri et al. (2019b), and the resulting values are
shown in Table 1.

Afterwards, 100 samples of fixed size n = 40 are drawn from each
dataset. The initial inclusion probabilities are constant: πk = n/N for all
units k. Then, a sample is drawn from each dataset using the sequential
approach of SCPS, where the weight assigned to each pair of units comes
from the SPI value in Table 1, according to the distance between units.

4
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Table 1: Spatial partial information at the four distance classes
[0, 1] ]1, 2] ]2, 5] ]5, 20

p
2]

Compact 0.786 0.687 0.455 0.010
Regular 0.509 0.918 <0.001 <0.001

Multicluster 0.146 0.057 0.008 <0.001

Random 0.020 0.010 0.001 <0.001
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Figure 2: HT estimate for m(X) = 0.5; first line with SPI, second line with
maximal weight

The SPI values are rescaled so that they sum to 1 for each population
unit, and the constraint for positive weights is checked. The SCPS is
implemented, updating the remaining units’ inclusion probabilities sequen-
tially, until all population units have been either sampled or rejected and
a sample size of n is reached.

All results are compared to SCPS with maximal weights as implement-
ed by the R package BalancedSampling (Grafström and Lisic, 2018). Note
that the 100 samples produced with the maximal weights system are the
same across spatial configurations, since such weights only consider the
distance between units and not the strength of the spatial correlation.

We compare the two weighting systems, with the sample size constrain-
ed to be n for all samples, thanks to the sequential technique and to the
sum-to-1 constraint for the weights. The HT estimate for the variable
mean is displayed in Figure 2, where the thick vertical line marks the
true mean m(X) = 0.5. The MSE has been computed over the simulated
samples, with results displayed in Table 2. Results with the maximal
weight technique are winning in the case of a compact spatial scheme.
Since it is based only on distances, a strong positive correlation between
the values of the variable is hidden in this case.

.
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Optimal adaptive estimation on R or R` of the
derivatives of a density
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Résumé. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires (v.a.) i.i.d. de densité commune
f . On s’intéresse à l’estimation de la dérivée d’ordre d de f , notée f pdq. Nous construisons
un estimateur par projection sur R ou R` en utilisant les bases d’Hermite ou de Laguerre.
Nous présentons une majoration du risque L2 : si f est dans la boule de Sobolev-Laguerre
ou Sobolev-Hermite de régularité s avec s ° d, notre estimateur converge à la vitesse
n´2ps´dq{p2s`1q. Une minoration du risque garantit l’optimalité de cette vitesse au sens
minimax. Enfin, nous décrivons une procédure adaptative pour choisir la dimension per-
tinente qui conduit à cette vitesse optimale.

Mots-clés. Estimation des dérivées d’une densité, base d’Hermite, base de Laguerre,
sélection de modèle, estimateur par projection.

Abstract. Let X1, . . . , Xn be i.i.d. random variables with common density f with
respect to the Lesbegue measure. In this work, we are interested in the estimation of
the d-th derivative of f , denoted f pdq. We build a projection estimator on R or R` using
the Hermite or Laguerre bases. We present an upper bound on the L2-risk : if f belongs
to the Sobolev-Hermite or Sobolev-Laguerre ball with regularity s, s ° d, our estimator
converges with the rate n´2ps´dq{p2s`1q. We also establish a lower bound which ensures the
optimality of the rate in the minimax sense. Finally, we describe an adaptive procedure
to select the relevant dimension : the bias-variance compromise is automatically realized
for this adaptive estimator.

Keywords. Estimation of derivatives of a density, Hermite basis, Laguerre basis,
model selection, projection estimator.

1 Motivations

Les densités de probabilités ainsi que leurs dérivées jouent un rôle important dans
plusieurs champs des statistiques. Des exemples d’applications sont donnés dans Singh
(1977) : la courbe de régression rpxq “ EpY |X “ xq “ f p1qpxq{fpxq pour une famille
spécifique de distributions conditionnelles (voir aussi Park et Kang (2008)) ; estimation
et test paramétrique pour la famille exponentielle (voir Gonese et al (2016)). Les dérivées
d’une densité peuvent être utilisées pour la recherche de modes dans le cas du modèle
de mélange et en analyse des données (voir e.g. Cheng (1995), Chacòn et Duong (2013)).
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Enfin, les dérivées d’une densité donnent aussi de l’information sur la pente d’une courbe,
les extrema locaux, les points selles....

Des méthodes à noyau et de projection ont été développées pour estimer les dérivées
d’une densité : voir Bhattacharga (1967), Chacòn et al (2011), Chacòn et Duong (2013)
pour les méthodes à noyau ; Efromovich (1958), Rao (1996), Schmisser (2013) (pour le cas
dépendant), Giné et Nick (2016) pour les méthodes de projection. Dans ce papier, nous
proposons un estimateur par projection en utilisant des propriétés spécifiques de la base
de Laguerre et d’Hermite. L’ensemble des résultats énoncés ici proviennent de l’article
Comte et al (2019).

2 Procédure d’estimation

2.1 Base de Laguerre et base d’Hermite

Base de Laguerre. C’est une base orthonormée sur L2pR`q définie à partir du po-
lynôme de Laguerre pLjqj•0 :

`jpxq “
?
2Ljp2xqe´x, Ljpxq “

jÿ

k“0

ˆ
j

k

˙
p´1qkx

k

k!
, x • 0, j • 0.

Base d’Hermite. C’est une base orthonormée sur L2pRq définie à partir du polynôme
d’Hermite par pHjqj•0 :

hjpxq “ cjHjpxqe´x2{2, Hjpxq “ p´1qjex2 dj

dxj
pe´x2q, cj “ p2jj!

?
⇡q´1{2, x P R, j • 0,

Dans la suite, on note 'j “ `j pour le cas Laguerre ou 'j “ hj pour le cas d’Hermite.

2.2 Estimateur par projection de la dérivée d’ordre d de f

Soient X1, . . . , Xn des v.a i.i.d. de densité commune f par rapport à la mesure de
Lebesgue. Soit d,m • 1, des entiers et Sm “ Vectt'0, . . . ,'m´1u, l’espace engendré par
'0, . . . ,'m´1. Considérons les hypothèses suivantes :

pA1q La densité f est d-fois dérivable et f pdq appartient à L2pR`q pour le cas Laguerre
ou L2pRq pour le cas Hermite.

pA2q Pour tout r entier, 0 § r § d ´ 1, nous avons }f prq}8 “ supxPR|f prqpxq| † `8.

pA3q Pour tout r entier, 0 § r § d ´ 1, lim
xÑ0

f prqpxq “ 0 (spécifique au cas Laguerre).

Sous pA1q, nous avons f pdq “ ∞
j•0 ajpf pdqq'j où ajpf pdqq “ xf pdq,'jy “

≥
f pdqpxq'jpxqdx

et sa projection orthogonale sur Sm est donnée par : f
pdq
m “ ∞m´1

j“0 ajpf pdqq'j. On réduit le

problème d’estimation de f pdq à l’estimation des coefficients ajpf pdqq0§j§m´1.
Le Lemme suivant est la clé pour la construction de notre estimateur.

2
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Lemme 2.1. Sous pA1q et pA2q pour le cas Hermite ou pA1q, pA2q et pA3q pour le cas

Laguerre, nous avons ajpf pdqq “ p´1qdEr'pdq
j pX1qs, @j, d • 0.

On déduit du Lemme 2.1 l’estimateur suivant pour m • 1 :

pfm,pdq “
m´1ÿ

j“0

papdq
j 'j, avec papdq

j “ p´1qd
n

nÿ

i“1

'
pdq
j pXiq. (1)

Notons que pour d “ 0 dans (1), on retrouve l’estimateur classique de la densité.

3 Vitesse de convergence de l’estimateur

3.1 Risque de l’estimateur

Sous des conditions de moment, nous avons la majoration suivante du risque de pfm,pdq.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du Lemme 2.1 et si de plus

ErX´d´1{2
1 s † `8 pour le cas Laguerre et Er|X1|2{3s † `8 pour le cas Hermite. (2)

Alors, pour m • d assez grand, nous avons que

E
“
} pfm,pdq ´ f pdq}2

‰
§ }f pdq

m ´ f pdq}2 ` C
md` 1

2

n
´ }f pdq

m }2
n

, où }t}2 “
ª
t2pxqdx (3)

où C est une constante qui ne dépend que des conditions de moment données en (2).

Les deux premiers termes de (3) ont un comportement antagoniste vis-à-vis de m :
le premier terme est le terme de biais qui diminue lorsque m augmente et le deuxième
est l’ordre du terme principal de variance qui est clairement un terme croissant de m. Le
risque minimal s’obtient en faisant un compromis biais-variance.

La majoration du risque donnée en (3) est précise dans le sens où l’on peut établir la
minoration suivante :

Proposition 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, il vient pour c ° 0 que,

E

”
} pfm,pdq ´ f pdq}2

ı
• }f pdq

m ´ f pdq}2 ` c
md` 1

2

n
´ }f pdq

m }2
n

.

3.2 Optimisation de m et vitesse de convergence

Pour obtenir la vitesse de convergence, il nous faut quantifier l’ordre de grandeur du
terme de biais. Pour ce faire, nous introduisons les espaces de régularité suivants (voir
Bongioanni et Torrea (2009)) :

3
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Définition 3.1. (i) On définit la boule de Sobolev-Hermite de régularité s ° 0 par :

W s
HpDq “ t✓ P L

2pRq,
ÿ

k•0

ksa2kp✓q § Du, a2kp✓q “ x✓, hky, D ° 0.

(ii) De la même manière, on définit la boule de Sobolev-Laguerre de régularité s ° 0
par :

W s
LpDq “ t✓ P L

2pR`q, |✓|2s “
ÿ

k•0

ksa2kp✓q § Du, akp✓q “ x✓, `ky, D ° 0.

Pour déduire la régularité de f pdq de celle de f pour le cas Laguerre, on définit le
sous-ensemble suivant de W s

LpDq par :

ÄW s
LpDq “ t✓ P L

2pR`q, ✓pjq P Cpr0,8rq, x fiÑ xk{2✓pjqpxq P L
2pR`q, 0 § j § k § s, |✓|2s § Du.

Notons que ÄW s
LpDq Ä W s

LpDq (voir Comte et al (2019), sect. 2.3.1, p. 6).

Lemme 3.1. Soit s ° d, D ° 0, f P W s
HpDq et pA1q est vérifiée pour le cas Hermite

ou f P ÄW s
LpDq pour le cas Laguerre, donc il existe une constante Dd tel que f pdq est dans

W s´d
H pDdq pour le cas Hermite ou ÄW s´d

L pDdq pour le cas Laguerre.

Donc pour f P W s
HpDq ou f P ÄW s

LpDq, il vient du Lemme 3.1 que :

}f pdq
m ´ f pdq}2 “

ÿ

j•m

pajpf pdqqq2 “
ÿ

j•m

js´dpajpf pdqqq2j´ps´dq § Ddm
´ps´dq.

En injectant ce résultat dans (3), on a E
“
} pfm,pdq ´ f pdq}2

‰
§ Ddm

´ps´dq ` Cmd` 1
2n´1. En

optimisant le terme à gauche de l’Inégalité précédente, on en déduit que

mopt “ rn2{p2s`1qs et E
“
} pfmopt,pdq ´ f pdq}2

‰
§ Cps,d,Dqn

´ 2ps´dq
2s`1 , (4)

où Cps,d,Dq dépend uniquement de s, d et D. Cette vitesse est la même que celle obtenue
par Schmisser (2013) pour le cas dépendant et par Giné et Nickl (2016). Notons que les
ordres de grandeur du biais et de la variance sont spécifiques à notre méthode : le rôle de
la dimension est joué ici par

?
m. Notons également que notre hypothèse de régularité est

naturellement faite sur f et non sur f pdq (contrairement à ce qui apparait dans certains
articles). Cette vitesse est meilleure que celle obtenue par Rao (1996) dans le cas i.i.d. si
on considère la même condition de régularité. Pour d “ 0 dans (4), on retrouve la vitesse
optimale pour l’estimation de f .

3.3 Borne inférieure et optimalité de la vitesse

En utilisant le schéma classique introduit par Tsybakov (2009), Chap. 2, on peut
prouver le Théorème suivant : 1

1. Tsybakov, A. B. (2009). Introduction to nonparametric estimation. Springer Series in Statistics.
Springer, New York. Revised and extended from the 2004 French original, Translated by Vladimir Zaiats.

4

209 sciencesconf.org:jds2020:316160

dog



Théorème 3.2. Soit s ° d un entier et rfn,d un estimateur quelconque de f pdq. Alors pour
n assez grand, nous avons pour c ° 0 une constante qui dépend de s et d uniquement

inf
rfn,d

sup
fPW spDq

Er} rfn,d ´ f pdq}2s • cn´ 2ps´dq
2s`1 ,

où W spDq “ W s
LpDq pour le cas Laguerre ou W spDq “ W s

HpDq pour le cas Hermite.

Le Théorème 3.2 implique que la vitesse obtenue en (4) est minimax optimale.

4 Procédure d’estimation adaptative

Le choix de la dimension m “ mopt “ rn2{p2s`1qs dépend de la régularité de f qui est

inconnue, donc pfmopt,pdq n’est pas calculable en pratique. Nous décrivons ici une procédure
nous permettant de faire la sélection de la dimension m automatiquement à partir uni-
quement des données X1, . . . , Xn. Nous cherchons m tel que le risque

E
“
} pfm,pdq ´ f pdq}2

‰
“ }f pdq

m ´ f pdq}2 ` 1

n

m´1ÿ

j“0

Var
“
'

pdq
j pX1q

‰

est minimal. On remarque que le biais est tel que : }f pdq
m ´f pdq}2 “ }f pdq}2´}f pdq

m }2. Comme

}f pdq}2 est indépendant de m, en estimant }f pdq
m }2 par ´} pfm,pdq}2, on remplace le biais par

´} pfm,pdq}2. On estime la variance par : pVm,d “ 1
n

∞n
i“1

∞m´1
j“0 p'pdq

j pXiqq2. Ainsi, pour  ° 0
une constante à calibrer, on sélectionne m comme suit :

pmn :“ arg min
mPMn,d

t´} pfm,pdq}2 ` ypendpmqu, ypendpmq “ 
pVm,d

n
, (5)

où Mn,d est un sous-ensemble de N˚. Dans la suite, on définit pendpmq :“ Erypendpmqs “

Vm,d

n
, avec Vm,d :“

∞m´1
j“0 Erp'pdq

j pX1q2s. Notons qu’il est possible de piloter la procédure

adaptative en remplaçant dans (5) pVm,d par l’ordre de grandeur de Vm,d (voir Théorème
3.1) i.e. par cmd`1{2{n. Dans ce cas nous avons une pénalité déterministe qui dépend des
conditions de moment données en (2) et des constantes non explicites qui apparaissent
dans la Formule d’Askey et Wainger (1965), p. 699.

Théorème 4.1. Soit Mn,d :“ td, . . . ,mnpdqu, avec mnpdq • d entier. Supposons pA1q et
pA2q, et pA3q pour le cas Laguerre, et supposons que }f}8 † `8.

AL. Posons mnpdq “ tpn{ log3pnqq 2
2d`1 u, et supposons que supxPR` x´dfpxq † `8 pour le

cas Laguerre,

AH. Posons mnpdq “ tn
2

2d`1 u pour le cas Hermite.
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Alors, pour tout κ • κ0 :“ 32, nous avons que

E

”
} pf pmn,pdq ´ f pdq}2

ı
§ C inf

mPMn,d

`
}f pdq

m ´ f pdq}2 ` pendpmq
˘

` C 1

n
, (6)

où C ° 0 est une constante (C “ 3 convient) et C 1 ° 0 une constante qui dépend de

supxPR` x´dfpxq † `8 et ErX´d´1{2
1 s † `8 (cas Laguerre) ou }f}8 (cas Hermite).

La valeur théorique de κ :“ 32 est grande. En pratique cette valeur est calibrée à partir
de simulations préliminaires : nous avons pris κ “ 4 pour le cas Hermite ou κ “ 3.5 pour
le cas Laguerre (voir Comte et al (2019)). La contrainte sur la dimension maximale mnpdq
n’influence pas la vitesse de convergence de pf pmn,pdq. L’Inégalité (6) implique que pf pmn,pdq

réalise automatiquement un compromis biais-variance et qu’il est aussi performant que
le meilleur modèle dans la collection à une constante multiplicative près plus un terme
résiduel C 1{n qui est négligeable.
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Résumé. En élevage de précision, les problèmes d’optimisation sont multi-objectifs et
stochastiques. En effet, les exigences des décideurs sont multiples et les fonctions objectifs
ne peuvent être modélisées sous une forme analytique dû à la complexité inhérente des
systèmes biologiques. La méthodologie proposée consiste à utiliser des quantiles condition-
nels, estimés non paramétriquement, associés à différents niveaux de risque ↵ choisis par
le décideur, pour intégrer l’incertitude du modèle. Pour un risque ↵ donné, l’algorithme
génétique NSGAII permet ensuite de déterminer le Front de Pareto, qui porte l’ensemble
des compromis possibles au sein duquel le décideur peut alors choisir. Le bon comporte-
ment numérique de l’approche développée est illustré sur une simulation numérique.

Mots-clés. Optimisation, Multi-objectifs, Incertitude, Élevage de précision, Quan-
tiles conditionnels

Abstract. In precision rearing, optimization problems are multi-objective and stochas-
tic because the requirements of decision-makers are multiple and because objective func-
tions cannot be modeled in an analytical form due to the inherent complexity of biological
systems. Our method consists in use a nonparametrically estimated quantile regression,
associate with a ↵ risk level decided by the decision maker, to deal with the model uncer-
tainty. Then, the NSGAII genetic algorithm allows us to find the Pareto Front, associated
with a ↵ risk level, which carries the set of possible trade-offs within which the decision-
maker can choose. The good numerical behavior of the proposed approach is illustrated
on simulated data.

Keywords. Optimization, Multi-objectives, Uncertainty, Precision rearing, Condi-
tionnal quantiles

1 Introduction

Dans le cadre de l’élevage de précision, l’élaboration de modèles d’optimisation pour pi-
loter finement des processus biologiques soulève de nombreux défis mathématiques. En

1
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collaboration avec INRAE, nous nous intéressons en particulier à la qualité des produits
animaux, notamment celle de la viande bovine et aux facteurs permettant de la piloter.
L’origine des défis qui sont posés provient en partie de la complexité inhérente aux
systèmes biologiques. En effet, il est difficile de modéliser le pilotage de la qualité de
la viande bovine de manière exacte. Ainsi, il est utopique de penser pouvoir le formuler
de manière analytique tant les processus biologiques ante et post-mortem du muscle sont
complexes et multi-factoriels. L’identification des principaux facteurs modulant la qualité
permet néanmoins de construire des modèles statistiques du type

y = m(x) + ✏, (1)

où y est la variable réelle représentant une certaine qualité, x est la variable d-dimensionnelle
désignant les facteurs permettant de piloter cette qualité (nous utiliserons par la suite le
terme de variable de décision), m est la fonction de lien entre x et y, et ✏ est un terme
d’erreur aléatoire. Ce modèle est naturellement imparfait puisque entaché d’une incer-
titude (via ✏) qui doit être prise en compte lors de l’utilisation de m comme modèle de
substitution (surrogate model) dans un processus d’optimisation, au risque de retenir une
solution sous-optimale et/ou de prédire un optimum “trop optimiste”. A cela, ajoutons
que, dans la réalité, la fonction de lien m est inconnue et doit donc être estimée, no-
tons par m̂ l’estimateur de m. La qualité de l’estimation est dépendante du nombre n
d’observations dont dispose le modélisateur. Or dans notre cas d’étude, l’acquisition de
données est coûteuse, liée à une logistique importante dans les stations expérimentales et
à la présence encore rare de capteurs de précision dans les élevages. Se rajoute donc à
l’incertitude ✏ des modèles, l’erreur d’estimation de m qui peut être d’autant plus grande
en estimation non paramétrique que la dimension d de la variable de décision est impor-
tante lorsque la taille n de l’échantillon est limitée (c’est la fameuse malédiction de la
dimension).

L’autre défi majeur qui est posé dans notre étude est l’aspect multi-objectifs du
problème d’optimisation. En effet, les objectifs à optimiser peuvent être contradictoires
selon que l’on s’intéresse à la qualité nutritionnelle versus la qualité gustative du produit,
ou à la performance économique versus la performance environnementale d’un animal.

L’application concrète d’optimisation multi-objectifs porte sur l’élaboration de cahiers
des charges, avec obligation de résultats, prenant en compte différents objectifs de per-
formance de l’animal et de qualité de sa viande.

Dans cette communication, on s’intéresse à la problématique multi-objectifs et à la
gestion de l’incertitude liée à l’utilisation de modèles de substitution dans un problème
d’optimisation sans contrainte. Nous proposons une méthodologie reposant sur l’estimation
non paramétrique de quantiles conditionnels et sur l’estimation de front de Pareto par un
algorithme génétique. Nous illustrons le bon comportement numérique de notre approche
uniquement sur des données simulées, l’acquisition et le pré-traitement des données réelles
étant toujours en cours.

2
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2 État de l’art

On considère le problème multi-objectifs suivant :

min
x2X

m(x) = (m1(x),m2(x), . . . ,mp(x)) (2)

où x 2 X ✓ R
d, est la variable de décision, ici considérée continue. La fonction m : R

d !
R
p est formée des p fonctions objectifs du problème d’optimisation. L’opérateur “min” a

ici un sens ambigu puisqu’il n’existe pas d’ordre canonique dans R
p. Dès lors, il existe

deux approches pour traiter ce type de problème.

• Soit on transforme le problème multi-objectifs en problème mono-objectif par l’inté-
gration d’un arbitrage R émanant du décideur. On retrouve le “goal programming”,
la méthode de “✏-constraint” ou d’autres reformulations variant dans leur manière
d’intégrer R pour transformer le problème multi-objectifs en un problème mono-
objectif (voir, par exemple, Collette et Siarry, 2003).

• Soit on introduit une relation de dominance, la plus utilisée étant la dominance de
Pareto. On dira que la solution x0 domine x00, notée x0 $ x00 dans un contexte de
minimisation, lorsque

8 j 2 {1, . . . , p}, mj(x
0)  mj(x

00) et 9 j 2 {1, . . . , p}, mj(x
0) < mj(x

00). (3)

À partir de cette définition de la relation de dominance, on peut introduire la notion
d’optimalité de Pareto comme l’ensemble

P⇤ = {x⇤ 2 X | @ x 2 X : x $ x⇤}. (4)

On définit alors le front de Pareto par

PF⇤ = {m(x⇤) | x⇤ 2 P⇤}. (5)

L’avantage de ce type de résolution est qu’elle permet d’obtenir l’ensemble des solu-
tions non dominées, c’est-à-dire des compromis possibles au sein desquels le décideur
doit choisir. Les algorithmes de recherche les plus utilisés pour résoudre ce type de
problème sont les algorithmes dits “évolutionnaires”. Ces algorithmes s’inspirent de
processus biologiques. L’un des algorithmes les plus courant est le “Non-dominated
Sorting Genetic Algorithm II” (NSGAII) (voir, par exemple, Deb et al., 2000).

Comme cela a été mentionné dans l’introduction, à la forme multi-objectifs du problème
s’ajoute de l’incertitude liée à l’utilisation de modèles de substitution (1) pour établir les
relations entre la variable de décision x et les p objectifs, notés y(j), j = 1, . . . , p. Chapman
et al. (2014) utilisent par exemple des modèles de régression linéaire

y(j) = x0β(j) + ✏(j) pour j 2 {1, . . . , p}, (6)

3
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sous l’hypothèse de normalité du terme d’erreur (✏(j) ⇠ N (0, σ2
j )), la notationM0 désignant

la transposé de M. Le paramètre β(j) est estimé par β̂(j) avec la méthode des moindres
carrés. Pour intégrer l’incertitude du modèle, les auteurs simulent S = 500 scénarios où
β̂(j) est tiré aléatoirement selon la loi normale multivariée MVN (β(j), σ2

j (X
0X)−1), où X

est la matrice de dimension n ⇥ d de n observations de la variable de décision, β(j) est
estimé par (X0X)−1X0y(j) avec y(j) le vecteur de taille n de la jème variable objectif, et
σ2
j est estimé par l’erreur quadratique moyenne (MSE) du modèle correspondant.

La présence d’une variable aléatoire dans le modèle transforme le problème d’optimisation
multi-objectifs (2) en problème d’optimisation multi-objectifs stochastique,

min
x2X

(x0β̂(1), . . . ,x0β̂(p)). (7)

La stratégie classique pour résoudre ce type de problème est alors de passer à l’espérance
mathématique. Pour le résoudre numériquement, on peut transformer le problème multi-
objectifs en un problème mono-objectif stochastique comme le fait par exemple Stancu-
Minasian (1984) avec une méthode de “goal programming” en considérant le problème :

min
x2X

E[

p
X

j=1

|T (j) − xβ̂(j)|], (8)

où T (j) désigne une valeur cible fixée par le décideur.
De leur côté, Turgut et Murat (2011) proposent de conserver la forme multi-objectifs
du problème et de gérer l’incertitude par une pénalisation de l’espérance moyenne d’une
solution par sa variance

min
x2X

(w
(1)
1 E[xβ̂(1)] +w

(1)
2 V ar[xβ̂(1)]), . . . ,w

(p)
1 E[xβ̂(p)] +w

(p)
2 V ar[xβ̂(p)])) (9)

où les pondérations sont telles que w
(j)
1 ≥ 0, w

(j)
2 ≥ 0, w

(j)
1 +w

(j)
2 = 1, 8j 2 {1, . . . , p}.

Cette approche permet de fait d’intégrer l’aversion au risque du décideur. Un décideur
prudent ou “risk-averse” préférera une solution moins bonne (en moyenne) mais avec une
probabilité raisonnablement faible que le minimum réel soit supérieur au minimum prédit
(w1 <<< w2). A l’inverse un décideur ayant besoin de résoudre un grand nombre de fois
le problème d’optimisation privilégiera le meilleur résultat “moyen” (w1 >>> w2). Cette
distinction dans la prise de risque n’est pas présente dans (8), du fait de la seule utilisation
de l’espérance. On notera toutefois que (9) repose sur une hypothèse de symétrie de la
distribution de l’incertitude. En effet, la variance n’est pas nécessairement la statistique
la plus adéquate pour gérer l’incertitude, puisque seule la variance “à la hausse” devrait
être pénaliser, l’inverse étant plutôt une aubaine pour le décideur. Ainsi, il nous parâıt
plus raisonnable d’utiliser plutôt la “value at risk” (voir par exemple Shapiro et al., 2009),
basée sur le quantile conditionnel la variable objectif sachant la variable de décision:

q(j)↵ (x) = inf{y|F (j)(y|X = x) ≥ ↵} = (F (j))−1(y|X = x), (10)

4
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où F (j)(.|X = x) désigne la fonction de répartition de la jème variable objectif sachant que
la variable de décision prend la valeur x. Cette approche permet de choisir, de manière
plus flexible, les niveaux de risque ↵ que le décideur est prêt à prendre.

3 Méthodologie proposée

Dans le problème d’optimisation multi-objectifs considéré, nous avons utilisé les quantiles
conditionnels introduits ci-dessus en prenant r = 7 valeurs différentes pour l’ordre ↵ (de
5% à 95%), ceci afin de gérer l’incertitude liée aux modèles de substitution. Pour chaque
valeur de ↵, on cherche alors le front de Pareto

PF⇤
↵ = {(q(1)↵ (x), . . . , q(p)↵ (x))|x 2 P⇤

↵} où P⇤
↵ = argmin

x2X
(q(1)↵ (x), . . . , q(p)↵ (x)). (11)

Pour plus de flexibilité du modèle et afin d’éviter de dépendre d’une hypothèse sur la distri-
bution de l’incertitude, les quantiles conditionnels q

(j)
↵ (x) sont estimés non paramétriquement

avec un estimateur de type noyau (kernel) :

q(j)↵,n(x) = inf{y|F (j)
n (y|x) ≥ ↵}, (12)

avec

F (j)
n (y|x) =

n
X

i=1

K

✓
x− xi

h
(j)
n

◆
1
{y

(j)
i y}

,
nX

i=1

K

✓
x− xi

h
(j)
n

◆
(13)

où y
(j)
i et xi sont les valeurs pour la ième observation respectivement pour la jème variable

objectif et pour la variable de décision, K est le noyau de lissage gaussien multidimen-
sionnel

K(u) = (2π)−q/2e−||u||2/2 (14)

avec ||.||2 la norme euclidienne, et h
(j)
n est la largeur de fenêtre (bandwidth). Ce paramètre

de lissage h
(j)
n a une grande incidence sur la qualité de l’estimation de la fonction de

répartition conditionnelle F
(j)
n et doit donc être convenablement optimisé par une méthode

de validation croisée “leave-one-out” :

h
(j)
n,opt = argmin

h>0

nX

k=1

nX

i=1,i 6=k

{1
y
(j)
k <y

(j)
i

− F
(j)
n,−k(y

(j)
i |xk)}2, (15)

où F
(j)
n,−k désigne la fonction de répartition conditionnelle estimée à partir de l’échantillon

privé de la kème observation.
Dans un second temps, pour calculer les fronts de Pareto, l’algorithme génétique NS-

GAII a été utilisé. Les paramètres de cet algorithme n’ont pas fait l’objet d’un tunage
approfondi : pour la population initiale X0, un tirage aléatoire de 50 observations de X

5
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a été réalisé, le nombre B d’itérations de l’algorithme a été fixé à 50, la fréquence de
mutations a été fixée à 0.3 quelle que soit la composante de la variable de décision et le
crossing over a été opéré à partir de la [q/2]e composante où [a] désigne la partie entière
de a.

4 Simulations numériques

Pour illustrer la méthodologie proposée, nous avons considéré p = 2 variables objectifs,
une variable de décision de dimension d = 3 et un échantillon de taille n = 300. Soit X
la matrice des covariables de dimension 300 ⇥ 3, chacune des d composantes ayant été
générées aléatoirement selon la loi uniforme U([−2, 2]). La matrice Y des objectifs de
dimension 300⇥ 2 a été construite de la manière suivante : pour i = 1, . . . , n,

y0
i =

 

y
(1)
i

y
(2)
i

!
=

✓
m1(xi) + ✏(1)

m2(xi) + ✏(2)

◆
=

✓
xiβ

(1) + ✏(1)

xiβ
(2) + ✏(2)

◆
, (16)

avec β(1) = (1, 2, 1)0 et β(2) = (−1,−1, 3)0. Pour les termes d’erreur ✏(1) et ✏(2), deux
scénarii ont été considérés : pour j = 1, 2,

Scénario 1: cas homoscédastique

✏(j) ⇠ N (0, 1), (17)

Scénario 2: cas hétéroscédastique

✏(j)(x) ⇠ N (0, σ2
x) avec σ2

x = mj(x)
4. (18)

Par soucis de comparaison, nous avons estimer les fronts de Pareto en utilisant les quantiles
contionnels estimés non paramétriquement mais aussi les “vrais” quantiles conditionnels,
c’est à dire en utilisant la connaissance de la distribution de l’incertitude que nous avons
en simulation : q

(j)
↵ (x) = Φ−1(↵|x) pour le scénario 1, et q

(j)
↵ (x) = Φ−1(↵|x/mj(x)

4) pour
le scénario 2. Enfin, un vecteur de poids p = (0.4, 0.6) a été utilisé pour choisir au sein
de chaque front le meilleur compromis z⇤ en construisant une fonction d’utilité additive

z⇤ = inf{z|z = p1y
(1) + p2y

(2), pour y = (y(1), y(2)) 2 PF⇤
↵}. (19)

Au vu des graphique de la Figure 4, on constate que l’algorithme NSGAII permet
de raisonnablement bien trouver le front de Pareto. La prise en compte de l’incertitude
semble cohérente, notamment visible sur les graphiques des “vrais” quantiles (à gauche)
où peu de points se trouvent sous le front de Pareto le plus optimiste. On remarque aussi
pour le scénario 2 (en bas) que la forte augmentation de la variance aux extrémités du
support de y provoque un écart de plus en plus important entre la décision prudente et la
décision risquée. Cela explique notamment que, pour des poids identiques au scénario 1,

6
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un décideur voulant prendre des risques choisira les solutions extrêmes pour ↵ = 5%, 10%.
Enfin, il faut souligner que l’estimation non paramétrique des quantiles conditionnels a
un impact non négligeable sur la recherche du front de Pareto et du compromis. Cela
s’explique naturellement par un nombre d’observations, n = 300, relativement modeste
pour une estimation non paramétrique en dimensions d = 3. On fait face ici au fléau de
la dimension.

5 Conclusion & Perspectives

La méthodologie proposée semble efficace pour gérer l’incertitude dans un contexte d’opti-
misation multi-objectifs. On notera toutefois que subsistent des sources d’erreur non prises
en compte, il s’agit de celles liées à l’estimation des quantiles conditionnels et à la con-
vergence stochastique de l’algorithme génétique.
En perspective de ce travail, il serait intéressant d’explorer des techniques de réduction di-
mensionnelle pour gérer la malédiction de la dimension pénalisant la qualité de l’estimation
des quantiles conditionnels lorsque la dimension d est importante. Nous envisageons
également de comparer notre approche à celle de Hughes (2001), Teich (2001) ou Coit et
al. (2015) qui ont reformulé (3) en probabilité de dominance

P (x0 $ x00) = P (m1(x
0) + ✏0 < m1(x

00) + ✏00 \ · · · \mp(x
0) + ✏0 < mp(x

00) + ✏00), (20)

permettant notamment de converger vers le front de Pareto “le plus probable”. Mention-
nons de plus qu’une généralisation de la méthodologie développée ici à un cadre (souvent
rencontré dans la réalité) où des variables de décision peuvent être qualitatives est en
cours d’élaboration. Enfin, une autre mesure du risque que la “value at risk” pourrait
être considérée, comme l’“average value at risk” par exemple.
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Figure 1: Représentation de l’espace de décision à partir de la génération de ñ = 5000
observations pour une meilleure visualisation. Les deux graphiques du haut résultent du
scénario 1 et ceux du bas du scénario 2. On distingue également les simulations issues des
“vrais” quantiles conditionnels (à gauche) de celles issues des estimations des quantiles
conditionnels (à droite). Sur chacun des graphiques, r = 7 fronts de Pareto issus de la
connaissance ou de l’estimation des quantiles conditionnels associés aux différentes valeurs
de ↵ ont été estimés sur un échantillon de taille n = 300. Les points de couleur positionnés
sur les fronts sont les individus sélectionnés par l’algorithme génétique. La croix entourant
l’un de ces points est la solution z⇤ choisie par le décideur pour chaque valeur ↵.
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Résumé. Pour dimensionner une pièce en fatigue, les ingénieurs ont besoin d’identifier
des zones critiques. Ils ont alors recours à des calculs numériques à l’aide de modèles par
éléments finis et utilisent des critères de fatigue déterministes. Cependant, les essais sur
des prototypes ne valident pas toujours les résultats numériques. L’objectif de ce travail
est alors d’améliorer l’identification des zones critiques à l’aide de méthodes statistiques.

Mots-clés. dimensionnement en fatigue, critère de Dang Van, analyse multivariée.

Abstract. To design a mechanical part, engineers need to identify critical areas. They
resort to numerical calculations based on finite element models and use deterministic
fatigue criteria. However, tests on prototypes do not always validate numerical results.
The objective of this work is to improve the identication of critical areas using statistical
methods.

Keywords. fatigue design, Dang Van criterion, multivariate analysis.

Introduction

Sur une pièce mécanique soumise à des efforts faibles ou modérés, on note parfois
l’apparition de fissures après une durée importante d’utilisation. Ce phénomène, connu
sous le nom de fatigue mécanique, est dangereux parce qu’il peut amener une pièce à
rompre de manière soudaine dans des conditions d’utilisation normales, sans sollicitation
excessive. Le bureau d’étude chargé du dimensionnement des pièces lors de leur conception
doit alors garantir la sûreté de la pièce lors de l’utilisation, tout en minimisant son coût
de production. Formellement, on évalue la durée de vie d’une pièce comme le nombre
de cycles de chargement auxquels elle peut résister avant de rompre. La durée de vie se
décompose en une phase d’amorçage de la fissure suivie d’un phase de propagation jusqu’à
la rupture de la pièce. Dans l’industrie automobile on s’intéresse à la partie amorçage en
considérant que la phase de propagation est négligeable.
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Le phénomène de fatigue mécanique est bien connu aujourd’hui (cf [4]) et pris en
compte dans le dimensionnement d’une pièce mécanique. La phase de conception d’une
pièce démarre par une modélisation par éléments finis d’une géométrie correspondant au
cahier des charges. Cette modélisation sert à identifier des zones critiques de la pièce,
c’est-à-dire pour lesquelles le risque d’amorçage est élevé sur le long terme. Cette phase
est suivie d’essais effectués sur plusieurs prototypes afin de valider la résistance à la fatigue
de la pièce dans diverses conditions de sollicitations opérationnelles. Si, lors des essais,
on observe des fissures, alors on procède à une modification de la pièce donnant lieu à
un nouveau calcul. Ces aller-retours impactent les coûts de développement et retardent
la date de production.

Aussi, il est intéressant de disposer d’outils permettant d’estimer la tenue en fatigue
à partir de la modélisation numérique de la pièce. L’objectif est de réduire la phase de
conception en facilitant l’identification des zones critiques à l’aide de méthodes statis-
tiques. Idéalement, une seule phase d’essai devrait ensuite permettre de valider la pièce
sans modification ultérieure.

Dans un premier temps, nous présenterons les données à disposition. Nous verrons
ensuite un exemple de critère de fatigue, communément utilisé pour identifier les zones
critiques d’une pièce mécanique et nous en analyserons les limites. Enfin, nous présenterons
une analyse en composantes principales (ACP) des données afin de tirer partie de l’en-
semble des variables disponibles pour améliorer le critère de fatigue.

1 Données

1.1 Données issues de calculs par éléments finis

Les pièces étudiées ici sont des composants du châssis (berceaux et traverses), pièces
importantes pour la sûreté d’un véhicule. La modélisation par éléments finis permet la
résolution numérique des équations mathématiques d’un problème physique, ici celui de
la réponse d’une pièce mécanique soumise à des contraintes données. La pièce est maillée
(figure 1) et les caractéristiques des matériaux des éléments sont définies. Les résultats
de calculs comportent des informations physiques (contraintes, invariants de contrainte,
gradients de contrainte) en chaque élément du modèle. Pour chaque observation (élément
du modèle), on dispose de huit variables descriptives relatives au maillage et de cinquante
variables physiques. Pour chaque pièce, on compte plusieurs centaines de milliers d’obser-
vations.

1.2 Données issues de bancs d’essais

Les prototypes testés en conditions opérationnelles sur des bancs d’essais apportent
des informations supplémentaires. On dispose de comptes rendus sur lesquels ont été
notées et photographiées les fissures apparues sur les prototypes testés (figure 2). On
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connâıt également le nombre de cycles et le chargement auxquels a été soumise la pièce
avant l’amorçage de chaque fissure. Pour chaque campagne d’essai, entre trois et sept
prototypes identiques sont testés.

Les données d’essais sont incorporées aux données de calculs sous la forme de deux
variables par prototype testé : l’une booléenne codant la présence de l’amorçage d’une
fissure sur l’élément, l’autre quantitative mesurant l’effort appliqué à la pièce au moment
d’apparition de la fissure correspondante ou par défaut, l’effort appliqué à la pièce à la
fin de l’essai.

Figure 1 – Visualisation des résultats
de calcul (taux de cisaillement critique)
sur le modèle par éléments finis.

Figure 2 – Photographie d’une zone de
la pièce (correspondant au modèle de la
figure 1) après essai.

2 Le critère de fatigue de Dang Van

Classiquement, l’identification de zones critiques sur un modèle par éléments finis se
fait à l’aide de calculs numériques et de l’utilisation de critères de fatigue. Un critère
de fatigue est une évaluation, en chaque élément du modèle, du degré de criticité de cet
élément à partir des contraintes calculées. Il est admis que l’amorçage de fissures de fatigue
est principalement lié au cisaillement (contraintes tangentielles) et que les contraintes
normales de traction accélèrent (extension) ou retardent (compression) leur apparition (cf
[4], chap. 2). Le critère de Dang Van est utilisé comme critère de fatigue bien qu’il soit
imparfait.

2.1 Définition

On note E l’ensemble des éléments du modèle et pour chaque élément e de E, on
note respectivement Phe et τe la pression hydrostatique critique et le taux de cisaillement
critique (invariants de contrainte calculés à partir du modèle par éléments finis). Le critère
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de Dang Van est une frontière linéaire dans le plan formé par ces deux variables (cf [1]).
Avec ce critère, un élément e de matériau m est critique s’il est situé au-dessus de la
frontière, soit :

τe + αm · Phe > τ0,m

où αm = 3 ·
1

tm

fm
≠ 1

2

2

et τ0,m = tm .

Les constantes fm et tm représentent respectivement les limites de fatigue en flexion
alternée et en torsion alternée. Elles dépendent du matériau m constituant l’élément et
sont estimées à partir d’essais de fatigue uniaxiaux sur éprouvettes en flexion et torsion.
On introduit alors le coefficient de danger CDe = ·e+–P he

·0,m
≠1, degré de criticité de l’élément

compte tenu de sa position à la frontière matériau.

2.2 Normalisation du critère

La frontière sur le plan de Dang Van dépend du matériau m. Or, une pièce peut
compter plusieurs matériaux aux propriétés différentes. Aussi, pour pouvoir comparer ces
points, nous proposons d’introduire une version normalisée du critère de Dang Van (cf
[3]). Les grandeurs normalisées Ph(n)

e et τ (n)
e sont définies de la façon suivante :

1

Ph(n)
e , τ (n)

e

2

=

A

αm
Phe

τ0,m

,
τe

τ0,m

B

.

τ critique

Ph critique

•τ0,m

•
Ph0,m

Droite matériau

pente = ≠α
m = ≠ ·0,mPh

0,m

•

•
Phe

•τe

Figure 3 – Diagramme de Dang Van classique.

τ critique normalisé

Ph critique normalisé

•1

•
1

D
roite

critique
(tous m

atériaux)

pente
=

≠
1

•

•

Ph
(n)
e

•τ
(n)
e

Figure 4 – Diagramme de
Dang Van normalisé.

Dans ce nouveau plan, tous les matériaux partagent la même frontière (figures 3 et 4).
On peut ainsi superposer les données de plusieurs pièces. De plus, le coefficient de danger
se réécrit très simplement en fonction des grandeurs normalisées : CD = τ (n)

e + Ph(n)
e ≠ 1.

2.3 Limites du critère

On peut voir sur la figure 5 un premier exemple d’évaluation du critère de Dang Van
sur un fichier (450000 observations).
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Figure 5 – Diagramme de Dang Van normalisé (points bleus issus des calculs numériques ;
étoiles : éléments ayant fissurés lors des essais).

La figure 5 montre que des éléments sur lesquels une fissure a amorcé sont bien des
points dans la partie supérieure droite du plan de Dang Van. Pourtant, certains de ces
points se situent en-dessous de la droite critique. On voit donc clairement que le critère
de Dang Van ne permet pas d’identifier tous les points d’amorçage de fissure. Cela peut
s’expliquer par le caractère aléatoire de l’amorçage mais aussi par le fait que le critère ne
tient pas compte des spécificités géométriques de certains points de la pièce qui peuvent
pourtant favoriser grandement l’amorçage de fissure (extrémités de cordons de soudure,
bords de tôle avec courbure importante...).

3 Étude multidimensionnelle des données de fatigue

Nous avons vu les limites de l’utilisation du critère de Dang Van. Celui-ci n’utilise que
deux informations alors qu’on dispose de cinquante variables qui pourraient contribuer à
définir un critère de fatigue plus efficace.

On effectue une analyse en composantes principales des données (ACP, cf [2] chap.
1) pour repérer d’éventuelles directions d’observation intéressantes et complémentaires à
celles déjà considérées. Dès le premier plan principal, l’ACP permet non seulement de
retrouver les informations du critère de Dang Van (corrélation avec les pression hydrosta-
tique et taux de cisaillement critiques) mais aussi d’amener à une possible caractérisation
des fissures (voir figure 6). En effet, le second axe apporte une information supplémentaire
à la représentation de Dang Van puisqu’il permet d’identifier deux «types» de fissures :
du point de vue des variables, c’est l’orientation des contraintes qui les différencie.
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Figure 6 – Deux premières composantes principales (étoiles : points d’amorçage) et cercle
des corrélations (représentation des 15 variables contribuant le plus) : identification de
deux groupes de fissures.

Conclusion

Nous avons montré que l’analyse multivariée enrichit la caractérisation des zones cri-
tiques. En revanche, certains points restent relativement mal caractérisés, même en pre-
nant en compte les différents axes de l’ACP. L’ajout d’un nouveau type de variable,
prenant notamment en compte des informations sur la forme géométrique des zones
considérées, est une piste intéressante. Dans une première approche, on envisage de définir
des variables catégorielles indiquant la présence ou non de chaque type de singularité (cor-
don de soudure, bord de tôle) à proximité de l’élément. Cette étude va nous permettre de
guider la construction d’un nouveau critère de fatigue probabilisé.
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Une approche de classification croisée pour des séries
temporelles fondée sur une approche dynamique

Christian Derquenne

Electricité de France - Recherche et Développement - 7, boulevard Gaspard Monge - 91120 Palaiseau
- christian.derquenne@edf.fr

Résumé. La recherche de structures dans les données représente une aide essentielle pour com-
prendre les phénomènes à analyser. Les méthodes de classification croisée permettent de répondre
à cette problématique lorsque l’on désire traiter conjointement les données sur les deux dimensions
: lignes/colonnes (individus/variables). Dans certaines applications, la dimension temporelle est ra-
joutée (courbes de consommation, de températures, gènes, ...). La méthode proposée fournit des
classes croisées de comportements des individus et des variables conjointement. Celle-ci se déroule en
trois étapes : classification des variables, classification des individus et réconciliation des résultats des
deux. Cette approche est appliquée sur des données simulées et fournit de très bons résultats.

Mots-clés. Classification croisée, analyse des correspondances multiples, apprentissage non su-
pervisé.

Abstract. The search for structures in the data represents an essential help to understand the
phenomena to be analyzed. Co-clustering methods make it possible to answer to this problem when
we wish to process data on two dimensions jointly: rows / columns (individuals / variables). In
certain applications, the temporal dimension is added (consumption curves, movies, microarray, ...).
The proposed method provides co-clusters of behavior of individuals and variables jointly. This takes
place in three stages: clustering of variables, clustering of individuals and reconciliation of the results
of the two. This approach is applied to simulated data and provides very good results.

Keywords. Co-clustering, Multiple Correspondances Analysis, unsupervised learning.

1 Contexte - objectif

La recherche exploratoire de structures dans les données est essentielle dans de nombreuses applications
(biologie, environnement, finance, management de l’énergie, ...) afin de comprendre les comportements
des individus, les liens entre les variables, ... Les outils de visualisation, de réduction de dimension,
de recherche de patterns permettent de répondre efficacement à ce type de problématiques. Nous
nous plaçons dans le cadre de la classification non supervisée et plus particulièrement dans le domaine
de la classification croisée. Celle-ci permet de regrouper conjointement des lignes et des colonnes
d’un tableau de données. Une ligne peut être constituée d’autant de valeurs uniques qu’il y a de
colonnes : un individu xi, (i = 1, n) est renseigné par des mesures uniques issues de p variables
Xj , (j = 1, p). Ces mesures peuvent être de nature différente : numérique, catégorielle, comptage.
De même, un individu peut posséder plusieurs valeurs pour une même variable, avec T points de
mesures d’une série temporelle. Par exemple, l’objectif de l’étude peut être de classifier conjointement
des courbes de consommations demi-horaires de clients (les individus) pour chaque jour de l’année,
d’une part, et regrouper les 365 séries temporelles journalières (les variables) pour un même client,
d’autre part (Bouveyron et al., 2018). La première partie de ce papier définit la classification croisée en
général, puis nous proposons une méthode de classification croisée fondée notamment sur une approche
dynamique de classification de variables (Derquenne, 2016, 2017). La troisième partie est consacrée à
une application sur des données simulées. Enfin, nous concluons sur les améliorations à apporter, les
applications potentielles et les voies futures.
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2 La classification croisée

La première étape de toute construction de typologie consiste à se poser la question suivante : ”quelle
est la nature de mes données ?”. En effet, il est souvent nécessaire de les transformer au préalable
pour éviter toute incohérence dans les résultats de classification. La non prise en compte d’échelles
différentes peut faire apparaitre une fausse structure dans les données ou au contraire en cacher une.
Par exemple, une série temporelle peut être résumée sous la forme d’une fonction (polynomiale avec
quelques coefficients ”significatfs”, en ondelettes), normalisée entre 0 et 1, centrée-réduite, discrétisée,
en rangée en ordre croissant, ...

La deuxième étape de classification revient à construire un indicateur de ressemblance ou de dis-
semblance entre les objets (individus ou variables). Pour cela de nombreux indices de similarité,
de dissimilarité, de distance sont disponibles et sont proposés au fil des années. Ils dépendent bien
évidemment de la nature des données transformées ou non.

La troisième étape de classification non supervisée a pour objectif de rechercher des groupes d’objets
en se reposant sur les étapes précédentes. Les méthodes proposées dans la littérature sont nombreuses ;
elles s’appuient sur des approches de classification hiérarchique ou de partionnement. A ce stade, il est
nécessaire d’introduire la notion de double-dimensionnalité ou de dualité des lignes et des colonnes (in-
dividus et variables, en général) d’un tableau de données. En effet, si l’on raisonne seulement sur l’une
des deux dimensions, la classification identifiera des groupes d’individus en fonction des informations
mesurées sur les variables ou des classes de variables à l’aide des valeurs observées sur les individus.
Ce processus correspond à une approche locale de recherche de patterns. En complément, plutôt qu’à
l’opposé, la classification croisée (Govaert et al., 2013, Madeira, 2011) identifie des groupes d’individus
(lignes) ayant des comportements similaires au sein d’un sous-ensemble de variables (colonnes). Cela
correspond à une approche globale dans laquelle chaque individu dans une classe croisée est sélectionné
en utilisant seulement un sous-ensemble de variables. Et chaque variable dans un groupe croisé est
retenue en utilisant un sous-ensemble d’individus. Par ailleurs, les classes croisées sont représentées par
différentes structures : une seule classe détectée contenant un sous-ensemble de lignes et de colonnes
; plusieurs classes possédant exlusivement des lignes et des colonnes (il reste des objects non classés)
; des groupes ne se recouvrant pas et contenant l’ensemble des données ; des classes réparties sur
toutes les lignes, resp. toutes les colonnes, mais ne se recouvrant pas et pouvant avoir des colonnes
communes, resp. des lignes communes ; des classes structurées sous forme d’arbre sans chevauchement
; des groupes non recouvrants et non exclusifs (il peut rester des données non classées) ; des structures
hiérarchiques et recouvrantes ; des classes se chevauchant arbitrairement. De plus, il faut distinguer
trois approches de classification croisée : découvrir les groupes croisés, un seul à la fois ; découvrir un
ensemble de classes croisées ; découvrir toutes les classes croisées en même temps (identification simul-
tanée). Enfin, quatre principaux types d’algorithmes sont proposés dans la littérature. Combinaison
itérative de classifications des lignes et des colonnes qui consiste à classifier celles-ci séparément, puis à
utiliser une procédure itérative pour combiner les deux typologies. Diviser et conquérir : le problème
est découpé en plusieurs sous-problèmes similaires sur les données originales, puis consiste à résoudre
chacun d’eux de façon itérative et à combiner les solutions intermédiaires pour fournir une solution
unique sur les données initiales. D’autres algorithmes sont fondés sur la recherche itérative ”gour-
mande” (Cheng et al., 2000). La dernière approche revient à énumérer de façon exhaustive les classes
croisées (SAMBA, Tanay et al., 2004). La méthode proposée repose sur une combinaison entremêlee
des typologies des lignes/colonnes et des colonnes/lignes.
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3 Une méthode de classification croisée fondée sur une approche
dynamique

Soient X1, ..., Xq, q variables numériques, avec Xj 2 Rn⇥T , où n est le nombre d’individus et T la
longueur de la série temporelle. xij(t) représentera par exemple la consommation du client ei, le jour
j au pas de temps t (l’heure, la demi-heure, un point 10 minutes). Nous postulons que pour un même
client, des ensembles de comportements de consommation journalière peuvent être similaires. Nous
mesurons cette similarité à l’aide des corrélations entre ces variables-jours. D’autre part, pour un
même jour des profils de consommations des n clients peuvent se ressembler. Ils seront mesurés à
l’aide de la distance euclidienne entre courbes. La matrice X des données a la forme suivante :

X =

0
BBBBBB@

x11(1), ..., x11(t), ..., x11(T ) · · · x1j(1), ..., x1j(t), ..., x1j(T ) · · · x1q(1), ..., x1q(t), ..., x1q(T )
...

. . .
...

. . .
...

xi1(1), ..., xi1(t), ..., xi1(T ) · · · xij(1), ..., xij(t), ..., xij(T ) · · · xiq(1), ..., xiq(t), ..., xiq(T )
...

. . .
...

. . .
...

xn1(1), ..., xn1(t), ..., xn1(T ) · · · xnj(1), ..., xnj(t), ..., xnj(T ) · · · xnq(1), ..., xnq(t), ..., xnq(T )

1
CCCCCCA

La démarche proposée contient trois étapes principales : la classification des colonnes (les variables-
jours), la classification des lignes (les individus-clients) et la réconciliation des résultats des deux.
Cependant, la typologie des colonnes intégrera aussi une classification des lignes afin d’enrichir sa
structure et vice-versa pour la typologie des lignes comme nous le verrons dans les section 3.1 et 3.2.
Détaillons ces trois étapes en utilisant le synoptique de la démarche fourni dans la figure 1.

3.1 Classification des colonnes-variables

Tout d’abord, la méthode de classification de variables (Derquenne, 2016, 2017) est appliquée sur
chaque individu-client afin d’obtenir n partitions (P1, ..., Pi, ..., Pn) contenant respectivement (q1, ..., qi, ..., qn)
groupes. Afin de lier immédiatement l’information obtenue à l’ensemble des individus, nous con-
struisons une typologie de ceux-ci en établissant un tableau de dissimilarités entre les n partitions
à l’aide du V de Cramer : 1 − d2(Pi, Pl)/(q ⇥ min(qi − 1, ql − 1)), où d2(Pi, Pl) est la statistique
du χ

2 d’indépendance. Puis le critère d’agrégation de Ward est appliqué sur la matrice de dissim-
ilarités grâce auquel, par coupure du dendrogramme, nous obtenons M classes (C1, ..., Cm, ...CM )
possédant respectivement (n1, ..., nm, ..., nM ) individus. Afin de reconnecter les variables à chacune
des M classes d’individus, nous calculons des dissimilarités entre variables avec la mesure suivante :
d(j, k) = 1−u/nm, où u est le nombre de fois où Xj et Xk sont dans la même classe de variables pour
un groupe Cm. Nous obtenons alors une nouvelle matrice de dissimilarités entre variables par classe de
clients. Nous appliquons sur cette matrice le critère de Ward pour obtenir une nouvelle typologie de
variables pour chacune des M partitions de clients (G1, ..., Gm, ..., GM ). Par conséquent, dans chacune
de celle-ci, chaque couple individu/variable (ei, Xj) est renseigné par un numéro de classe nommé gml

issu de ces nouveaux résultats. Par exemple, pour l’individu ei qui appartient à la partition de clients
Gm, la variable Xj a été mise dans la classe Vl provenant de la typologie des demi-heures réalisée sur
la partition Gm. Finalement, nous rassemblons ces résultats dans un tableau T1 contenant n⇥q lignes
et trois colonnes : les dénominations de l’individu ei et de la variable Xj , et le numéro de classe gml.

3.2 Classification des lignes-individus

Cette deuxième étape est le dual de la précédente. En effet, nous appliquons tout d’abord le critère
d’agrégation de Ward pour classifier les individus pour chaque variable-jour afin d’obtenir q parti-
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Figure 1: Synoptique du processus de la méthode

tions (A1, ..., Aj , ..., Aq) contenant respectivement (n1, ..., nj , ..., nq) groupes. Comme dans la première
étape, nous lions les résultats issus de l’ensemble des variables, pour cela nous construisons une ty-
pologie de celles-ci en établissant un tableau de dissimilarités entre les q partitions à l’aide du V de
Cramer : 1− d2(Aj , Ak)/(n⇥min(nj − 1, nk − 1)). Le critère d’agrégation de Ward est à nouveau ap-
pliqué sur la matrice de dissimilarités grâce auquel, par coupure du dendrogramme, nous obtenons H
groupes (B1, ..., Bh, ...BH) possédant respectivement (q1, ..., qh, ..., qH) variables. Afin de reconnecter
les individus à chacune des H classes de variables, nous calculons des dissimilarités entre individus à
l’aide de la mesure suivante : d(i, l) = 1 − u/qh, où u est le nombre de fois où ei et el sont dans la
même classe d’individus pour un groupe Bh. Nous obtenons alors une nouvelle matrice de dissimi-
larités entre individus par classe de variables. Nous appliquons sur cette matrice le critère de Ward
pour obtenir une nouvelle typologie d’individus par partition de variables (W1, ...,Wh, ...,WH). Par
conséquent, dans chacune de celle-ci, chaque couple variable/individu (Xj , ei) est renseigné par un
numéro de classe nommé whk issu de ces nouveaux résultats. Par exemple, pour la variable Xj qui
appartient à la partition de variables Wh, l’individu ei a été placé dans la classe Sk provenant de la
typologie des clients réalisée sur la partition Wh. Finalement, nous rassemblons ces résultats dans
un tableau T2 contenant n ⇥ q lignes et trois colonnes : la dénomination de l’individu ei, celle de la
variable Xj et le numéro de classe whk associé.
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3.3 Réconciliation des deux typologies

L’objectif de cette dernière étape est d’obtenir une partition globale des données dans laquelle chaque
couple (individu/variable) appartient à une classe croisée. Pour cela, nous fusionnons, tout d’abord les
tableaux T1 et T2 issus des deux étapes précédentes. Ce nouveau tableau T12 contiendra donc quatre
colonnes : la dénomination de l’individu ei, celle de la variable Xj , le numéro de classe gml provenant
de la classification des colonnes/variables et le numéro de classe whk provenant de la classification
des lignes/individus. En fait, les deux premières colonnes forment simplement un individu renseigné
par deux variables catégorielles correspondant aux numéros de classes gml et whk. Le tableau de
contingence de ces deux variables fournit pour chaque croisement de modalités un nombre de cou-
ples (individu/variable) possédant les mêmes caractéristiques. En d’autres termes, des clients ayant le
même profil de consommation d’électricité sur les mêmes jours. Afin de résumer l’ensemble de ces infor-
mations dans des classes croisées, nous appliquons une analyse des correspondances multiples (MCA)
qui fournit des composantes principales associées aux observations (les couples individu/variable) et
des composantes principales dédiées aux modalités des deux variables (les numéros de classes issus
des deux typologies). Une classification par le critère de Ward est appliquée sur une sélection de
composantes principales des observations. Celle-ci offre la typologie finale des données contenant S
classes croisées (d1, ..., ds, ..., dS) pour les individus/variables.

4 Application de l’approche de classification croisée

Afin d’évaluer la qualité de l’approche proposée, nous avons simulé un jeu de données possédant 25
individus, 20 variables (séries temporelles de taille T = 48). Celui-ci est découpé en 8 classes croisées.
Par exemple, la classe 1 (en vert clair sur la figure 2) contient 10 individus et quatre variables, telle
que : Xj(t) = X1(t) + 2✏t pour j = 16, 17, 18 où X1(t) ! N (0, 1) et t = 1, 48.

Lors de la réconciliation des deux typologies individus/variables et variables/individus, nous avons
sélectionné les trois premières composantes principales de l’ACM (75% de l’inertie totale). Nous
trouvons 8 classes croisées estimées. L’évaluation de la qualité de celles-ci en regard des 8 classes
croisées observées (cf. tableau de contigence, fig. 2) a été réalisée à l’aide des indices de Rand (Rand,
1971), de Jaccard et de γ, ainsi que la proportion de bien classés (bcl). Ces indices varient entre 0
et 1, plus la valeur obtenue est proche de l’unité, plus l’adéquation est bonne. Les valeurs encadrées
en vert sur le tableau de contingence correspondent à des classes croisées parfaitement reconstituées
; celles en rouge sont relatives au mauvais classement. Nous obtenons : Rand=0,97 ; Jaccard=0,83 ;
γ = 0, 89 et bcl=0,95, ce qui offre une très bonne qualité de reconstitution sur notre exemple.

5 Apports, applications et voies futures

L’approche proposée permet de réaliser de la classification croisée sur des séries temporelles. Elle
est originale dans le sens où elle mêle la recherche de classes de lignes durant la construction de
groupes de colonnes et vice-versa. D’autres approches pour données non temporelles ont également
été développées. L’application de cette méthode sur les données simulées présentées dans la section
4 a montré qu’elle reconstituait avec un très bon niveau de qualité la classication croisée observée.
L’application sur données réelles de consommation d’électricité est en cours d’étude. D’autres ap-
plications sur données simulées et réelles ont fourni des résultats de même bonne qualité (prix spot
avec commodités, demandes résiduelles pour classifier les zones géographiques, données statiques). Les
améliorations et voies futures sont les suivantes : comparaison avec d’autres méthodes de classification
croisée, plus de simulations afin d’évaluer l’incertitude, traitements sur des données plus complexes,
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Figure 2: Visualisation des données

développement d’une méthode avec une approche fonctionnelle et extension de la méthode proposée
à des données en grande dimension (Derquenne, 2018).
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Résumé. Les modèles de change-points (ou à changement de régime) sont des modèles
dont la forme change à des instants inconnus. Nous proposons une méthode pour les
modèles de change-points linéaires qui estime la position des change-points, les coefficients
de chacune des phases, et sélectionne les variables significatives simultanément grâce à une
pénalité LASSO adaptative. De plus, la méthode choisie permet d’assouplir les hypothèses
de départ concernant les erreurs du modèle, notamment la normalité, car elle ne requiert
aucune connaissance préalable des deux premiers moments des erreurs.

Mots-clés. change-point, expectile (moindres carrés asymétriques), lasso adaptatif. . .

Abstract. Change-point models are models whose coefficients change at unknown
times. We introduce a method for linear change-points (multiple regimes) models, which
estimates the change-points location, the coefficients of each regime, and simultaneously
performs feature selection thanks to an adaptive LASSO penalty. The method allows for
weakened starting hypothesis, since it does not require any prior knowledge of the first
two moments of the errors. Therefore it can be used when the errors don’t come from a
normal distribution.

Keywords. change-point, expectile (asymmetric least squares), adaptive lasso. . .

1 Introduction

Nous considérons ici un modèle linéaire à changement de régime, c’est-à-dire un modèle
pour lequel au moins un coefficient varie à un(des) instant(s) inconnu(s). L’objectif de ce
papier est d’estimer les change-points (points de rupture), ainsi que de sélectionner les
variables significatives.

1Université de Lyon, Université Lyon 1, CNRS, UMR 5208, Institut Camille Jordan, Bat. Braconnier,
43, blvd du 11 novembre 1918, F - 69622 Villeurbanne Cedex, France
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La méthode des moindres carrés, qui modélise la moyenne conditionnelle d’un phéno-
mène, est sans doute la plus répandue pour estimer les coefficients d’un modèle linéaire.
Cependant, elle est sujette à de fortes conditions, notamment les erreurs qui sont sup-
posées normales. Dans de nombreuses applications cette condition n’est pas vérifiée, et
dès lors, modéliser la moyenne n’est plus suffisant pour expliquer la relation entre la va-
riable dépendante et les variables indépendantes. La méthode de régression quantile de
Koenker et Bassett (1978), utilisant une norme L1 asymétrique, est une alternative qui
permet d’étudier la variation des quantiles de la distribution conditionnelle en fonction
des variables explicatives. Cette méthode est très utilisée en économie et en finance pour
calculer des risques. Cependant, comme le soulignent Newey et Powell (1987), la méthode
quantile présente quelques inconvénients : la non différentiabilité de la fonction objectif,
l’inefficacité lorsque la distribution des erreurs est Gaussienne, et la difficulté à calculer
la matrice de covariance des estimateurs quantiles. Newey et Powell ont donc proposé
une modification du processus quantile qui utilise une norme L2 asymétrique, et qui par
conséquent possède les avantages de la méthode quantile sans les inconvénients. C’est cette
méthode, appelée expectile, que nous utilisons pour estimer les coefficients du modèle.

Pour la sélection des variables nous utilisons le LASSO adaptatif de Zou (2006), qui
corrige le biais des estimateurs obtenus par le LASSO de Tibshirani (1996). De plus les
estimateurs obtenus par le LASSO adaptatif possèdent les propriétés oracles, c’est-à-dire
que les composants des vrais paramètres qui ont pour valeur zéro sont estimé (réduits)
à 0 avec une probabilité qui tend vers 1 (sparsité), et la vitesse de convergence pour les
composants non nuls est optimale et asymptotiquement normale.

Nous proposons une méthode pour les modèles de change-points associant la pénalité
LASSO adaptatif au processus expectile. Dans un premier temps, nous présentons suc-
cinctement les principaux résultats. Dans un second temps, nous illustrons ces résultats
par des simulations.

2 Principaux résultats

2.1 Modèle et suppositions

Nous considérons un modèle avec K change-points (points de rupture), ou (K + 1)
phases :

Yi = X>
i β1111i<l1 + · · ·+X>

i βK+111lKin + εi, i = 1, . . . , n. (1)

Dans la suite du papier, nous supposons que le nombre K de change-points est connu et
non dépendant de n, et que entre deux phases successives les paramètres sont différents :
βk 6= βk+1, pour tout k = 1, · · · , K. De plus nous supposons :

(A1) max16i6n kXik2  C0, pour une constante C0 > 0.

(A2) Il existe une matrice définie positive Ω telle que limn!1 n−1
Pn

i=1 XiX
>
i = Ω.
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Pour un τ 2 (0, 1) fixé, la fonction expetile d’ordre τ est définie par :

ρτ (x) = |τ − 11x<0|x2 avec x 2 R

Concernant les erreurs ε, nous considérons une supposition classique pour les modèles
expectile, aussi considérée par Liao et al. (2019) et Ciuperca (2019) :

(A3) (εi)16i6n i.i.d. t.q. E[ε4i ] < 1 et E[gτ (ε)] = 0 avec gτ (x) ⌘ ρ0
τ
(x − t)t=0 =

2τx11x≥0 + 2(1− τ)x11x<0, la dérivée première de ρτ (x− t) en t = 0.

Pour détecter automatiquement la sparsité, une pénalité de type LASSO adaptative
est ajoutée au processus expectile. On considère alors le processus expectile avec pénalité
LASSO adaptative :

K+1X

r=1

0

@

l0rX

i=l0r−1+1

ρτ (Yi −XT
i βr) + (lr − lr−1)λ(lr−1,lr)bωT

((lr−1,lr),j)
|βr|

1
A ,

avec bωT
((lr−1,lr),j)

⌘ |eβ((lr−1,lr),j)|−γ, les poids appliqués aux coefficients dans la pénalité
adaptative. Le paramètre γ est connu et γ > 0. La suite des paramètres de tuning
(λ(lr−1,lr))(lr−1,lr)2N est t.q. : λ(lr−1, lr) = o((lr−1, lr)

−1/2) et (lr−1, lr)
(1+γ)/2λ(lr−1, lr) −!

(lr−1,lr)!1
1

(voir Liao et al. (2019) et Ciuperca (2019)).

Pour définir les estimateurs des coefficients (β1, · · · ,βK+1) et des change-points (l1, · · · , lK),
considérons d’abord la somme

S(l1, · · · , lK) ⌘ inf
(β1,··· ,βK+1)2R

(K+1)p

⇢K+1X

r=1

✓ lrX

i=lr−1+1

ρτ (Yi−X>
i βr)+(lr−lr−1)λ(lr−1,lr)bω>

((lr−1,lr)
|βr|

◆}
.

Alors, nous proposons comme estimateurs pour les change-points, le K-vecteur aléatoire
suivant : (bl1, · · · ,blK

)
⌘ argmin

(l1,··· ,lK)2RK

S(l1, · · · , lK).

Sur la base de ces estimateurs, nous considérons les estimateurs des coefficients du modèle
(1) :
(bβ(0,bl1)

, bβ(bl1,bl2)
, · · · , bβ(blK ,n)

)
⌘

argmin
(β1,··· ,βK+1)2R

(K+1)p

⇢K+1X

r=1

✓ blrX

i=blr−1+1

ρτ (Yi −X>
i βr) + (blr − blr−1)λ(blr−1,blr)

bω>

((blr−1,blr)
|βr|

◆}
.

Pour le modèle (1), soit
(
β0

1, · · · ,β0
K+1

)
les vraies valeurs des coefficients dans les

(K + 1) phases et l01, · · · , l0K les vraies localisations des K change-points.
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Pour étudier la sparsité des estimateurs expectile LASSO adaptatifs du modèle (1),
on considère l’ensemble d’index pour la phase r :

A0
r ⌘

{
j 2 {1, · · · , p}; β0

r,j 6= 0
 
.

Pour les estimateurs des coefficients par la méthode expectile avec LASSO adaptatifs,
soient :

bA0
r ⌘

{
j 2 {1, · · · , p}; bβ(l0r−1,l

0
r),j

6= 0
 
, et bAr ⌘

{
j 2 {1, · · · , p}; bβ(blr−1,blr),j

6= 0
 
.

De plus on suppose :

(A4) γ 2 (0, 1].

(A5) E[|ε|q] < 1, ∀q ≥ 2.

(A6) lr − lr−1 ≥ nu, avec u 2 [3/4, 1], pour tout r = 1, · · · , K + 1.

(A7) ∃ c > 0 t.q. kβr − βr−1k2 > c, 8 r = 2, · · · , K + 1.

(A4) permet de contrôler la taille de la pénalité par rapport à la fonction coût. (A6) a été
considérée par Bai (1998) et Ciuperca (2014). (A7) est une supposition naturelle pour
qu’il existe un changement après chaque change-point. Le fait que u ≥ 3/4, permet d’obte-
nir des estimateurs consistants pour les coefficients de chaque phase, et donc d’obtenir des
estimateurs pour les change-points pas trop loin (à une distance bornée) des vraies valeurs.

2.2 Comportement asymptotique

Ce premier théorème montre que si le nombre K de change-points est connu, alors
chaque change-point possède un estimateur situé à une distance finie.

Theorem 2.1 Si les suppositions (A1), (A3), (A4)-(A7), sont satisfaites et en plus dans

chaque phase r = 1, · · · , K, on a limn!1(l0r − l0r−1)
−1

Pn0
r

i=lr−1+1 XiX
>
i = Ωr, avec Ωr

une matrice définie positive, la suite (λ(lr−1,lr)) satisfait les conditions : λ(lr−1,lr) = o((l0r −
l0r−1)

−1/2) et la suite (c(lr−1,lr)) est soit constante soit
c(lr−1,lr) ! 0, (l0r − l0r−1)c

2
(lr−1,lr)

/(log(l0r − l0r−1)) ! 1 et (l0r − l0r−1)
(γ−1)/2c−2

(lr−1,lr)
= O(1),

alors blr − l0r = OP(1) 8r = 1, · · · , K.

Le théorème précédent implique le corollaire suivant, qui donne la vitesse de conver-
gence des estimateur des coefficients de chacune des phases.

Corollary 2.1 Sous les mêmes conditions considérées dans le Théorème 2.1, on a,
∥∥bβ(blr−1,blr)

−

β0
r

∥∥
2
= OP

(
(l0r − l0r−1)

−1/2
)
.
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Nous montrons par le théorème suivant que, dans chaque phase estimée, les estimateurs
expectile LASSO adaptatifs satisfont la propriété de sparsité, et la loi asymptotique des
estimateurs des coefficients non nuls est gaussienne.

Theorem 2.2 Sous les conditions du Theorem 2.1, si en plus
(
l0r−l0r−1

)(γ+1)/2
λ(l0r−1,l

0
r)
−!
n!1

1,

alors nous avons :
(i) (blr − blr−1)

1/2
⇣
bβ(blr−1;blr)

− β0
r

⌘
A0

r

= (l0r − l0r−1)
1/2

⇣
bβ(blr−1;blr)

− β0
r

⌘
A0

r

(1 + oP(1))
L

−!
n!1

N (0|A0
r|
, σ2

gτµ
−2
hτ

Ω−1
r,A0

r
).

(ii) Pour tout r = 1, · · · , K, nous avons limn!1 P

h
bA0
r = bAr = A0

r

i
= 1.

3 Simulations

Les simulations ont été réalisées pour une modèle avec un change-point. Nous consi-
dérons deux types d’erreurs : normales centrées N (0, 1) et mixtes 0.2 ⇤N (0, 1) + χ2

1. Les
paramètres sont estimés par trois méthodes différentes, moindres carrés (MC), expectile
(EX), et quantile (QU), auxquelles on ajoute une pénalité LASSO adaptative pour la
sélection des variables. 1000 itérations de Monte Carlo ont été réalisées. Pour étudier la
sparsité, nous calculons Â \A0 (les coefficients estimés non nuls dont la vraie valeur est
non nulle) et Â \ Ac (les coefficients estimés non nuls dont la vraie valeur est nulle).
Nous donnons aussi le temps d’exécution moyen pour chacune des méthodes, ainsi que
k l̂k

n
− l0

n
k1, appelée L dans les tableaux. Nous donnons à titre indicatif kβ̂−β0k2 (la préci-

sion des estimateurs des coefficients) bien que cet indicateur revêt moins d’importance que
la sparsité. Concernant la pénalité LASSO adaptative, nous choisissons λ(l̂,k̂) = (k̂− l̂)−2/5

pour les méthodes moindres carrés et expectile, et λ(l̂,k̂) = (k̂ − l̂)2/5 pour la méthode
quantile comme Ciuperca (2019). De même pour le paramètre γ, nous utilisons les valeurs
recommandées par Ciuperca (2019), à savoir γ = 1 pour les méthodes des moindres carrés
et expectile, et γ = 1.225 pour la méthode quantile. Les échantillons ont été générés à
partir du modèle suivant :

Yi = Xt
iβ

0
11116i6l1 +Xt

iβ
0
211l1<i6n + εi

avec β0
1 = (0, 0,−1, 0, 5,−6, 0, 3, 0, 0) et β0

2 = (−2, 0, 1, 4,−3, 0, 0, 0, 1, 0), X = (X1, . . . , X10),
X3 ⇠ N (2, 1), X5 ⇠ N (4, 1), X6 ⇠ N (−2, 1), X9 ⇠ N (1, 1), et Xj ⇠ N (0, 1) pour j 2
1, 2, 4, 7, 8, 10. Les simulations ont été effectuées pour des tailles d’échantillon différentes,
à savoir 50, 100, et 200, avec le change-point à l’observation

⌅
n
3

⇧
.

Nous déduisons des tableaux 1 et 2 que les trois méthodes utilisées donnent des ré-
sultats satisfaisants concernant l’estimation du change-point. Deux avantages principaux
de la méthode proposée sur la méthode quantile se dégagent. Le premier étant la vitesse
de convergence. Pour les deux types d’erreur (symétrique et asymétrique), la sparsité est
satisfaite plus rapidement par la méthode expectile (EX) que par la méthode quantile
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n méthode
∥

∥

∥
β̂−β0

∥

∥

∥

2

P2
r=1 Âr∩A

0
r

P2
r=1 Âr∩A

c
r L Temps (s)

50
MC 1.19 96.9% 5.25% 0 0.00302
EX 1.19 96.9% 5.23% 0 0.00305
QU 1.22 97.2% 8.87% 0 0.0047

100
MC 0.694 99.8% 0.436% 0 0.00302
EX 0.695 99.8% 0.4% 0 0.00304
QU 0.692 99.8% 2.44% 0 0.00528

200
MC 0.476 100% 0.0545% 0 0.00315
EX 0.476 100% 0.0455% 0 0.00313
QU 0.463 100% 0.755% 0 0.0066

Table 1 – Résultats des simulations quand les erreurs sont ε ⇠ N (0, 1)

n méthode
∥

∥

∥
β̂−β0

∥

∥

∥

2

P2
r=1 Âr∩A

0
r

P2
r=1 Âr∩A

c
r L Temps (s)

50
MC 1.36 96.1% 11.8% 0 0.00294
EX 1.56 93.3% 2.11% 0 0.00327
QU 1.4 92.9% 3.05% 2e-04 0.00515

100
MC 0.816 99.6% 4.99% 5e-05 0.00292
EX 0.814 99.3% 0.0818% 0 0.00311
QU 0.367 99.8% 0.127% 0 0.00532

200
MC 0.589 99.9% 1.55% 0 0.00306
EX 0.587 100% 0% 0 0.00335
QU 0.201 100% 0% 0 0.00724

Table 2 – Résultats des simulations quand les erreurs sont ε ⇠ 0.2 ∗N (0, 1) + χ2
1

(QU). Elle est donc plus adaptée lorsque le nombre d’observations est limité. Le deuxième
avantage notable est la vitesse d’exécution. La méthode expectile est plus rapide que la
méthode quantile. C’est une information à prendre en compte lors d’applications sur des
données volumineuses. Il faut aussi noter que la méthode quantile peut rencontrer des
problèmes de résolution numérique, ce qui n’est pas le cas de la méthode expectile.

4 Conclusion

Le processus expectile, associé à une pénalité LASSO adaptative, donne des résul-
tats très satisfaisants pour la détection de la sparsité et l’estimation de la position des
change-points dans un modèle linéaire multi-régime. Si la condition (A3) sur les erreurs
est respectée, la méthode expectile fonctionne aussi bien lorsque les erreurs proviennent
d’une distribution symétrique, que lorsque les erreurs proviennent d’une distribution asy-
métrique, contrairement à la méthode quantile. Sa rapidité d’exécution et sa facilité de
résolution numérique, en font une alternative à la méthode quantile lorsqu’on n’a que très
peu de connaissance concernant les erreurs du modèle.
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PRÉDICTION DYNAMIQUE INDIVIDUELLE
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Résumé. Les données individuelles collectées tout au long du suivi de patients sont
des informations essentielles pour évaluer la probabilité de survenue d’un évènement de
santé, et in fine adapter par exemple une stratégie thérapeutique. Des méthodes statis-
tiques, basées sur la modélisation conjointe ou l’approche landmark, ont été proposées
pour incorporer les données répétées d’un ou deux marqueurs dans des outils de prédiction
dynamique, qui peuvent ensuite être mis à jour à chaque nouvelle information disponible.
Ces méthodologies ne sont néanmoins pas adaptées pour un grand nombre de marqueurs.
Nous proposons donc une méthodologie pour la prédiction dynamique individuelle prenant
possiblement en compte un très grand nombre de marqueurs répétés dans le temps. Nous
combinons pour cela l’approche de landmark dynamique aux techniques d’apprentissage
statistique adaptées aux données de survie. Nous illustrons l’approche dans le contexte de
cirrhose biliaire primitive, et comparons les performances de plusieurs modèles à travers
une étude de simulations.

Mots-clés. Prédiction, Landmark, Modèles mixtes, Apprentissage automatique, Don-
nées longitudinales, Données de survie

Abstract. The individual data collected throughout patient follow-up is crucial in-
formation for assessing the risk of a health event, and for finally adapting a therapeutic
strategy, for example. Statistical methods based on joint models or landmark approach
have been proposed to include repeated measures from one or two markers in dynamic
prediction models, which can then be updated when new information becomes available.
However, these methodologies can’t handle a large number of repeated markers. We thus
propose a methodology for individual dynamic prediction that may take into account a
very large number of repeated markers over time. We combine the dynamic landmark
approach with machine learning techniques adapted to survival data. We illustrate the
approach in the context of primary biliary cirrhosis, and compare the performance of the
different models through a simulation study.

Keywords. Prediction, Landmark, Mixed models, Machine learning, Longitudinal
data, Survival data
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1 Contexte

Prédire de façon individuelle le risque de survenue d’un évènement clinique est devenu
une question centrale en santé. Au cours du suivi d’un patient, cela permet notamment
d’adapter la stratégie thérapeutique ou revoir la fréquence de suivi. Avec l’informatisation
des établissements de santé, de nombreuses données sont désormais collectées à chaque
venue du patient et peuvent être exploitées pour fournir des prédictions individuelles les
plus précises possibles et pouvant être mises à jour dynamiquement lorsque de nouvelles
mesures sont disponibles.

Les méthodes statistiques permettant de fournir des prédictions dynamiques individu-
elles sont fondées sur les modèles conjoints et les modèles landmark (Ferrer et al., 2019)
pour données répétées et temps d’événement. Cependant, les méthodes actuelles sont
limitées à l’analyse d’un voire deux marqueurs répétés alors que dans de nombreux con-
textes, beaucoup plus de marqueurs répétés peuvent être disponibles et informatifs.

Dans ce travail, nous proposons donc une méthodologie pour la prédiction dynamique
individuelle prenant possiblement en compte un très grand nombre de marqueurs répétés
dans le temps. Nous combinons pour cela l’approche de landmark dynamique aux tech-
niques d’apprentissage statistique adaptées aux données de survie. Nous illustrons l’appro-
che dans le contexte de cirrhose biliaire primitive, et comparons les performances de
plusieurs modèles candidats à travers une étude de simulations.

2 Modèle landmark dynamique

Le modèle landmark dynamique consiste à prédire le risque de survenue d’un événement
à partir d’un temps de landmark noté tLM en utilisant l’histoire d’information collectée
jusqu’en tLM pour les patients n’ayant pas encore subi l’évènement avant tLM . Pour
incorporer dans cette histoire d’information un grand nombre de biomarqueurs mesurés
de façon intermittente avec erreur, nous adoptons une approche en deux étapes (comme
résumé en figure 1) : (1) nous utilisons des modèles mixtes pour prédire des résumés de
l’histoire des marqueurs ; (2) ces résumés sont inclus en variables explicatives de modèles
de survie pour le temps d’événement adaptés à la grande dimension et aux variables
corrélées.

2.1 Première étape : modèles mixtes

Soit Yijk, la mesure d’un marqueur k 2 {1, . . . , K} pour un individu i 2 {1, . . . , N} au
temps tijk où j 2 {1, . . . , ni}. A l’aide des modèles mixtes généralisés (Laird et Ware,
1982), nous modélisons E(Yijk|bik) par :

g(E(Yijk|bik)) = Y ⇤
ik(tijk)

= X>

ik(tijk)βk + Z>

ik(tijk)bik
(1)
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Figure 1: Principe du modèle landmark dynamique pour un grand nombre de marqueurs
répétés. Le modèle final retenu (parmi Cox, LM-Cox, LM-RSF, LM-coxnet, LM-splsDR,
. . . ) est le modèle possédant le meilleur pouvoir prédictif.

où X>

ik(tijk) est le pk-vecteur des variables explicatives et βk le pk-vecteur des coefficients
associées. Zik(tijk) est le qk-sous-vecteur de Xik(tijk) avec qk  pk et bik le qk-vecteur
des effets aléatoires individuels associés avec bik ⇠ N (0, Bk). g(.) représente la fonction
de lien entre le prédicteur linéaire Y ⇤

ik(tijk) et E(Yijk|bik). La fonction de lien est choisie
en fonction de la nature de Yijk, par exemple la fonction identité pour les marqueurs
continues Gaussien ou la fonction logit pour les marqueurs binaires.

A partir du modèle mixte de l’équation 1, nous pouvons calculer différents résumés
individuels au temps tLM pour caractériser au mieux le comportement du marqueur k
jusqu’en tLM , comme par exemple :

• Effets aléatoires: bbik ; estimés comme suit :

– Si marqueur continu : bbik = bBkZ
>

ik
bV −1
ik (Yik−Xik

bβk) où bVik = Zik
bBkZ

>

ik+bσ✏kIni

– Sinon : bbik = argmax
bik

f(bik|Y ⇤
ik) = argmax

bik

f(Y ⇤
ik|bik)f(bik) ;

• Niveau courant sous-jacent: bY ⇤
ik(tLM) = X>

ik(tLM)bβk + Z>

ik(tLM)bbik ;
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• Pente courante sous-jacente : bY ⇤0

ik (tLM) =
∂ bY ⇤

ik(tLM )

∂tLM
;

• Niveau cumulé du niveau sous-jacent: bhik(tLM) =
R tLM

0
bY ⇤

ik(u)du.

Dans la suite, nous appellerons Γi(tLM) le vecteur des résumés calculés au temps tLM desK
marqueurs pour l’individu i. Avec les exemples ci-dessus, le vecteur des résumés Γi(tLM) =

(bY ⇤

i (tLM), bY ⇤0

i (tLM),bhi(tLM),bbi)> est de taille
PK

k=1(qk + 3). Il a donc la particularité de
posséder un très grand nombre de caractéristiques, potentiellement très corrélées entre
elles. Suivant la maladie, des résumés spécifiques peuvent être définis en plus, comme par
exemple le temps passé avec un marqueur au-dessus d’un seuil.

2.2 Étape deux : modèle de survie adapté à la grande dimension

Dans l’étape 2, nous cherchons à évaluer le risque d’un évènement à partir de tLM en fonc-
tion des caractéristiques Γi et des covariables Xi. Soit T

⇤

i (tLM) = min (Ti(tLM), Ci(tLM)),
avec T ⇤

i (tLM) le temps d’évènement observé, Ti(tLM) le temps d’évènement et Ci(tLM) le
temps de censure, tous définis à partir de tLM .

2.2.1 Modèle à risques proportionnels

Tout d’abord, nous proposons d’utiliser deux modèles à risques proportionnels classiques
(Cox, 1972). avec (1) les covariables ainsi que les marqueurs mesurés à l’inclusion (noté
Cox) ; (2) les covariables et les résumés de marqueurs calculés au temps tLM (noté LM-
Cox). Une sélection automatique des variables peut être réalisée (de façon ascendante et
descendante) en se basant sur le critère d’information d’Akaike.

2.2.2 Forêts aléatoires en survie

Les forêts aléatoires sont un outil de classification supervisé non paramétrique, pouvant
prendre en compte un très grand nombre de données avec des relations possiblement
complexes. Les forêts aléatoires, pour données de survie censurées à droite (Ishwaran et
al., 2008), sont construites à partir d’un critère basé sur le test du log-rank pour découper
chaque noeud de l’arbre en deux noeuds fils. De plus, le critère d’arrêt est basé sur un
nombre minimum d’évènements dans chaque feuille de l’arbre.

LM-RSF est la forêt aléatoire optimisée, selon l’erreur Out-Of-Bag qui estime l’erreur
de prédiction, à partir des paramètres mtry représentant le nombre de variables tirées
aléatoirement à chaque noeud de l’arbre, et nodesize le nombre minimum d’évènement
à chaque feuille. Une sélection des variables les plus importantes pourra également être
réalisée.
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2.2.3 Régression régularisée

LM-coxnet est une méthode de régression régularisée utilisant un modèle de Cox pénalisé
par Elastic Net (Simon et al., 2011), combinaison des normes `1 (Lasso) et `2 (Ridge),
pour réduire le nombre de variables tout en prenant en compte la possible corrélation
entre elles. Deux paramètres doivent être optimisés par validation croisée selon l’Area
Under the Curve (AUC), λ l’intensité de la pénalité et ↵ la pondération entre les normes
`1 et `2.

2.2.4 Réduction de dimension

LM-splsDR est une extension de la sparse-Partial Least Square (sPLS), méthode de
réduction de dimension, aux données de survie (Bastien et al., 2015). Cette méthode
utilise la déviance, obtenue par un modèle de Cox sans variables, comme variable réponse
pour la construction des variables latentes issues des variables explicatives. De plus,
une sélection des variables explicatives est faite dans chaque composante par la pénalité
`1. L’optimisation du nombre de composantes ncomp et du paramètre de contrôle de la
pénalité ⌘ est faite par l’AUC.

2.3 Étape trois : Calcul de la prédiction individuelle

Pour un nouveau sujet ?, les caractéristiques bΓ? sont prédites à partir des observations des
marqueurs (partie 2.1). La probabilité prédite de survenue d’un évènement ⇡?(tLM , tHor)
est calculée pour un temps landmark tLM et un temps d’horizon tHor par :

⇡?(tLM , tHor) = P (T?(tLM)  tHor | Γ?(tLM), X?) (2)

où X? le vecteur des covariables. Dans les modèles de Cox, LM-Cox, LM-coxnet et LM-
splsDR, cette probabilité est estimée par :

b⇡?(tLM , tHor) = 1− exp
⇣
−bΛ0(tHor) exp (U

>

? (tLM)bγ)
⌘

(3)

où bΛ0(.) est l’estimation de la fonction de risque de base. U?(tLM) est un sous-vecteur

des variables explicatives (U?(tLM) ✓ (bΓ?(tLM), X?)) dans les modèles Cox, LM-Cox et
LM-coxnet, ou des composantes créées dans le modèle LM-splsDR. bγ est le vecteur des
coefficients estimés, potentiellement pénalisés, associés à U?.

Dans le modèle LM-RSF, la probabilité est estimée par :

b⇡?(tLM , tHor) = 1− exp

 
−

1

B

BX

b=1

bΛb
?(tHor)

!
(4)

où bΛb
?(tHor) est l’estimateur de Nelson-Aalen dans la feuille contenant l’individu ? de

l’arbre b 2 {1, . . . , B}.
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3 Illustration : prédiction du décès chez les patients

atteints de cirrhose biliaire primitive

Nous illustrons les méthodes proposées pour prédire la probabilité de décès chez les pa-
tients atteints de la cirrhose biliaire primitive (CBP), maladie chronique du foie. Pour
cela, nous utilisons le jeu de données public pbc2 (Murtaugh et al., 1994), où 312 pa-
tients atteints de CBP ont été recrutés lors d’un essai thérapeutique à la Mayo Clinic aux
États-Unis entre 1974 et 1984. Au cours du suivi, le décès et les données individuelles ont
été recueillies parmi les données démographiques et biologiques, en particulier un ensem-
ble de marqueurs spécifiques à la maladie tels que la bilirubine, le cholestérol ou encore
l’albumine.

4 Simulations

A travers une étude de simulations, nous montrons l’utilité des méthodes pour la grande
dimension, par rapport à des méthodes plus classiques, pour la prédiction dynamique
individuelle en présence de plusieurs marqueurs répétés. En particulier, nous observons
les limites des méthodes proposées en fonction de scénarios se différenciant par le nom-
bre de résumés associés à l’évènement, ou la forme de cette relation. L’évaluation des
méthodes est réalisée au travers de l’erreur de prédiction, obtenue par l’écart moyen entre
la probabilité théorique et celle prédite par chaque modèle.
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Résumé. Nous présentons un algorithme de résolution rapide du Lasso dans le cadre
de modèles convolutionnels en grande dimension. Des simulations numériques illustrent
l’efficacité de notre approche. De plus, nous démontrons théoriquement que la complexité
temporelle de cet algorithme croît linéairement avec la taille du signal enregistré.

Mots-clés. Parcimonie, Lasso, Optimisation, Neurosciences, Tri de potentiels d’action

Abstract. We present a fast algorithm for the resolution of the Lasso for convolutional
models in high dimension. Numerical simulations illustrate the efficiency of our approach.
Moreover we show theoretically that the temporal complexity of this algorithm growths
linearly w.r.t the size of the recorded signal.

Keywords. Sparsity, Lasso, Optimization, Neurosciences, Spike sorting

1 Introduction

Nous proposons un nouvel algorithme de résolution du Lasso pour l’étude de modèles
convolutionnels. Sous une hypothèse de parcimonie du vecteur à estimer, nous affinons
la stratégie dite d’ensembles actifs ou active set en un algorithme en ligne performant
en grande dimension. Nous montrons de plus que la complexité temporelle théorique
de cet algorithme croît linéairement avec la taille du signal enregistré. Cet algorithme
générique peut s’appliquer à divers domaines, comme notamment au problème du tri
de potentiels d’action en neurosciences dont la problématique porte sur l’estimation des
formes des potentiels d’action et des instants d’activation des différents neurones à partir
de l’enregistrement de l’activité neuronale.

Modèle convolutionnel Durant une expérience, d électrodes enregistrent l’activité de
q neurones. Chaque électrode enregistre un signal de taille n (nombre de pas de temps).
Nous proposons de de mettre en relation l’activité des neurones et les signaux enregistrés
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en utilisant un modèle convolutionnel, introduit par Ekanadham et al. (2011). Ce modèle
s’écrit sous la forme

SSS =
q

ÿ

j=1

WWW j ú aaaj + NNN, (1)

où SSS œ Rd◊n est la matrice des observations, contenant les d signaux enregistrés de taille
n. La matrice WWW j œ Rd◊¸ contient les formes des potentiels d’action du neurone j sur
toutes les électrodes. Notons que toute forme de potentiel d’action est décrite par ¸

points. Le vecteur aaaj œ Rn est appelé le vecteur d’activation du neurone j. Les entrées
non nulles de aaaj correspondent aux instants d’activation de ce neurone. Étant donné que
la fréquence de décharge des neurones est très petite devant la fréquence d’acquisition du
signal, notons que aaaj est un vecteur sparse. L’opérateur de convolution par rapport au
temps est noté ú (d’où le nom de modèle convolutionnel). Finalement, NNN œ Rd◊n est une
matrice de bruit.

La convolution étant un opérateur linéaire, le modèle convolutionnel (1) se reformule
en un modèle linéaire, après une étape de vectorisation. On obtient alors le problème
suivant

yyy = HHHaaa + ‡‡‡, (2)

où HHH est une matrice bloc-Toeplitz de taille dn ◊ qn codant la convolution entre les
formes des potentiels d’action et le vecteur d’activation a. Les potentiels d’action étant
de longueur ¸ très petite devant n, la matrice HHH est en pratique extrêmement sparse.

Lasso et conditions d’optimalité Estimer aaa quand le nombre de neurones est supérieur
au nombre d’électrodes serait impossible sans hypothèse structurelle supplémentaire.
Comme annoncé en section 1, une propriété importe du problème est que les neurones ont
tendance à peu décharger. Par conséquent, le nombre de coefficients non nuls dans aaa est
petit devant qn. Ceci nous invite à considérer un estimateur promouvant la parcimonie,
comme le Lasso proposé par Tibshirani (1996).

â̂âa = argmin
aaaœRqn

1
2

Îyyy ≠ HHHaaaÎ2
2 + ⁄ ÎaaaÎ1 , (3)

où ⁄ > 0 est l’unique paramètre de la méthode et qui dépend du ratio signal sur bruit.
Une propriété cruciale du Lasso est la condition d’optimalité suivante : soit â une solution
de (3) et écrivons HHHj la j-ème colonne de HHH, où 1 Æ j Æ qn.

’j, si |HHHT
j (yyy ≠ HHHâ̂âa)| < ⁄, alors â̂âaj = 0. (4)

Algorithme d’ensembles actifs (active set) Le calcul d’un estimateur Lasso, c’est-
à-dire d’une solution du problème (3), peut être très coûteux en grande dimension. Nous
exploitons alors la stratégie dite de l’active set nous permettant de calculer de manière
plus efficace le Lasso. Notons que cette stratégie assez générique a déjà été exploitée
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dans d’autres contextes, cf. Lee et al. (2007), Szafranski et al. (2008) et Boisbunon et
al. (2014). Ici l’idée principale de l’active set repose sur l’exploitation des conditions
d’optimalité (4). Initialisant l’estimateur Lasso au vecteur nul, l’objectif est d’activer de
manière itérative ses coordonnées j ne vérifiant pas (4), tout en mettant à jour l’estimateur
Lasso à chaque activation de coordonnées. On appelle active set et on note J l’ensemble
de ces coordonnées actives. Le vecteur aaa étant très sparse, on s’attend ainsi à résoudre des
problèmes Lasso de taille |J | très petite devant qn. Dans le pire des cas, l’algorithme de
l’active set active toute les coordonnées possibles, ce qui conduit à calculer une solution
Lasso sur l’espace tout entier. Ainsi, l’algorithme de l’active set termine toujours en temps
fini.

2 Active set par fenêtre glissante adaptative

En pratique, le calcul des conditions d’optimalité et la mise à jour du Lasso sur J sont les
étapes les plus coûteuses de l’active set. Au vu des dimensions du problème, ceci ne permet
pas encore de calculer rapidement une solution en temps raisonnable. Nous proposons
alors l’idée de l’active set par fenêtre glissante, qui exploitera davantage la structure du
problème. Une notion cruciale est celle de recouvrement temporel entre activations : les
activations étant rares et leurs effets sur le signal étant très localisés, deux activations
suffisament distantes n’ont aucune influence réciproque. Plus précisément, rassemblons
les temps d’activation de tous les neurones dans un vecteur noté aaatimes et considérons
alors aaatimes

i et aaatimes
j deux activations successives de atimes. Si on a |aaatimes

i ≠aaatimes
j | Æ ¸, on

dira que ces deux activations se recouvrent. On appelle alors recouvrement de l’activation
aaatimes

i sa composante connexe pour la relation qui précède. On partionne ainsi l’ensemble
des temps d’activations en des recouvrements disjoints. L’idée essentielle de l’active set par
fenêtre glissante est de retrouver ces recouvrements en parcourant le domaine temporel
à l’aide de fenêtres dont la taille peut évoluer et donc d’exploiter cette séparation des
activations afin de résoudre des problèmes indépendants et de taille plus petite.

Algorithm 1 Structure de l’active set par fenêtre glissante
1: Initialisation de la fenetre Ê = Ji, jK = J1, ÷K
2: repeat
3: aaaÊ = solution du Lasso sur Ê via l’active set
4: if Le signal reconstruit est contenu dans Ê then
5: Stockage de la solution aaaÊ, décalage de la fenêtre Ê = Jj + 1, j + ÷K
6: else
7: Extension de la fenêtre actuelle Ê = Ji, j + ¸K
8: end if
9: until j = n // Fin du signal

Retrouver les recouvrements des activations exige une évolution précise des fenêtres de
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l’algorithme. Une fois les conditions d’optimalité satisfaites sur ω (ligne 3 de algorithm 1),
si le signal reconstruit est entièrement contenu dans ω, autrement dit si tous les temps
d’activation sont à distance supérieure à ¸ du bord j, alors le recouvrement est entièrement
contenu dans Ê. Or on sait que la résolution du Lasso pour le recouvrement suivant est
indépendante du recouvrement actuel. Dans ce cas, on a donc trouvé la solution Lasso
pour la fenetre actuelle peut donc travailler sur une nouvelle fenetre immédiatement après.
Sinon, on étend la fenêtre actuelle et on résout à nouveau le Lasso sur celle-ci en mettant
à jours de manière itérative avec l’active set. Le vecteur précédemment calculé complété
par des zéros constitue alors une initialisation raisonnable pour la résolution du nouveau
Lasso.

Dans l’active set standard, le coût du calcul des conditions d’optimalité est de l’ordre
de O(nqd¸) à chaque étape. Dans l’active set par fenêtre glissante, ce coût se réduit donc
à O(|Ê|qd¸), avec |Ê| << n.

3 Expérimentations numériques

Afin d’illustrer les performances de l’algorithme de l’active set par fenêtre glissante, nous
présentons ici une comparaison des temps d’exécution pour trois approches différentes :
l’approche frontale qui consiste à résoudre le Lasso (3) globalement, l’active set générique
et l’active set par fenêtre glissante. Quelle que soit l’approche, nous résolvons les Lasso en
utilisant l’algorithme du gradient proximal accéléré, implémenté dans FISTA par Beck et
Teboulle (2009). Nous avons simulé notre jeu de données de manière réaliste en utilisant
notamment le modèle classique de Hodgkin et Huxley (1952) pour la description des
formes de potentiels d’action et implémenté par Pouzat (2016). Afin de favoriser l’étude
l’influence de n, nous nous sommes limité à des valeurs raisonnables pour le nombre de
neurones (q = 5) et d’électrodes (d = 4).

FISTA global et l’active set générique nécessitent une grande utilisation de la mémoire
pour le stockage de la matrice HHH dont la taille augmente en O(n2). Ainsi les simulations
pour ces deux méthodes deviennent rapidement prohibitives. Nous constatons néanmoins
en figure 1 que l’active set par fenêtre glissante est visiblement plus rapide que ces deux
méthodes. En effet, celui-ci semble croître linéairement en n. De plus, il nécessite une
occupation de la mémoire nettement plus raisonnable.

4 Étude mathématique de l’algorithme et complexité

Étant donné la structure de l’algorithme par fenêtre glissante, une question naturelle
apparaît : peut-on s’assurer que la solution â̂âa calculée est bien une solution du problème
initial ? Par construction, â̂âa est obtenu par recollements successifs de solutions sur des
fenêtres disjointes. Nous pouvons répondre par l’affirmative.
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Figure 1: Temps d’exécution des algorithmes pour différentes valeurs de n.

Theorem 1. La solution â̂âa calculée par l’active set par fenêtre glissante est une solution
Lasso du problème initial, c’est-à-dire de (3).

Dans la suite, on s’intéresse à l’estimation de la complexité algorithmique de l’active
set par fenêtre glissante. On appelle fenêtre maximale toute fenêtre qui a été quittée à
l’issue de l’étape (5) de l’algorithme 1.

Lemma 1. On note respectivement Iú et Î l’ensemble des coordonnées non nulles des
vecteurs a et â. Alors sur l’événement Iú = Î, toute fenêtre maximale contient au plus
un recouvrement. De plus, si une fenêtre maximale contient un recouvrement de taille k,
alors cette fenêtre est de longueur au plus k + η + ¸.

Utilisant des résultats théoriques sur le Lasso, comme Bunea (2008), nous pouvons
montrer que la condition Iú = Î est satisfaite avec grande probabilité. Le lemme précédent
nous informe donc bien sur le lien entre la complexité de l’algorithme (la taille des fenêtres)
et la taille des recouvrements. Pour des raisons techniques, nous étendons ici la distance
de détection des recouvrements à 3¸.

Lemma 2. Supposons que le vecteur des temps d’activation aaatimes soit tiré selon un
processus de Bernoulli de probabilité p. Alors la taille moyenne d’un recouvrement est
inférieure à 3¸(1 ≠ p)≠3¸.
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Les résultats obtenues en section 3 semblaient indiquer que la complexité temporelle
de l’active set par fenêtre glissante croît en O(n). Nous sommes ici en mesure de le
démontrer mathématiquement.

Theorem 2. La complexité temporelle moyenne de l’algorithme de l’active set par fenêtre
glissante est de l’ordre

O(nω̄4q2(d + q)2), (5)

où ω̄ est la taille moyenne d’une fenêtre maximale.

Les lemmes précédents nous assurent alors que ω̄ est indépendant de n. Ceci est à
notre connaissance le premier résultat théorique sur la résolution d’un Lasso structuré
avec une complexité O(n). Notons que le résultat du théorème 2 est pessimiste. Dans
des travaux futurs, nous nous attacherons à prendre en compte la dimension spatiale du
problème, ce qui permettrait de résoudre des sous-problèmes associés à de petits sous-
ensembles de neurones. Auquel cas les termes d et q apparaissant dans (5) seraient
remplacés par des valeurs bien inférieures.
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Modèle de détection d’anomalies pour données
longitudinales : application aux arrêts maladie
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Résumé. Le lieu de travail est un important lieu de diffusion des maladies infectieuses
mais aussi des troubles liés aux conditions de travail comme le burnout ou les troubles
musculo-squelettiques. Il serait ainsi bon de détecter quand les salariés sont trop fortement
exposés à ces troubles afin de proposer aux entreprises les plans d’action adaptés. Un
moyen possible est de détecter les prévalences trop élevées d’arrêt maladie, qui est une
conséquence de ces nombreux troubles. C’est dans ce cadre que nous proposons un modèle
statistique de détection d’anomalies pour données longitudinales. Le modèle présenté est
une adaptation de l’algorithme de Farrington, un modèle basé sur une régression de Quasi-
Poisson s’ajustant sur la saisonnalité et sur les alertes passées. Notre adaptation intègre
au modèle de nouvelles covariables et surtout un effet aléatoire pour s’ajuster aux données
longitudinales d’arrêts maladie. Le modèle est validé par un ensemble de 32 simulations
et est testé sur des données d’arrêts maladie regroupant environ 1700 entreprises suivies
entre 2010 et 2017.

Mots-clés. détection d’anomalies, arrêts maladie, modèle mixte, modèle linéaire
généralisé, surveillance, Quasi-Poisson.

Abstract. The workplace is a major vector for the spread of infectious diseases
but also for disorders related to working conditions such as burnout or musculoskeletal
disorders. It would therefore be useful to detect when employees are too highly exposed to
these disorders in order to propose appropriate action plans to companies. One possible
way is to detect excessively high prevalences of sick leave, which is a consequence of
these disorders. To meet this objective, we propose a statistical model for detecting
anomalies for longitudinal data adapted to sick leave data. The model presented is an
adaptation of Farrington algorithm, a model based on Quasi-Poisson regression adjusting
for seasonality and past alerts. Our adaptation integrates new covariates into the model
and also a random effect to fit longitudinal sick leave data. The model is validated by a
set of 32 simulations and is tested on sick leave data from approximately 1700 companies
monitored between 2010 and 2017.

Keywords. outbreak detection, sick leave, mixed model, generalized linear model,
surveillance, Quasi-Poisson.
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1 Modèle de détection d’anomalies pour données lon-

gitudinales : application aux arrêts maladie

Le lieu de travail est un important lieu de diffusion des maladies infectieuses comme
la grippe. Il s’agit aussi d’un lieu où se développent des troubles liés aux conditions
de travail et à l’environnement comme le burnout ou les troubles musculo-squelettiques.
Ces différents phénomènes peuvent avoir pour conséquence une forte prévalence d’arrêt
maladie (Labriola et al. 2006 [1], O’Reilly et al. 2002 [2]): la détection de ces ”épidémies”
d’absence pourraient ainsi permettre de détecter à temps les entreprises à risque pour
prévoir des plans d’action afin d’améliorer le bien-être des salariés et la performance des
entreprises.

C’est dans ce cadre que nous proposons un modèle statistique de détection d’anomalie
pour données longitudinales. De nombreux modèles de détection ont été développés,
notamment dans le domaine des maladies infectieuses ou de l’épidémiologie, les domaines
qui se rapprochent le plus de nos données d’étude (Unkel et al. 2012 [3]). Nous proposons
ici une adaptation de l’algorithme de Farrington, un algorithme utilisé en routine dans
plusieurs pays, notamment au Royaume-Uni, pour la détection d’épidémie de maladies
infectieuses. Cet algorithme repose sur une régression de Quasi-Poisson s’ajustant sur la
saisonnalité et la tendance, et prenant en compte les alertes du passé en les sous-pondérant
lors de l’estimation des paramètres. Nous proposons d’intégrer un effet aléatoire afin de
s’ajuster à la dimension longitudinale des données ainsi que d’intégrer des covariables
pour capter les déterminants des arrêts maladies exogènes aux phénomènes infectieux et
aux conditions de travail. Le modèle est validé par un ensemble de simulation puis est
appliqué à des données d’arrêts maladie.

1.1 Méthode

L’algorithme de Farrington est un algorithme utilisé en routine au Royaume Uni par la
Health Protection Agency pour la surveillance des données épidémiologiques. L’algorithme
est présenté en détails dans plusieurs articles : (Noufaily et al. 2013 [4], Farrington et
al. 1996 [5]). Nous présentons ici les concepts principaux qui sont utilisés dans notre
adaptation.

L’implémentation du modèle fonctionne en quatre étapes :

1. on ajuste un modèle de Quasi-Poisson sur une tendance et sur les variations saisonnières
construites sous forme de facteurs.Le modèle log-linéaire de l’algorithme est donc:

log(µi) = β0 + ⌘t+ δj(ti)

avec µi l’espérance de la variable de comptage Yi au temps ti, β0 l’intercept, η le
paramètre associé à la tendance et j(ti) le niveau du facteur saisonnier correspondant
à la semaine ti.
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2. ensuite, on pondère les observations pour donner moins de poids aux alertes du
passé. Les poids sont définis comme suit :

wi =

(

γs−2
i , if si > S.

γ, otherwise.

où γ est une constante telle que
Pn

i=1 wi = n avec n le nombre de sites et les si
sont les résidus standardisés d’Anscombe. S est une constante qui est définit afin
de limiter le taux de Faux Positifs.

3. La troisième étape est l’entrâınement du dernier modèle de Quasi-Poisson repondéré
avec une moyenne µi et une variance φµi avec φ le paramètre de dispersion défini
tel que:

φ̂ = max

(

1,
1

n− 2

1X

i=1

wi
(yi − µ̂i)

2

µ̂i

)

4. La quatrième étape est le calcul de la borne supérieure de l’intervalle de prédiction
de notre variable de comptage. La borne supérieure de l’algorithme de Farrington
est une approximation du quantile 100(1− α)% pour Y et est défini comme suit :

U = µ̂0

⇢
1 +

2

3
z↵µ̂

−1
0 (φ̂µ̂0 + var(µ̂0))

1/2

}
(1)

Une transformation à la puissance 2/3 est utilisée pour accentuer la symétrie du
modèle et avoir des résultats plus gaussiens.

Notre adaptation du modèle commence tout d’abord par une nouvelle équation de
régression :

8i 2 1, 2, ..., n and 8t 2 1, 2, ..., T, log(µit) = β0 + ηt+ δj(ti) +XitβX + ui (2)

avec n le nombre de sites, T le nombre de semaines, Xit un vecteur de covariables et
ui ⇠ N(0, σ2) un effet aléatoire.

L’intégration de nouvelles covariables n’a pas d’impact majeur sur la définition du
modèle ; en revanche, l’intégration d’effet aléatoire peut poser problème puisqu’elle in-
troduit une nouvelle source d’incertitude dans notre intervalle de prédiction. Comme
la distribution de la prédiction est plus complexe, la définition d’une forme close pour
l’intervalle de prédiction est impossible et une autre solution est nécessaire. L’estimation
de l’intervalle de prédiction se fera ainsi par simulation par l’algorithme de Metropolis-
Hastings.

Toutes les analyses ont été effectuées sur R, notamment grâce au package GLMMadap-
tive qui a été adapté aux besoins de l’étude.
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1.2 Simulation

Afin de valider le modèle, un ensemble de 32 scénarii est testé sur des données simulées
comme suit.

Une variable de comptage hebdomadaire est simulée selon la loi binomiale négative
suivante:

Yi,t ⇠ NB(µi,t, θ)

Yi,t est le compte hebdomadaire (d’arrêt maladie par exemple) sur le site i > 0 pendant
la semaine t > 0. µi,t est l’espérance de la loi Binomiale négative et θ est le paramètre
de surdispersion du modèle. µi,t est défini par les variables incluant la tendance, la
saisonnalité définie par des termes de Fourier et par deux covariables X et Z ainsi que
par un effet aléatoire ui ⇠ N (0, σ2) comme suit

µi,t = exp

(
β0 + βXXi,t + βZZi,t + ηt+

2X

s=1

⇢
γcos

✓
2πst

52

◆
+ sin

✓
2πst

52

◆}
+ ui

)

X et Z sont simulés selon les lois suivantes :

Xi,t ⇠N (mi, 1) avec m1 ⇠ U(30, 50),
Zi,t ⇠Bernoulli(pi) avec pi ⇠ U(0, 1).

En pratique, nous pouvons faire face à différentes structures de données et nous avons
donc choisi 32 scenarii possibles prenant en compte les différentes valeurs possibles pour 4
paramètres : la tendance et des covariables (données par βX , βX et η), le volume de base
(donné par β0), l’effet aléatoire (donné par σ

2) et la dispersion (donné par θ). Pour chaque
simulation, 10 réplications de 50 entreprises suivies 6 ans sont effectuées: les dernières
52 semaines sont utilisés pour évaluer le modèle et les 270 premières sont utilisées pour
l’entrâıner.

Pour évaluer le modèle, de fausses alertes sont ajoutées aux données et la capacité
du modèle à les détecter est évaluée par deux critères : le taux de faux positifs et la
probabilité de détection.

1.3 Application

Une application à des données d’entreprise sera proposée. Le modèle sera entrâınée sur les
données d’arrêt maladie de 1785 entreprises de plus de 50 employés suivies au moins 6 ans
entre 2010 et 2017. Ces données proviennent des données administratives des entreprises
ayant un contrat de prévoyance avec l’institut de prévoyance Malakoff Médéric pendant
cette période (maintenant appelé Malakoff Humanis). Le modèle sera ajusté sur la struc-
ture démographique des entreprises : sexe des salariés, catégorie socio-professionnelle,
âge des salariés, proportion de CDD/CDI, etc. Pour illustration, un exemple de série
temporelle pour une entreprise est présentée en Figure 1.
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Figure 1: Exemple d’un graphique de suivi du nombre de jours d’absence hebdomadaire
pour une entreprise

1.4 Discussion

Le modèle présenté permet d’adapter le modèle de Farrington au cadre des données longi-
tudinales. La construction de la borne supérieure par algorithme de Metropolis-Hastings
permet d’éviter l’approximation de la borne avec une transformation à la puissance 2/3
et permet donc de lever cette hypothèse d’intervalle de confiance gaussien.

En pratique, le modèle permet de détecter les entreprises avec des niveaux anormaux
d’arrêt maladie et pourrait être d’un véritable intérêt pour les accompagner vers une
meilleure gestion des maladies infectieuses et/ou des maladies liées au contexte profes-
sionnel. Le modèle ne peut en revanche pas expliquer pourquoi le volume d’absence
de l’entreprise est anormalement haut : la détection d’une entreprise en dérive d’arrêt
maladie nécessite donc une enquête plus approfondie pour caractériser l’alerte levée.
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sur la base de Laguerre
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Abstract. We investigate adaptive density estimation in the additive model Z =
X+Y, where X and Y are independent d-dimensional random vectors with non-negative
coordinates. Our goal is to recover the density of X from independent observations of Z,
assuming the density of Y is known. In the d = 1 case, an estimation procedure using pro-
jection on the Laguerre basis have already been studied. We generalize this procedure in
the multivariate case : we establish non-asymptotic upper bounds on the mean integrated
squared error of the estimator and we derive convergence rates on anisotropic functio-
nal spaces. Moreover, we provide a data-driven strategy for selecting the right projection
space. We illustrate these procedures on simulated data.

Keywords. anisotropic multivariate projection estimator, laguerre basis, model selec-
tion, nonparametric density estimation

1 Présentation du modèle

On considère un modèle additif dans lequel on observe la somme de la variable d’intérêt
X avec une variable de nuisance Y, indépendante de X, de loi supposée connue ; et on sou-
haite estimer la loi de X. C’est un problème classique en statistiques non-paramétriques,
l’estimateur le plus populaire étant un estimateur à noyau introduit par Stefanski et
Carroll (1990).

Nous nous intéressons ici au cas particulier où les variables X et Y sont des vecteurs
de Rd, à coordonnées positives. Dans le cas unidimensionnel, ce modèle a déjà été étudié
par Mabon (2017). Nous généralisons son travail au cas multidimensionnel.

Plus précisément, le modèle considéré s’écrit :

Zi = Xi + Yi, i = 1, . . . , n (1)

où les Xi (resp. les Yi) sont des variables aléatoires à valeurs dans Rd
+, i.i.d. de densité f

(resp. g), et où les Xi sont indépendants des Yi.
Notre but est d’estimer la densité f à partir des observations Zi, en supposant que la

densité g est connue.

1
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2 Estimation

Les variables Zi sont i.i.d. et admettent une densité h sur Rd
+, donnée par le produit

de convolution de f et g. On suppose que les densités f , g et h appartiennent à L2(Rd
+),

et on les décompose sur une base.
On choisit pour base de décomposition la base de Laguerre multivariée. Rappelons que

les fonctions de Laguerre (univariées) sont définies sur R+ par :

’k œ N, ϕk(x) :=
Ô

2 Lk(2x) e≠x, avec Lk(x) :=
k

ÿ

j=0

A

k

j

B

(≠x)j

j!
. (2)

Pour k = (k1, . . . , kd) œ Nd un multi-indice, la fonction de Laguerre multivariée ϕk est
alors définie sur Rd

+ comme le produit tensoriel des fonctions de Laguerre unidimension-
nelle ϕk := ϕk1 ¢ · · · ¢ ϕkd

.
L’intérêt des fonctions de Laguerre pour ce problème réside dans la relation suivante :

si k, j œ N, alors le produit de convolution des fonctions de Laguerre s’exprime ϕk ú ϕj =
2≠1/2(ϕk+j ≠ ϕk+j+1). En utilisant cette relation et le fait que h = f ú g, on montre qu’il
existe une relation linéaire inversible entre les coefficients de Laguerre de h et ceux de f .

Cette relation linéaire s’exprime à l’aide d’hypermatrices (tableau de nombre multidi-
mensionnel). Notons ak (resp. ck) le k-ème coefficient de Laguerre de f (resp. de h). Pour
m = (m1, . . . , md) œ (Nú)d, on note am l’hypermatrice des ak pour k vérifiant kj < mj

(de même pour cm). Il existe alors une hypermatrice Gm dont les entrées dépendent des
coefficients de g telle que :

cm = Gm ◊d am et am = G≠1
m

◊d cm (3)

où “◊d” désigne le d–produit contracté d’hypermatrices 1.

Soit Sm le sous-espace de L2(Rd
+) engendré par les ϕk pour k vérifiant kj < mj. Ce

sous-espace est de dimension Dm := m1 ◊ · · · ◊ md. On approche f par sa projection sur
Sm, notée fm, et on estime cette dernière. Estimer fm revient à estimer am, ce que l’on
peut faire en estimant cm d’après la relation (3). Puisque ck = Ef [ϕk(Z)], on estime cette
quantité par la moyenne empirique. Notre estimateur est donc :

f̂m :=
ÿ

kœNd

’j, kj<mj

âk ϕk, âm := G≠1
m

◊d ĉm, ĉk :=
1

n

n
ÿ

i=1

ϕk(Zi). (4)

Il reste à choisir le paramètre m de l’espace de projection.

1. les notions relatives aux hypermatrices seront rappelées pendant la présentation.

2
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3 Majoration de la MISE et vitesses de convergence

On quantifie la qualité de notre estimateur par sa Mean Integrated Squarred Error :

MISE(f̂m, f) := EfÎf ≠ f̂mÎ2
L2 . (5)

La MISE se décompose comme la somme d’un terme de biais et d’un terme de variance :

MISE(f̂m, f) = Îf ≠ fmÎ2
L2 + EfÎfm ≠ f̂mÎ2

L2 . (6)

Hypothèses On suppose que la loi des Yi vérifie les hypothèses suivantes.
(H1) La densité g est bornée.
(H2) Pour toute partie non vide J de {1, . . . , d}, les moments :

MJ(g) := E

S

U

Ÿ

jœJ

1Ô
Y j

T

V (7)

sont finis, où Y j est la j-ème coordonnée de Y.

Proposition 1. On suppose que g vérifie (H1) et (H2). Alors le terme de variance dans
(6) est majoré :

EfÎfm ≠ f̂mÎ2
L2 6

cd(g)
Ô

Dm ρ
2(G≠1

m
)

n
· ÎgÎŒÎG≠1

m
Î2

F

n
=: Vg(m) (8)

où cd(g) est une constante qui dépend des MJ(g), ρ est la norme d’opérateur 2 et Î·ÎF est
la norme de Frobenius.

Sous certaines hypothèses techniques de régularité sur la transformée de Laplace de g,
on peut montrer que le majorant du terme de variance dans (8) a une croissance au plus
polynomiale :

Vg(m) 6 mα := m–1
1 · · · m–d

d (9)

où α = (α1, . . . , αd) œ (Nú)d est un multi-indice lié à la régularité de la transformée de
Laplace de g.

Pour étudier le terme de biais dans (6), on introduit les espaces de Sobolev–Laguerre
multidimensionnels. Dans le cas unidimensionnel, ces espaces ont été introduits initiale-
ment par Bongioanni et Torrea (2009) pour étudier l’opérateur de Laguerre. Le lien avec
les coefficients de Laguerre d’une fonction a été établi par Comte et Genon-Catalot (2015).

Pour s œ (Nú)d et L > 0, on définit la boule Sobolev–Laguerre de paramètres s et L

comme :

Ws(Rd
+, L) :=

Y

]

[

f œ L2(Rd
+)

-

-

-

-

-

-

ÿ

kœNd

a2
k
(f) ks

6 L

Z

^

\

(10)

où ak(f) est le k-ème coefficient de Laguerre de f . On montre que lorsque f œ Ws(Rd
+, L),

le terme de biais est majoré par L (m≠s1
1 + · · · + m≠sd

d ).

3
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Théorème 1 (Vitesse d’estimation). Soient s œ (Nú)d et L > 0. Supposons que g soit
telle que Vm(g) vérifie la majoration (9) avec α œ (Nú)d. Alors pour mopt œ (Nú)d donné
par :

mopt,j Ã n
1/

1

sj+sj

qd

i=1

2αi
si

2

, j = 1, . . . , d, (11)

il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de s, L et g telle que :

sup
fœWs(Rd

+,L)

MISE(f̂mopt , f) 6 C n
≠1/

1

1+
qd

i=1

2αi
si

2

. (12)

Remarque 1. Ces vitesses d’estimation sur les boules Sobolev–Laguerre sont similaires à
celles trouvées par Comte et Lacour (2013) sur les boules Sobolev anisotropes, pour le
problème de déconvolution sur Rd avec un estimateur à noyau, et pour un bruit ordinary
smooth.

4 Sélection de modèles

En pratique, la régularité sous-jacente de f n’est pas connue, on ne peut donc pas
calculer le modèle optimal du théorème 1. On veut une procédure data-driven qui réalise
le compromis biais–variance, sans plus d’hypothèses sur f . Plus précisément, on veut
choisir m̂ à partir des observations tel que la MISE de f̂m̂ soit proche de la MISE oracle :

inf
m

EfÎf ≠ f̂mÎ2
L2 .

Soit mú œ (Nú)d fixé tel que Dmú 6 n. On n’explorera que les sous-modèles de mú qui
ne sont pas “trop grands”. Plus précisément, on se restreint à la collection de modèles :

Mn :=

I

m œ (Nú)d

-

-

-

-

-

’j, mj 6 mú
j et Dm ρ

2(G≠1
m

) 6
n

log n

J

. (13)

On fait également une hypothèse supplémentaire sur la loi des Yi.

(H3) Pour tout b > 0,
q

mœMn
ρ

2(G≠1
m ) e≠b

Ô
Dm 6 K(b), avec K(b) une constante

positive qui ne dépend pas de n.

On utilise une procédure inspirée par Goldenshluger et Lepski (2011), qui a été intro-
duite en sélection de modèles par Chagny (2013) pour l’estimation d’une densité condi-
tionnelle. On montre que cette procédure s’applique à notre problème de déconvolution,
dans un cadre multidimensionnel.

On choisit m̂ dans la collection de modèles Mn qui minimise :

m̂ := arg min
mœMn

Ë

Ag(m) + κ2Ṽg(m)
È

(14)

4
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où Ag(m) et Ṽg(m) sont définis par :

Ṽg(m) :=
cd(g)

Ô
Dm ρ

2(G≠1
m

)
n

· (ÎgÎŒ ‚ 1)ÎG≠1
m

Î2
F log(n)

n
(15)

Ag(m) := max
mÕœMn

3

.

.

.f̂mÕ ≠ f̂m·mÕ

.

.

.

2

L2
≠ κ1Ṽg(mÕ)

4

+
(16)

et où κ1, κ2 sont deux constantes numériques à ajuster.

Théorème 2 (Inégalité oracle). Sous les hypothèse (H1) à (H3), il existe une constante
numérique κ0(d) > 0 qui dépend de la dimension d telle que pour tout choix de κ1, κ2

vérifiant κ0(d) < κ1 6 κ2, l’estimateur f̂m̂ vérifie :

’f œ L2(Rd
+), MISE(f̂m̂, f) 6 C inf

mœMn

1

Îf ≠ fmÎ2
L2 + Ṽ (m)

2

+
C Õ

n
, (17)

avec C une constante positive qui dépend de κ1 et κ2, et C Õ une constante positive qui
dépend de g, d et κ1.

5 Illustrations

Illustrons notre procédure d’estimation sur un exemple en dimension d = 2 sur des
données simulées. Pour cela, on génère X = (X1, X2) de la façon suivante. On génère
W = (W 1, W 2) œ R2

+ avec W 1 indépendant de W 2, puis on multiplie W par une matrice :
C

X1

X2

D

=

C

1 0.1
0.2 1

D C

W 1

W 2

D

. (18)

On obtient ainsi un vecteur aléatoire X de R2
+ dont les composantes sont corrélées. Pour

cet exemple, on simule W 1 de loi Γ(3, 1) et W 2 de loi Bêta B(4, 5) renormalisée pour être
de variance égale à 1.

Pour la variable de nuisance, on choisit de simuler Y de loi Γ(2,
Ô

20) ¢ Γ(2,
Ô

20).
En effet, les coefficients de Laguerre des lois Gamma se calculent explicitement, ce qui
permet de calculer l’hypermatrice Gm facilement.

Les constantes κ1 et κ2 ont été calibrées sur plusieurs exemples au préalable : on
choisit κ1 = κ2 = 10≠5. De plus, on choisit comme modèle maximal mú = (12, 12). On
remarque qu’en pratique, la collection de modèles Mn définie par (14) est trop petite.
C’est pourquoi on utilisera plutôt la collection :

MÕ
n :=

I

m œ (Nú)2

-

-

-

-

-

’j, mj 6 mú
j et Dm ρ

2(G≠1
m

) 6 K
n

log n

J

, (19)

avec K = 103 ou 104.

5
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Figure 1 – Gauche : vraie densité. Centre : estimation pour n = 500. Droite : estimation
pour n = 5000.

La figure 1 montre le résultat d’une estimation sur un échantillon de taille n = 500
et sur un échantillon de taille n = 5000. Dans le premier cas, le modèle sélectionné
est m̂ = (5, 4) et dans le second cas, m̂ = (4, 9). On remarque dans les deux cas que
le modèle sélectionné est anisotrope et de dimension bien inférieure à celle du modèle
maximal (Dmú = 144). L’estimateur f̂m̂ s’adapte bien à la régularité de f .
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Abstract. In this paper, we study change-points detection test using two-sample tests
based on U -statistics for weak dependence (essentially absolutely regular) observations.
The asymptotic distribution of this test has been studied by Dehling, Fried, Garcia and
Wendler (2015) under restrictive technical conditions and was only applied to particular
kind of kernels of the U -statistics. We extend their results for more general models and
tests.

Keywords. U -statistics, nonparametric change-point tests, weighted approximation,
weak invariance, Wiener process, geometrical absolute regularity.

1 Introduction

Change-point tests address the question whether a stochastic process is stationary during
the entire observation period or not. In the case of independent data, there is a well-
developed theory; see the book of Csörgő and Horváth (1997) for a complete survey.
When the data are dependent, the CUSUM statistic has been intensively studied again
by Csörgő and Horváth (1997). The CUSUM statistic for detection of jumps in mean
is known to be sensitive to outliers. Change-point analysis has been massively analyzed
and developed, and have various application in all kinds of fields such as industry quality
control, financial market, and medical diagnostics.

Let X1, X2, ..., Xn be real dependent random variables with distribution functions
F1, F2, ..., Fn. In this paper, we will assume that the sequence {Xi}i2N is absolutely
regular with the rate

β(n) = O(τn), 0 < τ < 1 (1)

where

β(k) = sup
n2N

max
1jn−k

E
n

sup
A2A∞

j+k

∣

∣P (A | Aj
0)− P (A)

∣

∣

o

with Aj
i the σ-algebra generated by Xi, . . . , Xj, i, j 2 N [ {∞}.

1
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One of the main topics in nonparametric statistic is the detection of a possible dif-
ference in the distributions of X1, X2, . . . , Xn. A model with one abrupt change is very
often used and it is formulated way: we wish to test the no change null hypothesis

H0 : F1(x) = F2(x) = . . . = Fn(x) for all x 2 R

against the alternative hypothesis that there is a change-point in the sequenceX1, X2, ..., Xn,
namely that we have

H1 : there is a λ 2 (0, 1) such that F1(x) = F2(x) = . . . = F[nλ](x) = F (x),
F[nλ]+1(x) = . . . = Fn(x) = G(x), 8x 2 R and F (x0) 6= G(x0) for some x0 2 R.

Under the null hypothesis H0 we have F = G.

In order to derive the asymptotic distribution of the test, we study the stochastic
process

Z⇤
n(λ) = n−3/2

[nλ]
X

i=1

n
X

j=[nλ]+1

h(Xi, Xj), 0 ≤ λ ≤ 1,

where h : R2 ! R is a kernel function. In the case of independent data, the asymptotic
distribution of this process has been studied by Csörgő and Horváth (1988), then in the
dependent case by Dehling, Fried, Garcia and Wendler (2015) under restrictive conditions
such as the notions of one-side functional and 1-continuity. We prove their results in
the dependent case without their restrictive conditions and we can apply it for more
general processes. Moreover Dehling, Fried, Garcia and Wendler (2015) study the weak
convergence of the estimator Z⇤

n(λ) only for bounded kernels whereas we also establish the
weak convergence of the estimator for unbounded kernels and also under the alternative.
More, we generalize our results for the case of multi-change-points.

We study the asymptotic behavior of Z⇤
n(λ) under the null hypothesis in Section 2 and

under the alternative hypothesis in Section 3. Csörgő and Horváth (1997) proved it in
probability for i.i.d. random variables and in this paper we generalize their results for the
almost sure convergence when the random variables are absolutely regular.

2 Asymptotic under H0

Now, we assume that h is symmetric, i.e h(x, y) = h(y, x) for all x, y 2 R.
Denote

Zn(λ) = n−3/2

[nλ]
X

i=1

n
X

j=[nλ]+1

{

h(Xi, Xj)− θ(F )
 

, 0 ≤ λ ≤ 1

where

θ(F ) =

Z Z

h(x, y)dF (x)dF (y).

2
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Define the U -statistic Un with h as kernel by

Un =
2

n(n− 1)

X

1i<jn

h(Xi, Xj).

Let

h
(1)
1 (x) =

Z

h(x, y)dF (y)− θ(F ), h
(1)
2 (y) =

Z

h(x, y)dF (x)− θ(F )

and
g(x, y) = h(x, y)− h

(1)
1 (x)− h

(1)
2 (y) + θ(F ).

Consider the Hoeffding’s decomposition of the U -statistics Un under H0

Un = θ(F ) + U
(1)
n,1 + U

(1)
n,2 + U (2)

n (2)

where

U
(1)
n,1 = n−1

n
X

i=1

h
(1)
1 (Xi), U

(1)
n,2 = n−1

n
X

i=1

h
(1)
2 (Xi)

and

U (2)
n =

2

n(n− 1)

X

1i<jn

{

h(Xi, Xj)− h
(1)
1 (Xi)− h

(1)
2 (Xj)

 

+ θ(F ).

Let

σkl = E(h
(1)
k (X1)h

(1)
l (X1)) + 2

1
X

j=1

Cov(h
(1)
k (X1), h

(1)
l (X1+j)), k, l = 1, 2.

Theorem 1. Under H0, if E|h(Xi, Xj)|2+δ < ∞,
R R

R2 |h(x, y)|2+δdF (x)dF (y) for some
δ > 0 and the condition of absolute regularity (1) is satisfied, then σkl < ∞. If σkl > 0,
k, l = 1, 2 then the distribution of {Zn(λ); 0 ≤ λ ≤ 1}n2N converges in distribution towards
a mean-zero Gaussian process with representation

Z(λ) = (1− λ)W1(λ) + λ(W2(1)−W2(λ)), 0 ≤ λ ≤ 1
where {W1(λ),W2(λ)}0λ1 is a two-dimensional Brownian motion with mean zero

and covariance function cov(Wk(s),Wl(t)) = min(s, t)σkl, k, l = 1, 2.

Sketch of the proof From the Hoeffding decomposition (2) of the U -statistics, from
Lemma 1 of Yoshihara (1976) and from Propositions 1, 2 and 3 in the Appendix. 2

3 Asymptotic under H1

First we introduce some notation.
Let

µ(G) =

Z Z

R2

h(x, y)dG(x)dG(y), τ(F,G) =

Z Z

R2

h(x, y)dF (x)dG(y),

3
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h
(2)
1 (x) =

Z
h(x, y)dG(y)− τ(F,G) and h

(2)
2 (y) =

Z
h(x, y)dG(x)− τ(F,G).

Let also (Yi)1in a sequence of absolute regular random variables with the same rate as
the sequence (Xi)1≤i≤n

, underH0 and the distribution function of Yi is G. For any i, j 2 N,
the absolute regular dependence between Yi and Yj is the same as the dependence between
Xi and Xj.
Now, we use the results of the preceding sections to test the null hypothesis H0

H0 : F1(x) = F2(x) = . . . = Fn(x) for all x 2 R

against the local alternative H1 and the local alternatives defined respectively by

H1 : There is a λ0 2 (0, 1) such as F1(x) = F2(x) = . . . = F[nλ0](x) = F (x),
F[nλ0]+1(x) = . . . = Fn(x) = G(x) for all x 2 R, it exists some x0 2 R such as
F (x0) 6= G(x0) and θ(F ) 6= τ(F,G).

H1,n : There is a λ0 2 (0, 1) such as F1(x) = F2(x) = . . . = F[nλ0](x) = F (x),
F[nλ0]+1(x) = . . . = Fn(x) = G(x) for all x 2 R, it exists some x0 2 R such as
F (x0) 6= G(x0) and τ(F,G) = θ(F ) + n−1/2A where A is some constant
for each n of the sequence X1, X2, ..., Xn.

Theorem 2. Under H1,n, if E|h(Xi, Yj)|2+δ < ∞,
R R

R2 |h(x, y)|2+δdF (x)dG(y) < ∞ for
some δ > 0 and condition (1), then the distribution of {Zn(λ); 0 ≤ λ ≤ 1}n2N converges
in distribution towards a Gaussian process with mean (1− λ)λA and with representation

Z(λ)− (1− λ)λA = (1− λ)W1(λ) + λ(W2(1)−W2(λ)), 0 ≤ λ ≤ 1

where {W1(λ),W2(λ)}0λ1 is the two-dimensional Brownian motion with mean zero
and covariance function cov(Wk(s),Wl(t)) = min(s, t)σk,l, k, l = 1, 2.

Sketch of the proof Similar to the prove of Theorem 1 by changing the covariance
structure of the Brownian motion. 2

Corollary 1. Suppose that F1(x) = F2(x) = . . . = F[nλ0](x) = F (x), F[nλ0]+1(x) = . . . =
Fn(x) = G(x) for all x 2 R and it exist a constant B such as G(x) = F (x+ n−1/2B) and
suppose also that the kernel function h is twice derivative and

R R
(@h(x, y)/@y)dF (x)dG(y)

< ∞ and @2h(x, y)/@2y is bounded, then we have the alternative H1,n.

Proof It is easy deduced from the Taylor-Young formula. 2

Let
g(2)(x, y) = h(x, y)− h

(2)
1 (x)− h

(2)
2 (y) + τ(F,G).

Theorem 3. We assume that H1 holds, the conditions of integrability of Theorem 2 and
condition (1) are satisfied, then

n−1/2Z⇤
n(t)

a.s.−!n!1

⇢
θ(F )t(λ0 − t) + τ(F,G)t(1− λ0), 0 ≤ t ≤ λ0

µ(G)(t− λ0)(1− t) + τ(F,G)λ0(1− t), λ0 ≤ t < 1.
(3)
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Sketch of the proof Let 1 ≤ [(n+ 1)t] ≤ [nλ0], then

Z⇤
n(t) = n−3/2

X

1i<j[nλ0]

h(Xi, Xj) + n−3/2

[nλ0]
X

i=1

n
X

j=[nλ0]+1

h(Xi, Xj)

−n−3/2

⇢

X

1i<j[(n+1)t]

h(Xi, Xj) +
X

[(n+1)t]+1i<j[nλ0]

h(Xi, Xj)

+
X

[(n+1)t]+1i[nλ0]

X

[nλ0]+1jn

h(Xi, Xj)

}

= R(1)
n +R(2)

n − {R(3)
n +R(4)

n +R(5)
n }.

From the Hoeffding decomposition (2), fromMarkov inequality, from Borel-Cantelli Lemma,
from Lemma 2 in Appendix and Lemma 2 of Yoshihara (1976), we get the convergence
of Z⇤

n.

We deduce from Theorem 3, the following Corollary.

Corollary 2. We assume that H0 holds, and the condition of Theorem 1, then

n−1/2Z⇤
n(t)

a.s.−!n!1 θ(F )t(1− t).

4 Appendix

Proposition 1. Under the conditions of Theorem 1, we have

n−3/2 sup
0λ1

∣

∣

∣

∣

[nλ]
X

i=1

n
X

j=[nλ]+1

g(Xi, Xj)

∣

∣

∣

∣

P−!n!1 0.

Under the conditions of Theorem 2, we have

n−3/2 sup
0λ1

∣

∣

∣

∣

[nλ]
X

i=1

n
X

j=[nλ]+1

g(Xi, Yj)

∣

∣

∣

∣

P−!n!1 0.

Sketch of the proof Without loss of generality, we proof it only under the conditions
of Theorem 1. The proof of Proposition 1 needs two lemmas.

Lemma 1. Under the conditions of Theorem 1, there exists a Constant C > 0 such that

E

✓ [nλ]
X

i=1

n
X

j=[nλ]+1

g(Xi, Xj)

◆2

≤ Cst[nλ](n− [nλ]).
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Lemma 2. Under the conditions of Theorem 1, we have

E
⇣∣
∣

∣
Gn(λ)−Gn(λ

0)
∣

∣

∣

2⌘

≤
Cst

n
(λ− λ0), for all 0 ≤ λ0 ≤ λ ≤ 1.

Proposition 2. Let X1, X2, ..., Xn, ... be a strictly stationary sequence of random variables
satisfying the strong mixing condition, if supn≥1 E |Xi|2+δ < ∞ and if

1
X

i=1

(α(i))
δ

2+δ < ∞

then σ2
⇤ < ∞. If σ⇤ > 0, then the distribution function of Sn(λ) =

1
σ⇤

p
n

P[nλ]
i=1 Xi converges

weakly to a Wiener measure on (D,D) where

σ2
⇤ = E(X2

1 ) + 2
1
X

i=1

E(X1Xi+1) (4)

and D is the σ-fields of Borel sets for the Skorohod topology.

Sketch of the proof The first part of the Proposition 2 is to prove that the finite
dimensional distributions of Sn converges weakly to those of W and the second part of
the proof is to prove that Sn is tight. 2

Proposition 3. Under the conditions of Theorem 1, we have

n 1p
n

[nλ]
X

i=1

 

h
(1)
1 (Xi)

h
(1)
2 (Xi)

!

o

0λ1
!n!1

n

✓

W1(λ)
W2(λ)

◆

o

0λ1
. (5)

Under the conditions of Theorem 2, we have

n 1p
n

[nλ]
X

i=1

 

h
(2)
1 (Xi)

h
(2)
2 (Yi)

!

o

0λ1
!n!1

n

✓

W1(λ)
W2(λ)

◆

o

0λ1
. (6)

Sketch of the proof The proofs of (5) and (6) are similar. We will prove it only for
(5). To prove (6), we need to establish finite dimensional convergence and tightness.
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Csörgő, M. and Horváth, L. (1988). Invariance principales for changepoint problems, J.
Multivariate Anal., 27, pp. 151-168.
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Abstract. We study a problem of parameter estimation for a non-ergodic Gaussian
Vasicek-type model defined as dXt = ✓(µ+Xt)dt+ dGt, t ≥ 0 with unknown parameters
✓ > 0, µ 2 R and α := ✓µ, where G is a Gaussian process. We provide least square-type
estimators (e✓T , eµT ) and (e✓T , eαT ), respectively, for (✓, µ) and (✓,α) based a continuous-time
observation of {Xt, t 2 [0, T ]} as T ! 1. Our aim is to derive some sufficient condi-
tions on the driving Gaussian process G in order to ensure the strongly consistency and
the joint asymptotic distribution of (e✓T , eµT ) and (e✓T , eαT ). Moreover, we obtain that the

limit distribution of e✓T is a Cauchy-type distribution, and eµT and eαT are asymptotically
normal. We apply our result to fractional Vasicek, subfractional Vasicek and bifractional
Vasicek processes. This work extends the results of [7] studied in the case where µ = 0.

Keywords. Parametric estimation, Fractional Gaussian processes, Young integral.

1 Introduction

Let G := {Gt, t ≥ 0} be a centered Gaussian process satisfying the following assumption

(A1) There exist constants c > 0 and γ 2 (0, 1) such that for every s, t ≥ 0,

G0 = 0, E
⇥
(Gt −Gs)

2⇤
 c |t− s|2γ .

Note that, if (A1) holds, then by the Kolmogorov-Centsov theorem, we can conclude that
for all ε 2 (0, γ), the process G admits a modification with (γ − ε)−Hölder continuous
paths, still denoted G in the sequel.

In the present paper, our goal is to estimate jointly the drift parameters of the Gaussian
Vasicek-type (also called mean-reverting Ornstein-Uhlenbeck) process X := {Xt, t ≥ 0}
that is defined as the unique (pathwise) solution to

X0 = 0, dXt = ✓ (µ+Xt) dt+ dGt, t ≥ 0, (1)

where ✓ > 0 and µ 2 R are considered as unknown parameters.
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In recent years, the study of various problems related to the model (1) has attracted
interest. When G is a standard Brownian motion, the model (1) with µ = 0 was originally
proposed by Ornstein and Uhlenbeck and then it was generalized by Vasicek, see [13]. In
the finance context, and if the driving process G is a fractional Brownian motion (fBm)
with Hurst parameter H 2 (0, 1), the paper [10] on rough volatility contends that the
short-time behavior indicates that the Hurst parameter H in the volatility is less than
1/2. Also, several papers have studied models which have long-memory, that is the
memory parameter H in the volatility is greater than 1/2; see for example [2, 3, 4, 5].

An example of interesting problem related to (1) is the statistical estimation of µ
and ✓ when one observes the whole trajectory of X. In order to estimate the unknown
parameters ✓ and µ when the whole trajectory of X defined in (1) is observed, we will

first consider the classical least squares estimators (LSEs) b✓T and bαT for ✓ and α := µ✓,
respectively. By minimizing (formally) the function

F (✓,α) =

Z T

0

∣∣∣Ẋs − (α + ✓Xs)
∣∣∣
2

ds,

we obtain

b✓T =
T
R T

0
XsdXs −XT

R T

0
Xsds

T
R T

0
X2

sds−
⇣R T

0
Xsds

⌘2 (2)

and

bαT =
XT

R T

0
X2

sds−
R T

0
XsdXs

R T

0
Xsds

T
R T

0
X2

sds−
⇣R T

0
Xsds

⌘2 . (3)

More precisely, (b✓T , bαT ) is the solution of the system ∂F
∂θ
(✓,α) = 0, ∂F

∂α
(✓,α) = 0. Moreover,

the expressions given in (2) and (3) are well-defined for 1
2
< γ < 1, since the stochastic

integral
R T

0
XsdXs is well-defined in the Young sense for 1

2
< γ < 1 only, by using (A1).

In this case we can write
R T

0
XsdXs = 1

2
X2

T for 1
2
< γ < 1. Thus, we can extend the

estimators b✓T and bαT to all 0 < γ < 1, as follows

e✓T =
1
2
TX2

T −XT

R T

0
Xsds

T
R T

0
X2

sds−
⇣R T

0
Xsds

⌘2 (4)

and

eαT =
XT

R T

0
X2

sds− 1
2
X2

T

R T

0
Xsds

T
R T

0
X2

sds−
⇣R T

0
Xsds

⌘2 . (5)

Furthermore, we can obtain a least squares-type estimator eµT for µ, that is the statistic

eµT = eαT/e✓T =

R T

0
X2

sds− 1
2
XT

R T

0
Xsds

1
2
TXT −

R T

0
Xsds

. (6)
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Now, notice that the estimators (4), (5) and (6) are well-defined for all γ 2 (0, 1), and not

only for γ 2 (1
2
, 1). This then allows us to consider (e✓T , eµT ) as estimator to estimate the

parameters (✓, µ) of the equation (1), and (e✓T , eαT ) as estimator to estimate the parameters
(✓,α) of the process (1) in the form

X0 = 0, dXt = (α + ✓Xt) dt+ dGt, t ≥ 0, (7)

for all γ 2 (0, 1).

We apply our approach to some Vasicek Gaussian processes as follows:
Fractional Vasicek process:
Suppose that the process G given in (1) is a fractional Brownian motion with Hurst pa-
rameter H 2 (0, 1). When H 2 (1

2
, 1), the parameter estimation for ✓ and µ has been

studied in [?] by using the LSEs b✓T and bµT which coincide, respectively, with e✓T and eµT

for H 2 (1
2
, 1). Here we present a study valid for all H 2 (0, 1). Moreover, we study the

joint asymptotic distribution of (e✓T , eµT ).

Subfractional Vasicek process:

Assume that the process G given in (1) is a subfractional Brownian motion SH with
parameter H 2 (0, 1), that is, SH is a centered Gaussian process with covariance function

E
(
SH
t SH

s

)
= t2H + s2H − 1

2

(
(t+ s)2H + |t− s|2H

)
; s, t ≥ 0.

For H > 1
2
, using the LSEs b✓T and bµT which also coincide, respectively, with e✓T and eµT ,

the statistical estimation for ✓ and µ has been discussed in [14]. But the proof of the
asymptotic distribution (3.32) of bµT in [14] relies on a possible flawed technique because
as T ! 1, the value of the limit given in (3.32) depends on T , which gives a contradic-
tion. Here, we give a solution for this problem, and we extend the results of [14] to all

H 2 (0, 1), and we also study the joint asymptotic distribution of (e✓T , eµT ).

Bifractional Vasicek process:
To the best of our knowledge there is no study of the problem of estimating the drift of
(1) in the case when G is a bifractional Brownian motion BH,K with parameters (H,K) 2
(0, 1)2, that is, BH,K is a centered Gaussian process with the covariance function

E(BH,K
s BH,K

t ) =
1

2K

⇣(
t2H + s2H

)K
− |t− s|2HK

⌘
; s, t ≥ 0.

Here we analyzed this question.

2 Main Results

Here we analyze the asymptotic behavior of the LSEs (e✓T , eµT ) and (e✓T , eαT ).
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2.1 Strong consistency

In the following theorem we prove the strong consistency of the estimators e✓T , eµT and
eαT .

Theorem 2.1 Assume that (A1) holds and let e✓T and eµT be given by (4) and (6) for
every T ≥ 0. Then

e✓T −! ✓, (8)

and

eµT −! µ (9)

almost surely, as T ! 1. As a consequence, we deduce that the estimator eαT given in
(5) is also strongly consistent, that is

eαT = eµT
e✓T −! α = µ✓

almost surely, as T ! 1.

2.2 Asymptotic distribution

In this section the following assumptions are required:

(A2) There exist λG > 0 and η 2 (0, 1) such that, as T ! 1

E (G2
T )

T 2η
−! λ2

G.

(A3) The limiting variance of e−✓T
R T

0
e✓sdGs exists as T ! 1 i.e., there exists a constant

σG > 0 such that

lim
T!1

E

"✓
e−✓T

Z T

0

e✓sdGs

◆2
#
−! σ2

G.

(A4) For all fixed s ≥ 0,

lim
T!1

E

✓
Gse

−✓T

Z T

0

e✓rdGr

◆
= 0.

(A5) For all fixed s ≥ 0,

lim
T!1

E (GsGT )

T ⌘
= 0, lim

T!1
E

✓
GT

T ⌘
e−✓T

Z T

0

e✓rdGr

◆
= 0.
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Recall that if X ⇠ N (m1, σ1) and Y ⇠ N (m2, σ2) are two independent random
variables, then X/Y follows a Cauchy-type distribution. For a motivation and further
references, we refer the reader to [12], as well as [11]. Notice also that if N ⇠ N (0, 1) is
independent of G, then N is independent of ⇣1, since ⇣1 = ✓

R1

0
e−✓sGsds is a functional

of G.

Theorem 2.2 Assume that (A1)−(A4) hold. If N1 ⇠ N (0, 1), N2 ⇠ N (0, 1) and G are
independent, then as T ! 1,

e✓T (e✓T − ✓)
Law
−!

2θσGN2

µ+ ζ1
, (10)

T 1−⌘ (eµT − µ)
Law
−! N

✓
0,

λ2
G

θ2

◆
, (11)

T 1−⌘ (eαT − α)
Law
−! N

(
0,λ2

G

)
. (12)

Moreover, if (A5) holds, then as T ! 1,

⇣
e✓T (eθT − θ), T 1−⌘ (eµT − µ)

⌘
Law
−!

✓
2θσGN2

µ+ ζ1
,
λG

θ
N1

◆
, (13)

⇣
e✓T (eθT − θ), T 1−⌘ (eαT − µ)

⌘
Law
−!

✓
2θσGN2

µ+ ζ1
,λGN1

◆
. (14)
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Résumé. Les Moindre Carrés Partiels (PLS, pour Partial Least Squares) réfèrent à
une famille de méthodes de réduction de dimension, qui identifient deux ensembles de
composantes de covariance maximale, afin de résumer les relations existant entre deux
ensembles de variables observées x 2 R

p et y 2 R
q, où p ≥ 1, q ≥ 1. el Bouhaddani

et al. (2018) ont récemment proposé une formulation probabiliste de la PLS. Sous les
contraintes qu’ils considèrent pour les paramètres de leur modèle, celui-ci peut-être vu
comme une formulation probabiliste de la version PLS-SVD de la PLS. Cependant, nous
établissons que ces contraintes sont trop restrictives, au sens où elles limitent le mod-
èle à un ensemble de lois du couple (x, y) pour lesquelles les composantes de covariance
maximale (solutions de la PLS-SVD) sont aussi respectivement de variance maximale (so-
lutions de deux Analyses en Composantes Principales appliquées séparément sur chacun
des deux ensembles de variables x et y). Nous proposons alors une extension du modèle,
pour obtenir une version probabiliste plus générale de la PLS-SVD, qui n’est pas limitée
à ces seules lois. Nous présentons des résultats de simulation numérique qui illustrent
notamment les limites du modèle proposé par el Bouhaddani et al.

Mots-clés. Moindre carrés partiels, PLS, formulation probabiliste, identifiabilité.

Abstract. Partial Least Squares (PLS) refer to a class of dimension-reduction tech-
niques relying on the identification of two sets of components with maximal covariance, in
order to model the relationship between two sets of observed variables x 2 R

p and y 2 R
q,

with p ≥ 1, q ≥ 1. el Bouhaddani et al. (2018) have recently proposed a probabilistic for-
mulation of PLS. Under the constraints they consider for the parameters of their model,
their model can be seen as a probabilistic formulation of PLS-SVD. However, we establish
that these constraints are too restrictive as they define a set of distributions of (x, y), for
which the components with maximal covariance (solutions of the PLS-SVD), are also nec-
essarily of respective maximal variances (solutions of the Principal Components Analyses
of x and y, respectively) Then, we propose an extension of the model, which corresponds
to a more general probabilistic formulation of PLS-SVD, and which is no longer restricted
to these sole distributions. We present numerical examples, which especially illustrate the
limitations of the model proposed by el Bouhaddani et al.

Keywords. Partial least squares, PLS, probabilistic formulation, identifiability.
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1 Introduction

Les Moindre Carrés Partiels (PLS, pour Partial Least Squares) font généralement référence
à une famille de méthodes de réduction de dimension, qui identifient deux ensembles de
composantes de covariance maximale, afin de résumer les relations existant entre deux
ensembles de variables observées x 2 R

p et y 2 R
q, où p ≥ 1, q ≥ 1. Les versions les plus

communes incluent la PLS Régression, et des versions symétriques, telles que la PLS-W2A
ou encore la PLS-SVD (Jöreskog and Wold, 1982, Rosipal and Krämer, 2006, Wegelin,
2000, Wold, 1985). La PLS-SVD repose sur la Décomposition en Valeurs Singulière (SVD,
pour Singular Value Decomposition) de la matrice de covariance de x et y, et les poids
(qui permettront la construction des composantes) sont les vecteurs singuliers de cette
matrice de covariance. Les PLS Régression et PLS-W2A fonctionnent quant à elles de
manière itérative, appliquant à chaque étape une technique de déflation qui garantit aux
composantes des propriétés d’orthogonalité.

Des versions probabilistes des méthodes de réduction de dimension ont été proposées,
notamment pour l’Analyse en Composantes Principales (PCA, pour Principal Compo-
nent Analysis) (Tipping and Bishop, 1999), l’Analyse Canonique des Corrélations (CCA,
pour Canonical Correlation Analysis) (Bach and Jordan, 2005), et la PLS (el Bouhad-
dani et al., 2018, Li et al., 2015, Zheng et al., 2016). Ces versions probabilistes reposent
sur des équations structurelles, selon lesquelles les variables observées sont « générées
» à partir de combinaisons linéaires de variables latentes, auxquelles s’ajoute un bruit
Gaussien. L’estimation des paramètres dans ces modèles à variables latentes est générale-
ment opérée via des algorithmes de type EM (Expectation-Maximization) (Dempster
et al., 1977). Ces formulations probabilistes présentent plusieurs intérêts par rapport aux
formalisations classiques, comme par exemple la prise en compte d’éventuelles données
manquantes (Tipping and Bishop, 1999). D’autre part, elles ouvrent naturellement la
voie aux méthodes d’estimation reposant sur des versions pénalisées de la vraisemblance,
par exemple pour encourager la parcimonie de certains paramètres (Guan and Dy, 2009,
Park et al., 2017).

Ici, nous nous intéressons au modèle PPLS (Probabilistic PLS) proposé récemment
par el Bouhaddani et al. (2018). Notons Ip la matrice identité de taille p ⇥ p, et 0p le
vecteur (0, . . . , 0) de taille p. Le modèle est défini par les trois équations suivantes

x = tW> + e, y = uC> + f, u = tB + h, (1)

sous les contraintes :

(a) t ⇠ N(0,ΣT ), (b) ΣT est une matrice diagonale, (c) e ⇠ N(0p, σ
2
eIp),

(d) f ⇠ N(0q, σ
2
fIq), (e) h ⇠ N(0r, σ

2
hIr), (f) r < min(p, q)

(g) W et C sont des matrices semi-orthogonales, de tailles p⇥r et q⇥r respectivement,

(h) B est diagonale de taille r ⇥ r (à éléments diagonaux strictement positifs),

(i) Les éléments diagonaux de ΣTB sont ordonnés de manière strictement décroissante.
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Les paramètres du modèle PPLS sont W = (W1, · · · ,Wr), C = (C1, · · · , Cr), B, ΣT , σ2
e ,

σ2
f et σ2

h. En particulier, W et C correspondent aux matrices de poids. Les deux premières
équations en (1) décrivent comment les variables observées x et y sont générées à partir
des variables latentes t et u ; la troisième équation décrit quant à elle l’association entre ces
deux variables latentes. Sous ce modèle, nous avons en particulier Cov(x, y) = WΣTBC>.
el Bouhaddani et al. établissent alors que W et C correspondent aux vecteurs singuliers
(à gauche et à droite, respectivement) associés aux r plus grandes valeurs singulières de
la matrice Cov(x, y). Bien qu’ils n’en fassent pas mention, ce résultat suggère que leur
modèle correspond à une formulation probabiliste de la PLS-SVD. Dans la section suiv-
ante, nous montrons cependant que les contraintes (c) et (d) d’isotropie des variances des
termes d’erreurs Gaussiens, sont telles qu’elles restreignent le modèle PPLS à un ensemble
de lois « triviales », sous lesquelles les poids de la PLS-SVD définissent deux ensembles
de composantes qui sont certes de covariance maximale, mais aussi respectivement de
variance maximale.

2 Limites et extension du modèle PPLS

Sous les contraintes (a)-(i), el Bouhaddani et al. (2018) établissent l’identifiabilité des
paramètres de leur modèle PPLS ; en particulier les matrices de poids W et C sont
identifiables, au signe près, et correspondent aux r premiers vecteurs singuliers de la ma-
trice Cov(x, y). Cependant, les contraintes (c) et (d) d’isotropie des variances des termes
d’erreurs Gaussiens assurent d’une part, que Var(x) = WΣTW

> + σ2
eIp, et d’autre part,

que Var(y) = C(ΣTB
2 + σe

hIr)C
> + σ2

fIq. Il en découle que les colonnes de W et C
sont également vecteurs propres associées aux r plus grandes valeurs propres des matrices
Var(x) et Var(y), respectivement. Autrement dit, le modèle PPLS définit un ensemble de
lois du couple (x, y) pour lesquelles les deux ensembles de composantes de covariance max-
imale, obtenues par PLS-SVD sur (x, y), sont aussi de variance maximale, respectivement.
En particulier, lorsque les r plus grandes valeurs propres des matrices Var(x) et Var(y)
sont de multiplicité algébrique égale à un (c’est-à-dire lorsque les éléments diagonaux de
ΣT et ΣTB

2, respectivement, sont distincts), les vecteurs propres associés sont définis de
manière unique (au signe près): pour ces lois, les lois marginales de x et y suffisent donc
pour l’identification des r couples de composantes de covariance maximale. Et de fait
dans ce cas, deux PCAs, appliquées séparément sur x et y, permettent d’identifier ces
composantes. Pour des lois du couple (x, y) qui ne vérifient pas cette propriété, le modèle
PPLS est nécessairement mal spécifié, et il n’est alors pas garanti que les estimations des
matrices de poids W et C retournées par l’algorithme EM proposé par el Bouhadanni et
al. aient un rapport quelconque avec les poids de la PLS-SVD (ce que confirment nos
résultats en Section 3).

Nous proposons alors une extension du modèle PPLS, qui peut être vue comme une
formulation probabiliste de la PLS-SVD pour une famille de lois plus générales que celle
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couverte par le modèle PPLS de el Bouhaddani et al. (2018). À cet effet, nous assouplis-
sons dans un premier temps les contraintes (c) et (d) d’isotropie des variances des termes
d’erreurs Gaussiens, afin d’obtenir un modèle similaire au modèle PPLS, mais pour lequel
les paramètres ne peuvent en général pas être identifiés en utilisant uniquement les lois
marginales de x et de y. En particulier, pour proposer un modèle aussi général que
possible, nous supposons simplement que les bruits e et f sont de matrices de variance
quelconques (semi-définies positives). Nous proposons donc de remplacer les contraintes
(c) et (d) du modèle PPLS par les conditions (c*) et (d*) :

(c*) e ⇠ N(0p,Ψe), avec Ψe une matrice semi-définie positive de taille p⇥ p,

(d*) f ⇠ N(0q,Ψf ), avec Ψf une matrice semi-définie positive de taille q ⇥ q,

Or, pour garantir l’identifiabilité de notre modèle, nous ne pouvons conserver les deux
ensembles de variables latentes t et u, et devons considérer une écriture avec un seul
ensemble de variables latentes (comme c’est aussi le cas dans la version probabiliste de la
CCA proposée par Bach and Jordan (2005)). Nous proposons donc finalement le modèle
suivant :

x = tW> + e, y = tC> + f, (2)
sous les contraintes (a), (b), (c*), (d*), (f), (g) et (i*), où (i*) est l’analogue de (i) dans
le cas où un unique ensemble de variables latentes est considéré :

(i*) Les éléments diagonaux de ΣT sont ordonnés de manière strictement décroissant.

Nous établissons notamment que les matrices de poids W et C sont identifiables (au signe
près), correspondent aux vecteurs singuliers de la matrice Cov(x, y), et ne peuvent en
général pas être obtenues à partir des seules lois marginales de x et y.

3 Illustrations numériques

Nous considérons deux schémas de simulations numériques pour illustrer nos résultats, et
en particulier pour illustrer le comportement des estimations de W et C obtenues avec
l’algorithme EM conçu par el Bouhaddani et al. (2018) pour leur modèle PPLS. Nous
nous plaçons dans le cas où p = q = 20 pour les dimensions des variables observées, et où
r = 3 pour le nombre de variables latentes. Nous faisons varier le nombre d’observations
n 2 {50, 250, 500, 1000, 5000}. Pour le premier schéma, nous générons des données sous
le modèle de el Bouhaddani et al., en utilisant les mêmes paramètres que ceux choisis
pour leurs simulations; en particulier, les éléments de diagonaux de ΣT et ΣTB

2 sont
respectivement distincts. Pour le second schéma, nous générons des données sous un
modèle similaire, mais avec des termes d’erreur e et f de matrices de variances semi-
définies positives quelconques. La colonne gauche de la Figure 1 présente les résultats de
comparaisons entre les vraies matrices de poids et celles obtenues par (i) l’algorithme EM
de la PPLS, (ii) deux PCAs distinctes sur x et y, (iii) PLS-SVD sur (x, y), et (iv) PLS-
W2A sur (x, y). La colonne droite de la Figure 1 présente les résultats de comparaisons
entre les matrices de poids obtenues par l’algorithme EM de la PPLS et celles obtenues par
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Figure 1: Produit scalaire médian (en valeur absolue) : (gauche) entre la première colonne
des vraies matrices de poids W1 (et C1) et celles obtenues par l’algorithme EM du modèle
PPLS, par deux PCAs distinctes sur x et y, par PLS-SVD sur x et y, et par PLS-W2A sur
x et y. (droite) entre la première colonne des matrices de poids obtenues par l’algorithme
EM du modèle PPLS et celles obtenues par deux PCAs distinctes sur x et y, par PLS-SVD
sur x et y, et par PLS-W2A sur x et y. Les résultats calculés sur 1000 simulations, pour
p = q = 20, r = 3 et n 2 {50, 250, 500, 1000, 5000}. Ils sont présentés sur la première
ligne lorsque le modèle PPLS est correctement spécifié (données générées sous le modèle
rappelé en Équation (1)), et sur la seconde ligne lorsqu’il ne l’est pas (données générées
sous un modèle similaire mais avec e et f qui ne sont pas de variances isotropes).

(i) par deux PCAs distinctes sur x et y, (ii) PLS-SVD sur x et y, et (iii) PLS-W2A sur x et
y. Ces résultats sont moyennés sur 1000 simulations sous chacun des deux schémas. Nous
présentons ici les résultats pour les premières colonnes des poids (W1 et C1), les résultats
pour les r− 1 autres colonnes étant similaires. Lorsque le modèle PPLS est correctement
spécifié (première ligne), les méthodes PLS (PPLS, PLS-SVD et PLS-W2A) identifient
les vraies matrices de poids W et C, mais deux simples PCAs sur x et y permettent de
les identifier également. Lorsque le modèle PPLS est mal spécifié, l’algorithme EM de la
PPLS ne permet plus d’identifier les vraies matrices de poids, pas plus que les deux simples
PCAs, contrairement par exemple à l’approche PLS-SVD (graphe en bas à gauche). D’un
autre côté le graphe en bas à droite indique que les poids retournés par l’EM de la PPLS
sont généralement plus proches de ceux des deux PCAs que de ceux de la PLS-SVD ou de
la PLS-W2A. De fait, lorsqu’il est appliqué à des données réelles et que le modèle PPLS
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est mal spécifié, l’algorithme EM de la PPLS n’est en général pas capable de capturer la
part commune à x et y.
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Résumé. Nous introduisons un nouveau modèle statistique pour l’analyse des courbes mul-
tidimensionnelles définies sur I = [0, 1]. Nous nous intéressons à l’inférence bayésienne de re-
groupement de courbes modélisées pour des processus gaussiens en sous-populations homogènes.
En pratique, nous nous limitons à modéliser les courbes avec des lois gaussiennes multivariées car
nous ne pouvons observer que leurs discrétisations finies. Pour atteindre un tel objectif, nous util-
isons la géométrie statistique des fonctions de reparamétrisation identifiées avec les distributions
locales des courbes. Afin d’explorer l’inférence sur toutes les fonctions de reparamétrisation,
nous faisons le lien avec la sphère de Hilbert. Cela nous permet de réduire la complexité de
l’espace de reparamétrisations et facilite la l’optimisation. Nous donnons également la loi à
postériori des reparamétrisations et discutons de certaines propriétés asymptotiques. Enfin,
l’intérêt pratique de la méthode proposée est illustré par une application potentielle sur les
courbes multidimensionnelles. Une direction future d’intérêt est de construire une extension
théorique pour des domaines plus complexes avec de nouveaux aspects de l’apprentissage et
l’inférence sur des variétés de grande dimension.

Mots-clés. Inférence bayésienne, processus gaussien, courbes multidimensionnelles, sphère
de Hilbert

Abstract. We introduce a new statistical model for analyzing multi-dimensional curves
defined on I = [0, 1]. We are interested in the Bayesian inference of grouping parameterized
curves modeled with Gaussian processes into homogeneous sub-populations. In practice, we
restrict ourselves to model the curves with multivariate Gaussians since we can only observe their
finite discretizations. To reach such goal, we use the statistical geometry of reparametrization
functions identified with local distributions on curves. In order to explore the inference on all
reparametrization functions, we make the connection with the Hilbert sphere. This allows us to
reduce the complexity of the space of reparametrizations and facilitates the optimization task.
We also give the posterior on these reparametrizations and discuss some asymptotic properties.
Finally, the practical interest of the proposed method is illustrated with a potential application
on multi-dimensional curves. A future direction of interest is to build theoretical extension for
more complex domains for new aspects of manifold learning and inference on high-dimensional
manifolds.

Keywords. Bayesian inference, Gaussian process, multidimensional shapes of curves, Hilbert
sphere
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1 Introduction

In the case of clustering multidimensional curves [1] with values in Rd for d ≥ 2, landmarks are
not always available and continuous representations are successful in this respect [2]. Unlike
other approaches, the distance between two curves must take into account their reparameteri-
zations. The reader can refer to [3] for survey on shapes of curves as elements of Riemannian
manifolds [4]. Recently, [5] have introduced a novel representation which include smooth curves
in Euclidean spaces. In this work, we adapt this representation to our context due to its several
advantages and we note qi instead of the original observed curves βi, i = 1, ..., N .

The proposed method consist in generalizing the clustering of multidimensional curves with a
Bayesian inference on reparametrizations [6]. Since we can not observe all qi directly, we note
its discretized version qi(t1), ..., qi(tm), supposed to be drawn from multivariate Gaussians for
the likelihood term. If we assume that we have K classes of curves, the posterior probability
on reparametrizations γ1, ..., γK becomes more affordable on the resulting square-root densities
ψ1, ...,ψK belonging to the Hilbert sphere H [7], which can be performed using a Hamiltonian
Monte Carlo sampling. To our knowledge, this is the first attempt to model the population
background from nonparametric distributions.

2 Statistical geometry of probability distributions

Before we give details of our method for curve clustering we will introduce some notions of of
probability distributions. We define the space of cumulative density distributions, identified
with reparametrizations space for curves, by

Γ =
n

γ : I → I | γ(0) = 0, γ(1) = 1, and γ̇ is nonnegative
o

(1)

In this paper, we assume that each class of curves results from its own local distributions. So
the optimization in reparametrizations space is well needed for the clustering task. Due to the
complexity of this space, we make the connection with the Hilbert sphere: If we consider the
transformation ψ(t) =

p

γ̇(t) for all t 2 I then the space of functions ψ becomes

H =
n

ψ 2 L
2(I) | ψ is nonnegative, and ||ψ||L2 =

⇣

Z

I
ψ2(t)dt

⌘1/2
= 1

o

(2)

equipped with the Fisher-Rao metric

⌦

g1, g2
↵

L2 =

Z

I
g1(t)g2(t)dt (3)

for g1, g2 2 Tψ(H). Since H is identified with the Hilbert upper-hemisphere, each ψ defines a
unique reparametrization (isometrically) γ, satisfying

γ(t) =

Z t

0
ψ(s)2ds, 8t 2 I (4)
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The advantage of working in H rather than Γ is that H is endowed with more familiar geometric
features making the optimization more efficient. For example, the overlap between ψ1, ψ2 2 H is
given by the angle (arccos) of the shortest arc (geodesic) between them on H, i.e., dH(ψ1, ψ2) =
cos−1

(⌦
ψ1, ψ2

↵
L2

)
.

3 Bayesian clustering model

Let β be a smooth curve defined on I with values in Rd, i.e., β : I → Rd and having first
derivatives in L2

(
I,Rd

)
. We represent each curve using its q-function defined by

q : I → R
d (5)

t 7! q(t) = β̇(t)||β̇(t)||−1/2
2 if β̇(t) 6= 0, 0 otherwise

We note that q is well defined and is an element of L2
(
I,Rd

)
. If the domain of β is transformed

with a reparametrization γ 2 Γ then β ◦ γ is represented by q⇤ satisfying q⇤(t) =
p

γ̇(t)q(γ(t)).
The advantage of this representation is that it is invariant to translations, reparametrizations
and takes into account the uniform scaling. In addition, the Fréchet mean of {q⇤i }Ni=1 is

q̃ = argmin
q2L2(I,Rd)

N
X

i=1

inf
γi2Γ

||q − q⇤i ||2 where ||q|| =
Z

I

⇣

||q(t)||22
⌘1/2

dt (6)

In this section, we will reformulate our problem of clustering q⇤1, ..., q
⇤
N into K populations. For

each q⇤i , we draw a class Ci = k with values in {1, ...,K} under the probability p(Ci = k) = πk.
Consequently, the probability that q⇤i belongs to the class k is p(q⇤i |Ci = k). In practice, we
observe a discretization q⇤i (th) 2 Rd, h = 1, ...,m and we note T = (t1, ..., tm). We assume that
q⇤i (T )|Ci = k ⇠ N

(

q̃k(T ),σ2I
)

where σ2 > 0 is the variance and I is the md ⇥ md identity
matrix. This work deals with estimating the optimal reparametrization for the k-th class denoted
by γk. The probability that q⇤i belongs to k-th class is

p(qi|γk, q̃k(T ),σ2) / exp
(

− 1

2σ2
||q⇤i (T )− q̃k(T )||22

)

(7)

Consequently, if we note D = {qi}Ni=1, the log-likelihood term is proportional to

log p(D|γ1, ..., γK ,π1, ...,πK , q̃1(T ), ..., q̃K(T ),σ2) /
N
X

i=1

log
⇣

K
X

k=1

πk exp
(

− 1

2σ2
||q⇤i (T )

−q̃k(T )||22
)

⌘

(8)

For the prior laws of γks, we simply use the term

p(γk) / exp(−dΓ(γ
k, id)2) (9)

where dΓ(., .) is the geodesic distance defined on Γ and id is the identity function, i.e., id(t) = t for
all t 2 I. This means that γk is modeled with a Gaussian prior law: γk ⇠ N (id, 1) of mean γ ⌘ id
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and standard variance 1. Since there is no explicit expression of dΓ(., .), we establish the isometric
bijective map between Γ and H from Eq.(4), i.e., dΓ(γ1, γ2) = dH(ψ1,ψ2). Consequently, the
prior on γk becomes a more simple prior on ψk, satisfying

p(ψk) / exp
(
− dH

(
ψk, 1

)2)
= exp

(
− cos−1

(⌦
ψk, 1

↵
L2

)2)
(10)

since
p
ṫ = 1. Moreover, we assume that all ψks are independent, implying

p(ψ1, ...,ψK) / exp
(
−

KX

k=1

cos−1
(⌦
ψk, 1

↵
L2

)2)
(11)

Given D,π1, ...,πK , q̃1(T ), ...q̃K(T ) and σ2, the log-posterior of ψ1, ...,ψK is then

log p(ψ1, ...,ψK |D,π1, ...,πK , q̃1(T ), ..., q̃K(T ),σ2) /
NX

i=1

log
⇣ KX

k=1

πk exp
(
− 1

2σ2
||q⇤i (T ) (12)

−q̃k(T )||22
)⌘

−
K
X

k=1

cos−1
(⌦

ψk, 1
↵

L2

)2

4 Application

We validate the proposed method on a dataset of 3D curves used to classify humans according to
their gender [8]. We compare the proposed method against: GMM, Euclidean kmeans, geodesic
kmeans and geodesic kmedoids. All performance rates are reported in Table 1. Accordingly,
we point out that the proposed method performs much better than the other baseline methods
with a great margin. For more details, Figure 1 (a) illustrates the optimal reparametrization for
k-th class γk when estimating the corresponding square-root densities ψk. In Figure 1 (b), we
plot the Fréchet mean q̃k of observed cochlea for both classes.

5 Conclusion

In this paper, we have introduced a new Bayesian clustering for multidimensional curves. We
have considered that each class has its own unknown local distribution and we have formulated
the problem to estimate them jointly. The proposed method is nonparametric in the sense that
we do not assume that the prior belongs to any fixed class of distributions. We have tested our
model on a real dataset in comparison which some current existing methods. We showed several
benefits and better accuracy when estimating the optimal reparametrization for each class and
dealing with the Hilbert sphere.
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Table 1: Accuracy rates (AR), specificities (SP) and sensibilities (SE) for cochlea.
Methods AR SP SE

GMM 58.3% 58.07% 58.5%
Euclidean kmeans 58.5% 58.44% 58.5%
Geodesic kmeans 74.9% 74.4% 75.45%
Geodesic kmedoids 89.2% 89.8% 88.41%
Proposed 95.8% 94% 97.73%
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Figure 1: The optimal reparametrizations (a) and the Fréchet means of curves (b). Class of
female in red and class of male in blue.
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Gradient Boosting adapté
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Résumé. Dans un contexte de valeurs extrêmes, nous proposons d’améliorer les
performances d’une méthodologie déjà proposée de régression des coefficients d’une loi
Pareto généralisée par arbre de régression. Les méthodologies de forêt aléatoire et de
gradient boosting ont en effet permis de construire des estimateurs plus robuste que ceux
dérivés des arbres de régression. Nous adaptons ces méthodologies au contexte de la
régression des coefficients d’une loi Pareto généralisée.

Mots-clés. Théorie des Valeurs Extrêmes, Forêt aléatoire, Gradient Boosting . . .

Abstract. We propose to improve the performance of an existing proposed methodol-
ogy of regression of the coefficients of a generalized Pareto distribution by regression tree.
Random forest and gradient boosting are methodologies that allowed the construction
of more robust estimators than those derived from regression trees. We adapt these ap-
proachs to the context of the regression of coefficients of a generalized Pareto distribution.

Keywords. Extreme Value Theory, Random Forest, Gradient Boosting . . .

1 Introduction

1.1 Données extrêmes, loi de Pareto généralisée et régression

La Théorie des Valeurs Extrêmes (TVE) permet, notamment, de répondre à une interro-
gation qui présente, dans certains domaines, un intérêt certain : à partir d’un échantillon
i.i.d (Zi)i21,...,N , comment quantifier la probabilité que Z1 soit supérieur à q, avec q rela-
tivement proche, voir supérieur au maximum sur l’échantillon ?

Une des approches de la Théorie des Valeurs Extrêmes consiste en l’étude des données
en excès par rapport à un seuil u. En effet, une lecture informelle du théorème démontré
par Bakema et De Haan (1974) est que la fonction de survie des excès F u(z) = P [Z1−u >
z | Z1 > u] peut s’approcher, sous une hypothèse sur F d̂ıte de variation régulière et
lorsque u ! +1, par une fonction de survie 1 définissant une loi Pareto généralisée dont
le paramètre σ est d̂ıt d’échelle et le paramètre γ est d̂ıt de forme. En pratique, l’hypothèse
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de variation régulière est supposée vérifiée et u est choisi à la fois suffisamment élevé afin
de justifier l’utilisation la précédente approximition, et dans le même temps suffisament
faible pour obtenir un nombre d’excès n, parmi les N données, permettant l’adéquation
d’une loi Pareto généralisée (GPD). L’ajustement d’une GPD peut alors se faire sur les
excès notés (Yi)i21,...,n et il est alors possible de répondre à la problématique initialement
soulevée, et également, par exemple, de calculer des quantiles extrêmes.

Hσ,γ(y) =
⇣
1 + γ

y

σ

⌘−1/γ

, y > 0 (1)

L’observation des données (Yi)i21,...,n peut, dans certains cas de figure, être conjointe

à celle de covariables (Xi)i21,...,n , où chaque Xi est élément de X ⇢ Rd. Il devient alors
intéressant d’étudier le comportement de la queue de distribution de Y | X. En écrivant,
(σ(x), γ(x)) = m(x), un problème de régression apparâıt alors, consitant à déterminer la
fonction f . Plusieurs articles, dont Beirlant et al. (2013), proposent des approches pour
estimer f dans des cadres non paramétrique, paramétrique ou semi-paramétrique. Une
alternative à ces méthodes est présentée plus explicitement ci-après.

1.2 Un arbre adapté aux valeurs extrêmes

Les arbres de régression permettent de construire un estimateur précis, interprétable et
flexible aux structures non-linéaires. L’objectif est d’estimer la fonction de regression
m⇤ définie par m⇤ = argminm2M E[φ(Y,m(X))], selon une certaine fonction de perte φ.
Leurs constructions se décomposent en deux étapes: d’abord la croissance puis l’élagage.
La croissance consiste en un partitionnement récursif et binaire de X . À l’étape k,
l’estimateur s’écrit m̂k(X) =

Pk
j=1 m̂

k
j (X)1X2Aj

, où {A1, . . . , Ak} est une partition de X ,

et m̂k
j (X) = argminm2M

Pn
i=1 φ(Yi,m(Xi))1Xi2Aj

minimise l’erreur empirique sur chaque
Aj. La partition {A1, . . . , Ak} est alors modifiée en partitionnant Aj⇤ par (Aj⇤1, Aj⇤2) de
manière binaire (la coupe de Aj⇤ se fait suivant une unique coordonnée de X ) pour min-
imiser (selon j⇤ et la coupe de Aj⇤) l’erreur empirique du nouvel estimateur (défini par
la nouvelle partition). Chaque coupe crée ainsi un noeud dans l’arbre dont la structure
résulte sur des feuilles: des groupes d’individus homogènes relativement à φ. Ensuite,
l’élagage a pour objectif d’éviter le phénomène de surapprentissage en sélectionant, dans
la suite des estimateurs m̂k, le meilleur au sens d’un critère pénalisant, au moyen d’un
échantillon test ou d’une valisation croisée, la complexité de l’arbre, m̂. Le choix de la
fonction de perte est libre. Toutefois, la perte quadratique est la plus communément
utilisée et l’estimateur m̂ peut alors s’écrire m̂ =

Pk
j=1 βj1X2Aj

, avec {β1, . . . , βk} ∈ Rk.
Dans une récente pré publication de Farkas et al. (2020), la méthodologie d’arbre

de régression est adaptée dans le cadre de l’étude des excès (Yi)i21,...,n, en utilisant
une fonction de perte égale à l’opposé de la vraissemblance des excès à une loi Pareto

généralisée, φ(y,m(x)) = − log(σ(x))−
⇣

1
γ(x)

+ 1
⌘

log
⇣

1 + yγ(x)
σ(x)

⌘

. Nous ferons référence

à cette méthode par l’acronyme GPRT (Generalized Pareto Regression Trees). Ainsi, lors
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de la première phase de croissance de l’arbre, chaque noeud crée une nouvelle partition
de X qui améliore l’adéquation des excès à une loi Pareto généralisée sur chacun de ses
segments. La fonction de régression estimée m̂ permet de caractériser les liens entre les
covariables et le comportement en queue de distribution de Y . Toutefois, les estimateurs
issus des arbres de régression sont sensibles aux données d’entrâınement et des méthodes
d’amélioration ont justement été développées pour proposer des estimateurs davantage
robustes. Ainsi proposons-nous de les appliquer dans le contexte des valeurs extrêmes.

2 Amélioration de la performance de l’arbre par Gra-

dient Boosting

L’implémentation de la méthode Extreme Gradient Boosting, introduit par Chen et al.
(2016), a popularisé l’approche Gradient Boosting. Elle consiste également en la création
d’une famille d’estimateurs, mais cette fois-ci ordonnée et dépendante. La construction de
l’estimateur m̂k+1 dépend en effet de l’estimateur précédent m̂k, avec comme objectif d’en
diminuer l’erreur empirique L(m̂k) =

Pn
i=1 φ(Yi, m̂(Xi))1Xi2Aj

et de construire, au fur et
à mesure, une suite d’estimateurs convergent vers la solution optimale du problème de
régression m⇤. Un candidat idéal pourrait être obtenu un réalisant, à partir de m̂k, un (pe-
tit) pas w dans la direction opposé du gradient de l’erreur empirique L(m̂k). Néanmoins,
rien ne garanti l’appartenance de ce candidat à notre classe d’estimateurs M. La stratégie
réside alors dans la recherche du meilleur arbre de régression permettant d’approcher
ce candidat, mais son implémentation classique repose sur l’hypothèse d’une prédiction
réelle. Or, dans le cas des GPRT, l’estimateur obtenu est un couple. Nous devrons ainsi
adapter l’implémentation pour permettre une fléxibilité supplémentaire. Des expériences
par simulation permettront de tester la pertinence d’un tel algorithme.
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Résumé. Le transport optimal est un outil puissant afin de comparer des mesures
entre elles et à cette fin, il a trouvé plusieurs applications en apprentissage automatique.
Malheureusement, il souffre d’une complexité de calcul en O(n3log(n)) ce qui empêche
son utilisation directe dans un contexte de Big Data. Afin de diminuer ce coût de calcul,
les praticiens optent pour une stratégie par sous-lots, i.e. en moyennant les résultats
de sous problèmes. Malheureusement, cette stratégie induit un biais qui casse l’axiome
de séparabilité dans la définition d’une distance. Nous proposons dans cet article une
nouvelle fonction basée sur la distance de Wasserstein par lots, qui respecte l’axiome de
séparabilité et qui possède un estimateur non biaisé. Ce résultat est appuyé par des
simulations numériques empiriques. Enfin, nous mentionnons une question ouverte sur la
positivité de notre nouvelle fonction.

Mots-clés. Distance de Wasserstein, Transport optimal, Divergence, Borne de con-
centrations, batch

Abstract. Optimal transport distances are powerful tools to compare probability
distributions and have found many applications in machine learning. Yet they suffer
from an O(n3log(n)) computational complexity that prevents their direct use on large
scale datasets. To overcome this computational challenge, practitioners estimate these
distances on minibatches i.e., they average the outcome of several smaller optimal trans-
port problems. Unfortunately, the minibatch paradigm implies a bias which breaks the
distance seperaty axiom. In this article, we propose a new cost function based on mini-
batch Optimal Transport distances, which respects the distance separability axiom and
which has an unbiased estimator. We highlight several theoretical results supported by
numerical experiments. Finally, we describe open questions on the positivity of our new
loss function.

Keywords. Wasserstein distance, Optimal transport, Divergence, Concentration
bounds, minibatch
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1 Introduction

Le transport optimal connâıt un fort succès pour certaines applications d’apprentissage
automatique. Sa capacité à comparer des objets à travers un coût permet son utilisation
pour des modèles génératifs [Arjovsky et al., 2017] ou encore en adaptation de domaine
[Courty et al., 2017]. En effet, lorsque le coût est une distance, le transport optimal
devient lui-même une distance appelée distance de Wasserstein. Formellement, cette
distance prend deux mesures et un coût pour calculer la quantité suivante :

Wc(↵, β) = min
π2U(α,β)

Z

X⇥Y

c(x,y)d⇡(x,y) (1)

où U (↵, β) représente l’espace des contraintes. La formulation ci-dessus peut être vue
comme une généralization de la distance de Wasserstein W1 où la fonction de coût n’est
pas la distance euclidienne mais est donnée par c. Sa complexité de calcul étant pro-
hibitive à une application sur des jeux de données volumineux (O(n3log(n)) entre distri-
butions empirique avec n échantillons), les praticiens ont mis en place des stratégies de
lots qui consistent à calculer et à moyenner le transport optimal sur des sous-problèmes
du problème original. Cette pratique, bien qu’efficace, change le problème initial, car elle
revient à calculer

WLc(↵, β) = E(X,Y )⇠α⊗m⌦β⊗m [Wc(X, Y )], (2)

où ↵⌦m est la loi produit (m fois) de ↵. Cependant, cette stratégie par lots brise le premier
axiome d’une distance qui est intrinsèque à la distance de Wasserstein, ainsi lorsque les
objets sont identiques, la “distance” de Wasserstein par lots WLc(↵,↵) est non nulle.

En pratique, nous ne connaissons pas les mesures ↵ et β mais nous avons accès à
des mesures empiriques ↵n et βn composées de n données. Ainsi nous pouvons estimer
WLc(↵n, βn) à travers une partie des lots sur les données empiriques avec l’estimateur
incomplet suivant :

eUk,m
Wc

(↵n, βn) := k−1
X

(A,B)2Dk

Wc(A,B) (3)

où k désigne le nombre de lots et m la taille des lots et Dk est l’ensemble de cardinalité k
dont les élements sont les sous lots tirés uniformément. Lorsque les données sont iid, cet
estimateur est un estimateur non biaisé de WLc(↵, β).

La quantité eUk,m
Wc

définit une U-statistique incomplète à deux populations et d’ordre
2n. Or comme prouvé récemment par [Fatras et al., 2020], nous avons une inégalité de
concentration entre l’estimateur et sa moyenne WLc(↵, β).

Theorem 1 (Borne de déviation, (Fatras et al., 2020) ) Fixons δ 2 (0, 1), k > 1
et m, considérons deux mesures ↵, β à support compact. Nous avons une borne de
déviation entre eUk,m

Wc
(↵n, βn) et WLc(↵, β) qui dépend du nombre de données empiriques
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n et du nombre de lots k, avec probabilité d’au moins 1− δ sur le tirage de ↵n, βn et Dk,
nous avons :

|eUk,m
Wc

(↵n, βn)−WLc(↵, β)|  M

 s
log(2/δ)

2bn/mc
+

r
2

k
log(2/δ)

!
(4)

où M est une constante et bnc la partie entière de n.

2 Divergence Wasserstein par lots

Nous proposons de corriger la distance de Wasserstein par lots de la manière suivante :

DWLc(↵, β) := WLc(↵, β)− 1/2(WLc(↵,↵) +WLc(β, β)). (5)

Cette stratégie est inspirée de la divergence de Sinkhorn [Genevay et al., 2018] qui corrige le
biais induit par le transport optimal entropique. Le lecteur pourra vérifier que la fonction
DWL est nulle lorsque l’on a la même mesure à l’entrée et que c est une distance. Elle
hérite aussi de la symétrie de la distance de Wasserstein. Cependant, plusieurs questions
subsistent a priori. Est-ce que eUk,m

Wc
estime facilement DWLc(↵, β) lorsque l’on a accès à

des données empirique ? Est-ce que cet estimateur est toujours positif?

Concentration Nous voulons étendre l’inégalité (4) en enlevant la dépendance stochas-
tique aux données empiriques ↵n et βn ainsi que la dépendance aux tirages des lots. Pour
cela nous avons le résultat suivant :

Theorem 2 Sous les hypothèses du Théorème 1, l’inégalité suivante est valable :

E[|eUk,m
Wc

(↵n, βn)−WLc(↵, β)|] 6 8 ·M max(

s
1

2bn/mc
,

r
2

k
) (6)

Proof 1 Nous rappellons la formule : pour une variable aléatoire réelle X, si X > 0
alors E[X] =

R1

0
P(X ≥ λ)dλ. Nous dénotons par X la variable aléatoire |eUk,m

Wc
(↵n, βn)−

WLc(↵, β)|. Le Théorème 1 s’écrit :

P

⇣
X > C

p
log(2/δ)

⌘
6 δ

où C := 2M max(
q

1
2bn/mc

,
q

2
k
). Nous pouvons la réécrire comme :

P(X > λ) 6 exp (−
λ2

C2
)
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Ainsi, en utilisant la formule ci-dessus :

E[X] 6

Z 1

0

exp (−
λ2

C2
)dλ

= C

Z 1

0

exp(−u2)du 6 4C

ce qui complète la preuve.

Nous venons d’étendre la borne de déviation entre eUk,m
Wc

et WLc(↵, β) avec un contrôle
en espérance à la place d’un contrôle en probabilité. Or DWLc(↵, β) est composé de 3
termes de la forme WLc(., .). Ainsi, nous pouvons utiliser ce théorème sur chaque terme
de DWLc(↵, β) afin de prouver une inégalité de concentration similaire.

Ce résultat est important car il démontre que l’estimation de la fonction DWL sur
des mesures continues n’est pas atteinte par la malédiction de la dimension. Or il est bien
connu que l’estimation de la distance de Wasserstein entre deux mesures est atteinte par
cette malédiction [Weed and Bach, 2019], ce qui fait que DWL est une candidate sérieuse
pour des applications d’apprentissage automatique.

Expérimentation numérique Afin de mettre en évidence cette concentration qui ne
dépend pas de la dimension, nous réalisons les expériences suivantes. Nous tirons deux
échantillons ↵n et ↵

0

n de taille n suivant la loi uniforme U(0, 1). La quantitéDWLc(↵n,↵
0

n)
doit converger vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Afin de diminuer la variance dans le
tirage des lots, nous fixons le nombre de lots k à 105. Pour la première expérience, nous
fixons la taille des lots m à 128 et nous faisons varier la valeur de la dimension d des
données entre 2, 7 et 10. La deuxième expérience revient cette fois-ci à fixer la dimension
et à faire varier la taille des lots, cette dernière prend les valeurs 64, 128, 256. Dans les
deux expériences nous observons que les courbes décroissent bien en O(n−1/2).

Positivité Nous détaillons à présent la partie positivité de DWL(↵, β) qui reste une
question ouverte. Lorsqu’on utilise la distance de Wasserstein avec un coût euclidien:

Wp(↵, β) = min
π2U(α,β)

(

Z

X⇥Y

||x− y||p2d⇡(x,y))1/p,

nous n’avons pas trouvé de contre-exemples. Cependant, nous avons remarqué qu’elle
n’est pas vraie lorsque Wc n’est pas une distance. Par exemple pour W 2

2 , nous avons le
contre-exemple suivant. Nous disposons des points aux positions 0, ⇡/2, ⇡ et 3⇡/2 sur le
cercle unité. Ces points définissent notre mesure ↵ et nous perturbons cette distribution
par un facteur ". Ainsi la mesure β est définie par les points suivants : ", ⇡/2 + ", ⇡ + "

et 3⇡/2 + ". Or lorsque nous calculons DWL(↵, β) pour une perturbation " = 0.1, nous

4
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Figure 1: Convergence de DWLc(↵n,↵
0

n) vers 0 avec m fixé (gauche) et avec d fixé.
(droite)

obtenons -0.029. Cependant lorsqu’on utiliseWp (avec p compris entre 1 et 5), cet exemple
devient positif, ceci suggère donc que DWLc est une divergence dès lors que Wc est une
distance.

Figure 2: Exemple pour lequel DWL(↵, β) est négatif, avec un coût c quadratique.

3 Conclusion

Dans ce papier, nous avons décrit une des principale limites à l’utilisation de la distance
de Wasserstein par lot, à savoir la perte de l’axiome de séparabilité. Afin de corriger cette
perte, nous avons élaboré une nouvelle fonction basée sur la distance de Wasserstein par
lots. Nous avons démontré qu’elle possède des propriétés désirables dans un contexte de
données empiriques, à savoir qu’elle ne souffre pas du fléau de la dimension. Nous avons
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aussi détaillé la principale question ouverte sur la positivité qu’il reste à démontrer et
nous avons mis en évidence certaines restrictions.
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Résumé. Les algorithmes de clustering permettent de proposer une partition des
observations sur des critères de proximité. Une de leurs limites, communément admise,
est qu’ils nécessitent un jeu de données complet. En présence de données manquantes,
Faucheux et al (2020) ont proposé d’utiliser en premier lieu une procédure d’imputation
multiple, puis d’appliquer Multicons, un algorithme de clustering par consensus pour
combiner les partitions obtenues sur chaque jeu de données imputé, à l’instar des règles
de Rubin moyennant les estimations d’un paramètre de population. Dans le cadre de cette
méthode, nous montrons, à l’aide de simulations, qu’effectuer un consensus intermédiaire
sur chaque jeu imputé avant tout consensus global améliore la qualité de la partition,
bien que faiblement. De plus, de meilleures performances sont obtenues en augmentant
le nombre d’imputations ainsi qu’en générant plus d’une partition par jeu imputé, sans
avantage visible pour plus de 3 partitions.

Mots-clés. Partitionnement, consensus, données manquantes, imputation multiple.

Abstract. A major drawback of commonly used clustering algorithms is their re-
quirement of a complete dataset. To overcome this issue, in a previous work (Faucheux
et al (2020)), we proposed to first perform multiple imputation, then to use a consensus
clustering algorithm (Multicons) to combine the partitions as one would use Rubin’s
rules when pooling the various estimates of a population parameter from an incomplete
dataset. In this work, we showed via a simulation study that performing an additional
intermediate consensus in each imputed dataset improved the quality of the partition,
though slightly. Moreover, increasing the number of imputations also improved the qual-
ity of the partition. Lastly, generating more than one partition within each imputed
dataset further improved the partition, though no benefit seemed to appear with more
than 3 partitions.

Keywords. Clustering, consensus, missing data, multiple imputation.
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1 Introduction
Le clustering est une approche de partitionnement non supervisé, utilisée pour regrouper
des observations dont la classe n’est pas préalablement définie, sur des critères de prox-
imité. De nombreux algorithmes de clustering ont été proposés, mais ils présentent
plusieurs limites. Ils sont sensibles aux conditions initiales, notamment lorsque le nombre
de groupes n’est pas connu a priori. De plus, ils requièrent un jeu de données complet.

Récemment proposé, le clustering par consensus permet de s’affranchir de la sensibilité
aux conditions initiales. Il consiste à combiner plusieurs partitions d’un jeu de données en
une partition finale, consensuelle, supposée être plus robuste au choix des paramètres et
à leur initialisation que les algorithmes classiques (Vega-Pons et Ruiz-Shulcloper (2011)).

Pour avoir un jeu de données complet, la pratique courante est d’analyser seulement les
cas complets (complete cases analysis, CCA). Little et Rubin (2002) ont pourtant montré
que, dans le cadre d’une analyse supervisée (régression), quand le mécanisme de données
manquantes n’est pas complètement aléatoire (missing completely at random, MCAR),
l’estimation des coefficients est biaisée.

Différentes méthodes ont été proposées pour un clustering avec données manquantes.
Faucheux et al (2020) ont utilisé Multicons, un algorithme de clustering par consensus
(Al Najdi et al (2016)), après imputation multiple. Cela permet de combiner les parti-
tions obtenues pour chaque jeu imputé, à l’instar des règles de Rubin dans le cas d’un
paramètre de population. Cependant, il reste une incertitude sur le nombre d’imputations
à effectuer, et la place du consensus dans l’algorithme. Nous avons donc conduit une étude
de simulation pour tenter de répondre à ces interrogations.

2 Clustering après imputation multiple
L’algorithme Multicons utilise la technique d’extraction des itemsets fréquents fermés
(Frequent Closed Itemsets) afin d’identifier des motifs, des similarités, entre des partitions.
En variant le nombre de partitions nécessaires pour obtenir un motif, une hiérarchie de
partitions est générée. La partition finale est celle qui est la plus similaire aux partitions
initiales (selon l’indice de Jaccard), avec un nombre de groupes qui peut être différent de
celui, variable, des partitions initiales.

Dans le cas d’un jeu incomplet, Faucheux et al (2020) ont combiné une procédure
d’imputation multiple avec l’algorithme Multicons, en trois étapes :
Imputation multiple - m jeux de données complets sont générés par appariement
d’après la moyenne prédite par des modèles de régressions linéaires séquentiels (MICE,
van Buuren et Groothuis-Oudshoorn (2011)).
Clustering indépendants - Pour chacun des m jeux de données imputés, indépendem-
ment, le nombre de groupes est estimé par le critère CH de Calinski et Harabasz (1974)
puis p partitions sont obtenues par K-means.
Consensus - Les m ⇥ p partitions sont combinées en une partition finale en utilisant
l’algorithme Multicons. Les groupes de cardinalité inférieure à 10 sont retirés de la

2
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partition finale et leurs observations considérées comme non classées.
Le consensus peut alors être obtenu soit une fois sur l’ensemble des m ⇥ p partitions

(”consensus global”), soit répété : (i) sur les p partitions de chaque jeu imputé, puis (ii)
sur les m partitions consensuelles (”consensus intermédiaire”).

3 Étude de simulation

3.1 Génération des données
Les données ont été simulées de manière à reproduire un contexte expérimental (détaillé
dans Faucheux et al (2020)). Des jeux de données de 500 individus indépendants répartis
en trois groupes de tailles respectives n1 = 166, n2 = n3 = 167 ont été simulés.

Données complètes - Conditionnellement aux groupes prédéfinis k (= 1, 2, 3), trois
variables normales X=(X1, X2, X3) ⇠ N (µk,Σ) ont été générées, où µk est un 3-vecteur
de moyennes dépendant du groupe, et Σ une matrice de covariance 0.3 ⇥ I3. A noter
que si les variables sont indépendantes, conditionnellement au groupe, une structure de
corrélation entre elles est induite par la position relative des groupes.
Données manquantes - Des données manquantes ont ensuite été générées sur X1 selon
une distribution de Bernoulli de paramètre p, variable selon trois mécanismes : (i) pour le
mécanisme MCAR, p a été fixé à une prévalence de 30%, (ii) pour le mécanisme manquant
aléatoirement (MAR), p dépendait deX2 par logit(p) = β02+β2X2, (iii) pour le mécanisme
manquant non aléatoirement (MNAR), p dépendait de X1 par logit(p) = β01 + β1X1.
Les intercepts (β01, β02) ont été fixés de manière à contrôler la prévalence des données
manquantes sur X1 à 30%, et les coefficients β1 = β2 = 2 afin d’obtenir des dépendances,
respectivement à X2 et X1, modérées.
Scénarios - Trois scénarios de séparation des groupes ont été simulés en variant les
moyennes µk des groupes. Dans le Scénario 1, les groupes sont non alignés et complètement
distincts. Dans le Scénario 2, les groupes sont non alignés mais se rapprochent. Dans le
Scénario 3, les trois groupes sont alignés, avec une superposition importante des groupes.
L’ordre de grandeur du chevauchement moyen de la distribution multivariée entre deux
groupe est 10−10 pour le Scénario 1, 10−4 pour le Scénario 2, et pour le Scénario 3, 10−2 et
10−5, respectivement pour deux groupes consécutifs et non consécutifs. Une représentation
des trois scénarios est illustrée sur la figure 1.

Pour chaque scénario, nous avons généré N = 1000 réplications indépendantes de jeux
de données X, soit complets, soit incomplets selon l’un des trois mécanismes décrits.

3.2 Procédures de clustering
Différentes valeurs de paramètres de la procédure décrite en partie 2 ont été évaluées :
Nombre d’imputations - m = 3, 5 jeux de données ont été imputés.
Nombre de partitions - p = 1, 3, 5, 10, 20 partitions ont été obtenues pour chaque jeu
de données imputé. Le nombre total de partitions est donné par m⇥ p.

3
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Scénario 1 Scénario 2 Scénario 3

Figure 1: Représentation des centres de groupes simulés et de leur région de recouvrement
à 95% pour les trois scénarios. Les paramètres de moyenne sont disponibles dans Faucheux
et al (2020).

Consensus - Un consensus intermédiaire a été évalué, ainsi qu’un consensus global
lorsque le nombre de partitions total n’était pas trop élevé (m⇥p  15). Cette restriction
est imposée par les limites de calcul de l’algorithme de consensus.

3.3 Evalutation des performances
Les performances ont été évaluées par l’indice de Rand ajusté (ARI) (Vinh et al (2010)).
Cet indice quantifie la concordance entre la partition P estimée et la partition Pref réelle
des données, variant de 0 à 1 lorsque les deux partitions sont identiques. Pour quantifier
la difficulté du partitionnement, un K-means a été effectué sur les données complètes.

3.4 Résultats
Construction de la partition finale

La Figure 2A présente l’ARI obtenu avec consensus ”intermédiaire” ou seulement
”global” sur un même jeu de données, en fonction du scénario, du mécanisme de données
manquantes et du nombre d’imputations. Pour toutes les situations étudiées, l’ajout d’un
consensus intermédiaire ne modifie que peu la qualité de la partition finale, avec un ARI
identique dans 87.9% des cas. Néanmoins, pour les Scénarios 1 et 2, on observe de rares
simulations où le consensus global seul atteint une meilleure partition qu’après un consen-
sus intermédiaire (1.2% et 0.5% des simulations ont une différence d’ARI supérieure à 0.01
respectivement pour le Scénario 1 et 2). En revanche, l’ajout d’un consensus intermédiaire
améliore ou ne modifie pas la qualité de la partition par rapport a un consensus global
seul dans la plupart des simulations (97.4%, 95.3% et 93.6% des cas respectivement pour
le Scénario 1, 2 et 3). Seuls les résultats de l’algorithme avec consensus intermédiaire
seront présentés par la suite.

Nombre d’imputations versus partitions
La différence d’ARI selon le nombre d’imputations pour un nombre total de partitions

égal à m ⇥ p = 15 est représentée sur la figure 2B. Aucun impact n’est observé pour le
Scénario 1. Pour les Scénarios 2 et 3, un nombre élevé d’imputations m plutôt que de

4
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Figure 2: Évaluation des performances du clustering selon le consensus (”intermédiaire”
ou ”global”), le nombre d’imputations (m) et de partitions (p), et le mécanisme de données
manquantes (MCAR, MAR et MNAR), pour les 3 scénarios.
A. Évaluation du consensus : ARI obtenus après consensus ”intermédiaire” ou ”global”,
avec m = 3 et p = 5 ou m = 5 et p = 3. B. Évaluation du nombre d’imputations avec
consensus intermédiaire selon le mécanisme de données manquantes : Différence d’ARI
avec m = 3 et p = 5 ou m = 5 et p = 3. C. Évaluation du nombre de partitions sur
chacun de m = 5 jeux MCAR imputés avec consensus intermédiaire : Différences d’ARI
sur p et 1 partition.
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partitions sur chaque jeu imputé p conduit à de meilleures performances sauf dans le cas
MAR, notamment dans le Scénario 2. Par la suite, les résultats présentés concerneront
tous un consensus intermédiaire sur m = 5 jeux imputés.

Nombre de partitions
La figure 2C représente la différence d’ARI entre les partitions finales obtenues avec

p > 1 et p = 1 partition(s) sur chaque jeu imputé. Aucun impact n’ayant été observé selon
le mécanisme ayant généré les données manquantes, la figure ne présente que les résultats
pour le cas MCAR. L’ARI obtenu avec p = 1 et p = 3 partitions par imputation était
identique dans 95.6%, 92.5%, et 80.7% des cas, respectivement dans le Scénario 1, 2, et 3.
Parmi les rares cas non identiques, p = 3 partitions a donné une meilleure partition finale
que p = 1 partition dans 80%, 55%, et 53% des cas, respectivement dans le Scénario 1, 2,
et 3. Enfin, dans l’ensemble des cas de figures étudiés, aucune différence de performance
n’est apparue au delà de p = 3 partitions par imputation.

3.5 Conclusion
Au total, dans le cadre des simulations effectuées, nous recommandons l’utilisation d’un
consensus intermédiaire, en évitant un nombre trop faible d’imputations. La réalisation
de plus d’une partition par imputation, qui apporte rarement un bénéfice mais est peu
coûteuse en temps, peut également être recommandée.
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Learning with signatures: estimation in the
expected signature model.

Adeline Fermanian 1

1 Sorbonne Université, Laboratoire de Probabilités, Statistique et Modélisation, 4 place
Jussieu, 75005 Paris, France, adeline.fermanian@sorbonne-universite.fr

Résumé. Des données séquentielles ou temporelles sont utilisées dans de nombreux
domaines de recherche, tels que la finance quantitative, la médecine ou la vision par or-
dinateur. Nous nous intéresserons à une nouvelle approche de l’apprentissage séquentiel,
appelée méthode par signature, qui a son origine dans la théorie des chemins rugueux.
Son principe de base est de représenter des chemins multidimensionnels par un ensem-
ble gradué de leurs intégrales itérées, appelé la signature. Les signatures encodent les
propriétés géométriques des données considérées comme des chemins. Elles caractérisent
ces chemins (à une classe d’équivalence près) et les fonctions linéaires sur la signature
approximent arbitrairement bien toute fonction continue. Ces bonnes propriétés font de
la signature une approche pertinente en apprentissage. En outre, elles ont présenté des
résultats concluants pour une série d’applications (voir, par exemple, Lyons et al, 2014 ;
Yang et al, 2015). Dans notre exposé, nous présenterons en détail le modèle linéaire sur la
signature, introduit pour la première fois par Levin et al (2013), définirons les estimateurs
dans ce modèle et montrerons leur convergence presque sûre à une vitesse exponentielle.

Mots-clés. Données séquentielles, signature, modèle linéaire fonctionnel . . .

Abstract. Sequential or temporal data arise in many fields of research, such as quan-
titative finance, medicine, or computer vision. We will be concerned with a novel approach
for sequential learning, called the signature method, and rooted in rough path theory. Its
basic principle is to represent multidimensional paths by a graded feature set of their
iterated integrals, called the signature. Signatures encode geometric properties of input
functions, considered as paths. They characterize these paths (up to a negligible equiva-
lence class) and linear functions on the signature approximate arbitrarily well continuous
functions of paths. These appealing properties make signatures a relevant approach in
statistical learning. Moreover, they have achieved a series of successful applications in
machine learning (see, e.g., Lyons et al, 2014; Yang et al, 2015). In our talk, we will
present in detail the expected signature model, first introduced by Levin et al (2013),
define estimators in this model and show their almost sure convergence at an exponential
rate.

Keywords. Sequential data, signatures, functional linear model . . .
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1 Introduction

In a classical regression setting, a real output Y is described by a finite number of pre-
dictors. A typical example would be to model the price of a house as a linear function of
several characteristics such as surface area, number of rooms, location, and so on. These
predictors are typically encoded as a vector in Rp, p 2 N⇤. However, some applications
do not fall within this setting. For example, in medicine, a classical task consists in pre-
dicting the state of a patient (e.g., ill or not) from the recording of several physiological
variables over a period of time. The input data is then a multidimensional time series,
and not a vector. Similarly, sound recognition or stock market prediction tasks both con-
sist of learning from time series, possibly multidimensional. Then, the question arises of
extending the linear model to this more general setting, where one wants to predict from
a functional input, of the form X : [0, 1] ! Rd, d 2 N⇤.

The approaches undertaken in the literature are diverse. On the one hand, input
functions may be modeled as realizations of stochastic processes, so that these models
depend only on a finite number of coefficients which can be estimated with parametric
statistics tools. In particular, in time series analysis, several versions of the ARIMA
models haven been studied, with a focus on the modelling of time dependence. On the
other hand, in functional data analysis (Ramsay and Silverman, 2005), input functions
are traditionally represented on a set of basis functions, for example splines or the Fourier
basis, and then coefficients of the projection of input functions on this basis are estimated.
However, these models do not handle easily multidimensional series.

In the present article, we are interested in a novel approach to functional regression,
called the expected signature model and introduced by Levin et al. (2013). Its principle
is to represent input functions by their signatures, defined as an infinite series of their
iterated integrals. Signatures date back from the 60s when Chen (1958) showed that a path
can be faithfully represented by its iterated integrals and it has been at the center of Lyon’s
rough paths theory in the 90s. We refer the reader to the monographs by Lyons et al.
(2007) and Friz and Victoir (2010) for recent accounts of the theory. It has recently gained
attention from the machine learning community, due to some successful applications, for
example Arribas et al. (2018), Lyons et al. (2014), Yang et al. (2015) or Yang et al.
(2017). The main advantage of this approach is that it can handle multidimensional input
functions, that is inputs X with values in Rd, where d can be large, whereas traditional
methods struggle to model interactions in multidimensional series. Moreover, it requires
little assumptions on the regularity of X and encodes nonlinear geometric information
about X. Finally, linear functions of the signature can approximate arbitrarily well any
continuous function of X, making signatures a relevant feature set in a linear regression
setting.

In the present article, we tackle the problem of estimation in a regression model on
the signature. Any continuous function of X is approximated by a scalar product on
the truncated signature. Therefore, the estimation of a regression function boils down to

2
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the estimation of the coefficients of the scalar product on the truncated signature. The
truncation order of the signature is a crucial parameter as it controls the complexity of
the model. The main purpose of the article is to estimate this parameter.

2 The expected signature model

In this section, we present in detail the expected signature model, first introduced by
Levin et al (2013). Let X : [0, 1] ! Rd, Xt = (X1

t , . . . , X
d
t ), be a multidimensional path

of bounded variation. Then, its signature is the infinite sequence defined by

S(X) =
(
1, S(1)(X), . . . , S(d)(X), S(1,1)(X), S(1,2)(X), . . . , S(i1,...,ik)(X), . . .

)
,

where, for any I = (i1, . . . , ik) ⇢ {1, . . . d}k,

SI(X) =

Z
· · ·
Z

0u1<···<uk1

dX i1
u1
. . . dX ik

uk
.

In practice, the signature series is truncated at a certain order m and then denoted by
Sm(X) =

(
1, S(1)(X), S(2)(X), . . . , S(d,...,d)(X)

)
, where coefficients corresponding to an

index I of length less than m are kept. Sm(X) is then of length

sd(m) =
m
X

k=0

dk =
dm+1 − 1

d− 1
.

We place ourselves in a regression setting, that is we want to learn a random variable
Y 2 R from a random path X : [0, 1] ! Rd, assumed to be of bounded variation. Our
model is then the following: we assume that there exists m⇤ 2 N⇤, β⇤ 2 Rsd(m

⇤), such that

E [Y |X] =
⌦

β⇤
m⇤ , Sm⇤

(X)
↵

, and Var(Y |X) = σ2 < 1. (1)

This model assumes that Y is a linear function of signature features of X up to a certain
unknown order m⇤. The signature truncation order m⇤ is a key quantity in this model, as
it controls the complexity. It is necessary for applications to have an idea of the magnitude
of m⇤. Therefore, our main focus is to build a consistent estimator of m⇤. As we will
see later, a simple estimator of β⇤

m⇤ , and therefore of the regression function, is then also
obtained.

3 Estimating the truncation order

We are now in a position to define the estimator of m⇤. Let Dn = {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}
be some i.i.d. observations drawn according to the law of (X, Y ), we use the approach

3
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of penalized empirical risk minimization. For the moment, let us fix a certain truncation
order m 2 N, and let ↵ > 0 denote a fixed positive number. Then, for any m 2 N, the
ball in Rsd(m) of radius ↵ centered at 0 is denoted by

Bm,↵ =
{

β 2 R
sd(m) | kβk  ↵

 

,

where k · k denoted the Euclidean norm. By a slight abuse of notation, the sequence(
Bm,↵

)
m2N can be seen as a nested sequence of balls, i.e.,

B0,↵ ⇢ B1,↵ ⇢ · · · ⇢ Bm,↵ ⇢ Bm+1,↵ ⇢ · · · .

From now on, we will only consider coefficients within these balls. Therefore, we assume
that the true coefficient β⇤

m⇤ lies within such a ball, i.e.,

β⇤
m⇤ 2 Bm⇤,↵. (2)

For a fixed truncation order m, the theoretical risk is defined by

Rm(β) = E
(
Y −

⌦

β, Sm(X)
↵)2

.

The minimal theoretical risk for a certain truncation order m, denoted by L(m) is then

L(m) = inf
β2Bm,α

Rm(β).

Since the sets Bm,↵ are nested, L is a decreasing function of m. Its minimum is attained
at m = m⇤, and, provided m ≥ m⇤, L(m) is then constant and equal to

R(β⇤
m⇤) = E

(
Y −

⌦
β⇤
m⇤ , Sm⇤

(X)
↵)2  σ2.

Then, the empirical risk with signatures truncated at order m is defined by

bRm,n(β) =
1

n

nX

i=1

(
Yi −

⌦
β, Sm(Xi)

↵)2
,

where β 2 Bm,↵. The minimum of bRm,n over Bm,↵ is denoted by bLn(m) and defined as

bLn(m) = min
β2Bm,α

bRm,n(β) = bRm,n(bβm),

where bβm denotes a point in Bm,↵ where the minimum is attained. Note that β 7! bRm,n(β)

is a convex function so bβm exists. We point out that minimizing bRm,n over Bm,↵ is
equivalent to performing a Ridge regression with a certain regularization parameter which
depends on ↵.
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In short, for a fixed truncation order m, a Ridge regression gives us the best parameter
bβm to model Y as a linear form on the signature of X truncated at order m. We must now
find a truncation order bm close to the true onem⇤. Since the Bm,↵ are nested, the sequence

(bLn(m))m2N decreases with m. Thus, increasing m makes the set of parameters larger
and therefore decreases the empirical risk. An estimator of m⇤ can then be defined by a
trade-off between this decreasing empirical risk and an increasing function that penalizes
the number of coefficients. More precisely, we let

bm = inf
⇣
argmin

m2N

(bLn(m) + penn(m)
)⌘

, (3)

where penn(m) is an increasing function of m that will be defined in Theorem 1.

4 Result

In this section, we derive a penalization that ensures exponential convergence of bm to m⇤.
In addition to (1) and (2), we need the following assumption:

(H) there exists KY > 0 and KX > 0 such that almost surely |Y | ≤ KY and kXkTV 
KX ,

where k · kTV denotes the total variation norm. (H) says that the trajectories have a
length uniformly bounded by KX , which is in practice a reasonable assumption. We shall
also use the constant K, defined by

K = 2(KY + ↵eKX )eKX . (4)

The main result of the section is the following.

Theorem 1. Let Kpen > 0, 0 < ⇢ < 1
2
, and denote

penn(m) = Kpenn
−⇢
p
sd(m).

Let n0 be the smallest integer satisfying

n0 ≥
✓
(432K↵

p
π +Kpen)

p
sd(m⇤ + 1)

⇣ 2

L(m⇤ − 1)− σ2
+

p
2

Kpen

p
dm⇤+1

⌘◆1/⇢̃

,

where ⇢̃ = min(⇢, 1
2
− ⇢). Then, under assumption (H), for any n ≥ n0,

P (bm 6= m⇤)  C1 exp
(
−C2n

1−2⇢
)
,

where C1 and C2 are constants.
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This of course implies the almost sure convergence of bm to m⇤. The proof of Theorem
1 is based on chaining tail inequalities that bound uniformly the tails of the risk. We
can see that the penalty decreases slowly with n (more slowly than a square-root) and, if
d ≥ 2, increases with m exponentially, i.e., as dm/2.

With an estimator of bm at hand, one can simply choose to estimate β⇤
m⇤ by bβbm, which

gives an estimator of the regression function in model (1). As a by-product of Theorem
1, we get

E

⇣⌦
β̂bm, S

bm(X)
↵
−
⌦
β⇤
m⇤ , Sm⇤

(X)
↵⌘2

= O
⇣ 1p

n

⌘
.

We recall that our main objective was to estimate m⇤, and the estimator of the regression
function may of course be non optimal.
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Experimental Comparison of Semi-parametric,
Parametric, and Machine Learning Models for

Time-to-Event Analysis Through the Concordance
Index
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Résumé. Dans cette communication, nous faisons une comparaison des méthodes
semi-paramétriques (modèle à risque proportionnel de Cox, modèle additif d’Aalen),
paramétriques (modèle Weibull de temps de défaillance accéléré), et d’apprentissage au-
tomatique (Random Survival Forest, Gradient Boosting Cox proportional hazards loss,
DeepSurv) à travers l’indice de concordance dans deux jeux de données (PBC et GBCSG2).
Nous faisons deux comparaisons: une avec les hyperparamètres par défaut de ces méthodes
et une avec les meilleurs hyperparamètres (ces hyperparamètres ont été trouvés par une
recherche aléatoire automatique).

Keywords. Apprentissage automatique, Analyse de survie, Santé.

Abstract. In this paper, we make an experimental comparison of semi-parametric
(Cox proportional hazards model, Aalen additive model), parametric (Weibull AFTmodel),
and machine learning methods (Random Survival Forest, Gradient Boosting Cox propor-
tional hazards loss, DeepSurv) through the concordance index on two different datasets
(PBC and GBCSG2). We present two comparisons: one with the default hyperparameters
of these methods and one with the best hyperparameters found by randomized search.

Keywords. Machine Learning, Survival Analysis, Health.

1 Introduction

Time-to-event analysis originated from the idea to predict the time until a certain critical
event occurs. For example, in healthcare, the goal is usually to predict the time until a
patient with a certain disease dies. Another example is maintenance where the objective
is to predict the time until a component fails. There are many other examples that are of
interest to time-to-event analysis such as predicting customer churn, predicting the time
until a convicted criminal reoffends, etc. One of the main challenges of time-to-event
analysis is right censoring, which means that the event of interest has only occurred for a
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subset of the observations, making the problem different from typical regression problems
in machine learning.

In this paper, we will use two datasets to perform this analysis. The first one is
about patients diagnosed with breast cancer (GBCSG2) and the second one are patients
diagnosed with primary biliary cirrhosis (PBC). For the first dataset the critical event of
interest will be the recurrence of cancer while for the second one it will be the death of
the patient.

In each dataset and for each sample we have an observed time that could be either the
survival time or the censored time. A censored time will occur when the time of death
has not been observed, and then, in this case this time corresponds to the last medical
record of the patient. The censored time will be a lower bound for the survival time.

1.1 Survival and hazard functions

The fundamental task of time-to-event analysis is to estimate the probability distribution
of time until some event of interest happens.

Consider a covariates/features vector X, a random variable that takes on values in
the covariates/features space X . Consider a survival time T , a non-negative real-valued
random variable. Then, for a feature vector x 2 X , our aim is to estimate the conditional
survival function:

S(t|x) := P(T > t|X = x), (1)

where t ≥ 0 is the time and P is the probability function.
In order to estimate the conditional survival function S(·|x), we assume that we have

access to n training samples, in which for the i-th sample we have: Xi the feature vector,
δi the survival time indicator, which indicates whether we observe the survival time or
the censoring time, and Yi which is the survival time if δi = 1 and the censoring time
otherwise.

Many models have been proposed to estimate the conditional survival function S(·|x).
The most standard approaches are the semi-parametric and parametric models, which
assume a given structure of the hazard function:

h(t|x) := −
@

@t
logS(t|x). (2)

1.2 Concordance index

The concordance index, introduced by Harrell et al. (1996), is the most used performance
metric for time-to-event analysis. It measures the fraction of pairs of subjects that are
correctly ordered within the pairs that can be ordered. The highest (and best) value that
can be obtained is 1, which means that there is complete agreement between the order
of the observed and predicted times. The lowest value that can be obtained is 0, which
denotes a perfectly wrong model, while a value of 0.5 means that it is a random model.
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To calculate the concordance index we first take every pair in the test set such that the
earlier observed time is not censored. Then we consider only pairs (i, j) such that i < j
and we also eliminate the pairs for which the times are tied unless at least one of them
has an event indicator value of 1. Next, we compute for each pair (i, j) a score Ci,j which
for Yi 6= Yj is 1 if the subject with earlier time (between i and j) has higher predicted risk
(between i and j), is 0.5 if the risks are tied and 0 otherwise. For Yi = Yj and δi = δj = 1
we set Ci,j = 1 if the risks are tied and 0.5 otherwise. If only one of δi or δj is 1 we set
Ci,j = 1 if the predicted risk is higher for the subject with δ = 1 and 0.5 otherwise.

Final we compute the concordance index as follows

1

|P|
X

(i,j)2P

Ci,j, (3)

where P represents the set of eligible pairs (i, j).

2 Datasets description

2.1 German Breast Cancer Study Group dataset (GBCSG2)

The German Breast Cancer Study Group (GBCSG2) dataset, made available by Schu-
macher et al. (1994), studies the effects of hormone treatment on recurrence-free survival
time. The event of interest is the recurrence of cancer time. The dataset has 686 samples
and 8 covariates/features: age, estrogen receptor, hormonal therapy, menopausal status
(premenopausal or postmenopausal), number of positive nodes, progesterone receptor, tu-
mor grade, and tumor size. At the end of the study, there were 387 patients (56.4%) who
were right censored (recurrence-free). In our experiments, we reserve 25% of the dataset
as testing set.

2.2 Mayo Clinic Primary Biliary Cirrhossis dataset (PBC)

The Mayo Clinic Primary Biliary Cirrhosis dataset, made available by Therneau and
Grambsch (2000), studies the effects of the drug D-penicillamine on the survival time. The
event of interest is the death time. The dataset has 276 samples and 17 covariates/features:
age, serum albumin, alkaline phosphotase, presence of ascites, aspartate aminotransferase,
serum bilirunbin, serum cholesterol, urine copper, edema, presence of hepatomegaly or
enlarged liver, case number, platelet count, standardised blood clotting time, sex, blood
vessel malformations in the skin, histologic stage of disease, treatment and triglycerides.
At the end of the study, there were 165 patients (59.8%) who were right censored (alive).
In our experiments, we reserve 25% of the dataset as testing set.
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3 Models

3.1 Semi-parametric model: Cox proportional hazards

Cox (1972) proposes a semi-parametric model, also known as Cox proportional hazards
model, to estimate the conditional survival function. This model assumes that the log-
hazard of a subject is a linear function of their m static covariates/features hi, i 2 [m],
and a population-level baseline hazard function h0(t) that changes over time:

h(t|x) = h0(t) exp

 

m
X

i=1

hi(xi − x̄i)

!
. (4)

The term ‘proportional hazards’ refers to the assumption of a constant relationship
between the dependent variable and the regression coefficients. Also, this model is semi-
parametric in the sense that the baseline hazard function h0(t) does not have to be
specified and it can vary allowing a different parameter to be used for each unique survival
time.

3.2 Semi-parametric model: Aalen’s additive model

Aalen’s additive model, proposed by Aalen (1989), estimates the hazard function but
instead of being a multiplicative model as the Cox proportional hazards model, it is an
additive model. The hazard function estimator is the following

h(t|x) = b0(t) +
m
X

i=1

bi(t)xi. (5)

3.3 Parametric model: Weibull Accelerated Failure Time model
(Weibull AFT)

Consider we have two survival functions for each one of two different populations, SA(t)
and SB(t) and an accelerated failure rate λ such that SA(t) = SB(

t
λ
) where λ can be mod-

eled as a function of the covariates/features and it describes stretching out or contraction
of the survival time:

λ(x) = exp

 

b0 +
m
X

i=1

bixi

!
(6)

Then, we suppose a Weibull form for the survival function S(t) leading us to assume

h(t|x) =
✓

t

λ(x)

◆⇢

(7)
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where ⇢ is an unknown parameter that must be fitted. This model is called Weibull
accelerated failure time shortened as Weibull AFT model.

3.4 Machine learning model: Random Survival Forest

The random survival forest model, proposed by Ishwaran et al. (2008), is an extension of
the random forest model, introduced by Breiman et al. (2001), that can take into account
censoring. The randomness is introduced in two ways, first we use bootstrap samples of
the dataset to grow the trees and second, at each node of the tree, we randomly choose a
subset of variables as candidates for the split. The quality of a split is measured by the
log-rank splitting rule. Then, we average the trees results which allows us to improve the
accuracy and avoid overfitting.

3.5 Machine learning model: Random Survival Forest and Adap-
tative Nearest Neighbors

We also consider a random survival forest variation from Chen (2019). Each leaf will be
associated to a different subset of the data set for which a Kaplan Meier survival estimator
is applied, and so, each leaf is associated to a survival function estimate. Then, for a test
point x we choose all the leaves that x belongs to and we only average the results of these
leaves to obtain our final estimation.

3.6 Machine learning model: Gradient Boosting Cox Propor-
tional Hazards Loss

The idea of gradient boosting was originated by Breiman and later developed by J.H.
Friedman (2001). Gradient boosting is an additive model in which at each step it adds
a new weak learner so that it minimizes a loss function. The model has principally
three components, the loss function, the weak learner and the additive model. The loss
function we aim to minimize will be the negative Cox’s log partial likelihood, as proposed
by Ridgeway (1999). At each step i we have an estimator Ŝi and we add an estimator
ĥ which will be originated by a decision tree and such that minimizes the loss function.
Then, our estimator at the stage i+ 1 will be

Ŝi+1(t|x) = Ŝi(t|x) + ĥ(t|x). (8)

3.7 DeepSurv

DeepSurv, proposed by Katzman et al. (2018), is a nonlinear version of Cox proportional
hazards model. Cox proportional hazards is a semiparametric model that calculates the
effects of observed covariates on the risk of an event occurring and it supposes that this
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risk is a linear combination of the covariates. However, this linear assumption could
not be accurate to the reality and too simplistic. DeepSurv proposes to use deep neural
networks to learn a nonlinear relationship between covariates/features and an individual’s
risk of failure. DeepSurv is a multi-layer perceptron and it estimates for each feature x
the risk function r̂✓(x) parametrized by the weights of the network ✓. This function is the

same function
mX

i=1

hi(xi − x̄i) presented in the Cox proportional hazard model, but the

difference is that in this case it is not assumed to be linear and it is given by minimizing
the loss function of the neural network

l(✓) = −
1

N

X

i:δi=1

0
@r̂✓(xi)− log

X

j2R(Yi)

er̂θ(xj)

1
A+ λ||✓||2, (9)

where λ is a regularization parameter, N is the number of uncensored subjects and R(t)
is the set of subjects at risk at time t.

4 Results and Conclusions

We compared all the models described for the two datasets through the concordance
index1. For each dataset, the experiment we performed is the following: we choose 25
different seeds for splitting the dataset, this generates 25 different partitions between
training and validation sets. Then we run the model 25 times (one for each partition)
and we make a boxplot with the distribution of the concordance indexes obtained. In the
figures, we can observe the median of the obtained concordance indexes represented by
the red lines and the average represented by the red triangles.

Figure 1 shows the comparison of the concordance indexes for PBC dataset where
we can appreciate that random survival forest model fitted with a random search of the
hyperparameters outperforms the other models. Figure 2 shows the comparison of the
concordance indexes for GBCSG2 dataset and we can see that random survival forest
with adaptive nearest neighbors outperforms the other models.

Furthermore, we can observe that traditional methods performed reasonably well for
the small dataset PBC (see Cox proportional hazards with randomized search), but they
underperformed against machine learning methods for the larger dataset (GBCSG2). We
can also observe that the deep learning method (Deepsurv) did not perform better than
random survival forest model and therefore the progress made by deep learning in other
areas (computer vision, NLP, etc.) has not yet been replicated for time-to-event analysis.

Classical methods for predicting survival time are easier to interpret and to analyze
the way in which each covariate/feature has an influence in the model. For the case of

1Our code is available at: https://github.com/CamilaFernandez8/Experimental-comparison-for-time-
to-event-analysis-through-the-concordance-index

6

322 sciencesconf.org:jds2020:319260

P .



PBC dataset, random survival forest with random search outperforms Cox proportional
hazards with random search by less than 1% while in GBCSG2 the method RSF with
adaptive nearest neighbor increase the performance by 2.5% with respect to randomized
search Cox proportional hazards model. Therefore, if this increment in performance is
significant enough to compensate for the loss of easier interpretation of the model will
highly depend on the application.
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Figure 1: Concordance index comparison for PBC dataset.

Figure 2: Concordance index comparison for GBCSG2 dataset.
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KT (d) = e−d2/T 2
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Résumé. L’analyse automatisée de données de cytométrie en flux est un domaine
de recherche actif. Nous proposons une nouvelle méthode utilisant le transport optimal
pour l’estimation directe des proportions de différentes populations cellulaires présentes
au sein d’un échantillon biologique à partir de mesures de cytométrie en flux. Notre
méthode s’appuie sur la distance de Wasserstein pour évaluer la proximité entre deux
échantillons caractérisés par une série de mesures de cytométrie en flux, prenant ainsi
en compte le potentiel décalage d’une même population cellulaire entre les échantillons
(causés par la variabilité technique de la cytométrie en flux). Pour approcher le calcul de
cette distance et de son gradient, nous utilisons la procédure d’optimisation stochastique
de Robbins-Monro. La distance de Wasserstein permet également d’estimer les pondéra-
tions associées à chaque terme dans un modèle de mélange entre une distribution source
(dont la segmentation en sous-populations cellulaires est connue) et une distribution cible
non-segmentée.

Mots-clés. Algorithmes stochastiques, Apprentissage supervisé, Cytométrie en flux,
Distance de Wasserstein, Modèles de mélange, Régularisation, Transport optimal

Abstract. The automated analysis of flow cytometry measurements is an active re-
search field. We introduce a new methodology using optimal transport to directly estimate
the different cell population proportions from a biological sample characterized with flow
cytometry measurements. We rely on the Wasserstein metric to compare cytometry mea-
surements from different samples, thus accounting for possible mis-alignment of a given
cell population across sample (due to technical variability from the flow cytometry techno-
logy). To approximate the Wasserstein metric and its gradient, we use the Robbins-Monro
algorithm. In this work, the Wasserstein metric is used to estimate the weights of a mixture
model between a source distribution (with known segmentation into cell sub-populations)
and a target distribution with unknown segmentation.

Keywords. Flow cytometry, Mixture model, Optimal Transport, Regularization, Sto-
chastic algorithms, Supervised learning, Wasserstein metric
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1 Introduction

La cytométrie en flux est une technologie de mesure à haut débit qui permet de
rapidement caractériser un grand nombre de cellules selon leur morphologie et selon de
nombreux marqueurs intra- et extra-cellulaires à partir d’un échantillon biologique. C’est
une technologie qui est par exemple utilisée pour le suivi de patients atteints du VIH afin
de mesurer leur taux de lymphocyte CD4. En pratique, des fluorochromes sont couplés
à des molécules complémentaires des marqueurs cellulaires ciblés, qui sont ensuite mis
en présences des cellules extraites de l’échantillon. Le cytomètre analyse le rayonnement
lumineux des cellules une par une afin de déterminer si les marqueurs biologiques ciblés
sont à chaque fois présents (les fuorochromes se sont attachés à la cellule à proportion
de l’abondance du marqueur cellulaire) ou absents. Du point de vue de la modélisation
statistique, le passage des n cellules d’un échantillon biologique dans le cytomètre gènère
une série de n observations : X1, ..., Xn appartenant à Rd, où d est compris entre 4 et
50. Chaque observation Xi œ Rd correspond au passage d’une cellule i devant le rayon
laser du cytomètre, et la valeur X

(m)
i correspond à l’intensité de la fluorescence associée

au marqueur m.
L’approche de référence pour l’analyse des données de cytométrie est l’analyse ma-

nuelle dans le but de quantifier des groupes de cellules (étape dite de « segmentation » ou
« labellisation »). Cette méthode consiste à entourer par des formes géométriques tracée
à la main des sous-populations cellulaires d’intérêt à partir de projections successives des
données en 2 dimensions. Ce processus étant fastidieux, peu reproductible et couteux, un
travail important a été effectué ces dernières années pour proposer des méthodes auto-
matiques de segmentation des données de cytométrie (Commenges et al., 2018; Hejblum
et al., 2019). Ici, nous considérons directement le problème d’intérêt dans le traitement des
données de cytometrie en flux, à savoir l’estimation des proportions de sous-populations
cellulaires pour des données de cytométrie non-labellisées. Pour cela nous nous plaçons
dans un cadre d’apprentissage supervisé à partir de la connaissance d’une segmentation
sur un jeu de données de référence.

Notre approche s’appuyant sur la distance de Wasserstein, nous commençons par in-
troduire cette distance en Section 2 ainsi que son approximation via la procédure d’op-
timisation stochastique de Robbins-Monro. Ensuite, nous proposons un estimateur des
proportions par classe pour un nouveau jeu de données non-labellisé. Nous présentons
enfin quelques résultats de l’application de notre méthode sur des données réelles de cy-
tométrie en flux en Section 3.
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2 Distance de Wasserstein et algorithmes stochas-
tiques pour le transport optimal

2.1 Distance de Wasserstein

Le transport optimal est un outil permettant de comparer deux mesures de probabilités
entre elles. Cette comparaison se fait en cherchant à déplacer à moindre coût une mesure
source α vers une mesure source β. L’intérêt de cette distance pour l’analyse de données est
maintenant établie, et Peyré et al. (2019) détaille de nombreuses applications du transport
optimal pour l’apprentissage automatique. Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes
restreints au transport optimal entre deux mesures discrètes. En notant α =

qI
i=1 aiδxi

la
mesure source, et β =

qJ
j=1 bjδyj

la mesure cible, le problème de Kantorovich consiste en
la résolution du problème de minimisation suivant :

W (α, β) = min
P ∈U(a,b)

ÿ

i,j

Ci,jPi,j = min
P ∈U(a,b)

ÈC, P Í.

où U(a, b) = {P œ R
I×J
+ : P.1m = a et P T .1n = b} désigne l’ensemble des plans de

transport de α vers β, et C œ R
n×m
+ est la matrice de coût où le coefficient Ci,j représente

le coût d’envoyer une unité de matière de xi vers yj. Lorsque la matrice de coût est définie
à partir d’une distance, le problème de Kantorovich permet de définir une distance entre
mesures de probabilités appelée distance de Wasserstein. Dans toute la suite de ce travail
la matrice de coût sera définie à partir du carré de la distance euclidienne.

Le facteur limitant l’utilisation de la distance de Wasserstein est souvent son coût
calculatoire élevé. En effet, si les deux mesures α et β ont toutes les deux un sup-
port de taille N , alors la résolution du problème de Kantorovich nécessite O(N3 log(N))
opérations. Afin de limiter ce coût calculatoire, Cuturi (2013) propose de régulariser
le problème de Kantorovich par l’ajout de l’entropie H : R

n×m
+ æ R

n×m
+ définie par

H(P ) =
q

i,j Pi,j(log(Pi,j) ≠ 1) pour P œ R∗

+
n×m. Pour ε > 0, on appelle alors « problème

régularisé » le problème de minimisation suivant :

W ε(α, β) = min
P ∈U(a,b)

ÈC, P Í + εH(P ) (1)

et distance de Wasserstein régularisée la quantité W ε(α, β). L’ajout de l’entropie permet
ainsi de calculer une approximation W ε(α, β) de la distance de Wasserstein W (α, β) en
seulement O(N2 log(N)) opérations (par un algorithme dit « de Sinkhorn »).

2.2 Algorithmes stochastiques

Soit ε > 0. Genevay et al. (2016) montrent alors que le calcul de W ε(α, β) peut se
reformuler comme un problème de maximisation d’une espérance :

Wε(α, β) = max
v∈RJ

E[hε(X, v)] (2)
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où X est une variable aléatoire de loi α, et pour tout x œ Rd et tout v œ RJ :

hε(x, v) =
Jÿ

j=1

bjvj ≠ ε log

Q
a

Jÿ

j=1

exp

A
vj ≠ c(x, yj)

ε

BR
b ≠ ε.

Cette reformulation avec une espérance permet d’utiliser l’optimisation stochastique et
en particulier l’algorithme de Robbins-Monro pour résoudre ce problème. D’après Bercu
and Bigot (2018), la formulation (2) permet de déduire un estimateur „Wn de W ε(α, β).
De plus, cette procédure permet d’éviter le stockage mémoire de l’intégralité de la matrice
de coût car l’évaluation de la fonction hε ne requiert qu’une seule ligne de la matrice de
coût. L’échantillonnage ainsi réalisé intrinséquement à chaque itération de l’algorithme
stochastique se fait selon la distribution empirique des observations, ce qui nous semble
pertinent dans un cadre statistique.

3 Application aux données de cytométrie en flux

3.1 Estimation des proportions cellulaires

Considérons un premier jeu de données Xs
1 , ..., Xs

I , dit « jeu de données source », pour
lequel les observations se répartissent en K classes C1, ..., CK . Nous supposons disponible
pour ce jeu de données une segmentation en K sous-populations cellulaires (obtenue par
une approche manuelle par exemple) – et donc les proportions par classe aussi. Considérons
un second jeu de données X t

1, ..., X t
J , dit « jeu de données cible », pour lequel l’information

de classe n’est en revanche pas disponible. Notre méthode propose un estimateur ‚h œ ΣK =
{h œ RK

+ :
qK

k=1 hk = 1} des proportions par classe dans le jeu de données cible à partir
de celles connues dans le jeu de données source en repondérant la distribution source
afin de la rapprocher, au sens de la distance de Wasserstein, de la distribution cible, en
suivant l’approche de Redko et al. (2018). On note α = 1

I

qI
i=1 δXs

i
la distribution source

et β = 1
J

qJ
j=1 δXt

j
la distribution cible. La classification des observations étant disponible

pour le jeu de données cible, nous pouvons réécrire la distribution source α =
qK

k=1 αk

où le terme αk représente la distribution associée à la classe k, c’est à dire à une certaine
population cellulaire dans le cadre de la cytométrie. À partir de cette écriture comme
un modèle de mélange de la distribution source, nous pouvons repondérer la distribution
α avec les proportions h œ ΣK : α(h) =

qK
k=1 hkαk. Nous proposons alors d’estimer les

proportions par classe dans le jeu de données cible par :

‚h = arg min
h∈ΣK

W ε(α(h), β). (3)

Le problème d’optimisation (3) est résolu grâce une méthode de gradient, où le gradient de
la fonction F : h ‘æ W ε(α(h), β) est estimé à partir des méthodes stochastiques décrites
précédemment.
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3.2 Résultats sur les données HIPC

Nous analysons les données de cytométrie en flux générées par le programme HIPC
(Brusic et al., 2014). Ces mesures ont été réalisées dans 7 centres différents à partir
d’échantillons biologiques de lymphocytes T de trois patients différents, avec 3 réplicats
techniques chacun. Il en resulte 62 jeux de données disposant d’une classification cellulaire
obtenue manuellement – dont on déduit directement donc des proportions cellulaires. Ces
proportions nous servirons de référence pour évaluer les performances de notre estimateur.

Nous présentons les résultats de notre méthode lorsque les données de cytométrie sont
réparties en deux grandes classes : CD4 et CD8. À partir d’un jeu de données de cytométrie
analysé dans le centre de Stanford, il s’agit d’estimer les proportions de CD4 et de CD8
dans un autre échantillon biologique pour lequel les mesures de cytométrie ont été réalisées
dans un autre centre. Les résultats présentés dans la Figure 1 indique clairement l’intérêt
de l’approche par minimisation de la fonctionnelle (3) pour l’estimation des proportions
de CD4 et CD8 dans le jeu de données cible.

4 Conclusion et Perspectives

La méthode que nous proposons pour traiter automatiquement les données de cyto-
métrie a l’avantage de ne nécessiter qu’un seul jeu d’entraînement sans passer par une
phase de classification des observations. Les proportions des différentes populations cel-
lulaires est l’élément d’intérêt clinique. Une perspective d’amélioration est l’utilisation de
plusieurs jeux de données sources pour lesquels l’information de classe est accessible.
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Figure 1 – En haut à Gauche : Données sources, la classification des observations est
connue - En haut à droite : Données cibles non-labellisées. En bas à gauche : Evolution
de la fonctionnelle h1 ‘æ W ε(α(h), β) pour h = (h1, 1 ≠ h1) en fonction de la pondération
h1 associée à la classe des CD8 dans le jeu de données source. En bas à droite : Résultats.
Le vecteur des proportions obtenu par une analyse manuelle est h = (0.245, 0.755), avec
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Résumé. Une procédure d’apprentissage actif est proposée pour réduire le coût d’annotation
d’images aériennes pour des suivis environnementaux. La sélection des instances à étiqueter
à chaque étape du processus actif est contrainte à l’appartenance à un groupe, une image
(ou une partie d’image) dans notre cas. Un score pour classer les images et identifier celle
qui doit être annotée à chaque itération est défini, en fonction de l’incertitude et des perfor-
mances de détection du classifieur. Les performances de plusieurs stratégies concernant le
gain d’interaction avec l’utilisateur sont discutées à partir d’une expérience sur des données
d’images réelles collectées pour une étude environnementale.
Mots-clés. Apprentissage actif, annotation d’images aériennes, suivis environnementaux

Abstract. An active learning framework is introduced to deal with reducing the annota-
tion cost for aerial images in environmental surveys. The selection of the queried instances
at each step of the active process is here constrained by requiring that they belong to a
group, an image (or a part of it) in our case. A score to rank the images and identify the one
that should be annotated at each iteration is defined, based on both classifier uncertainty
and performances. The performances of several strategies regarding the interaction gain
are discussed based on an experiment on real image data collected for an environmental
survey.
Keywords. Active learning, aerial images labelling, environmental surveys

1 Active learning and selective sampling

Machine Learning (ML) aims at deriving algorithms that can automatically learn from
available data and make predictions. Active Learning (AL) is related to semi-supervised
ML in which a learning algorithm is able to interact with the user to get some information
about the label of new data during the training step. It is motivated by situations in which
it is easy to collect unlabelled data but costly (time, money, tedious task) to (manually)
obtain their labels. It stems from the idea that we should only acquire labels that actually
improve our ability to make accurate predictions. More formally, a supervised model Θ
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is trained incrementally on a training dataset X. A query criterion Q searches over the
unlabelled dataset U and queries an oracle O to get a label feedback for a selected instance
x⇤. The new labelled instance is added to the labelled dataset L and removed from U .
The model Θ is then re-trained on the augmented labelled dataset and the process is
repeated until an ending criteria is met. Instances that are more useful than others for
some performances have to be identified to create an optimal training dataset: well chosen,
fewer representative instances are needed to achieve a similar performance. This selection
process has been investigated as selective sampling [5]. The importance of an instance is
related to a high level of both the information and uncertainty relatively to the trained
model, considering therefore a trade-off between informativeness (ability to reduce the
uncertainty of a statistical model) and representativeness (ability to represent the whole
input data space) of the selection process [1].

2 Active learning to ease annotation

Motivating context: labelling objects in aerial images Nowadays, remote sens-
ing technologies greatly ease environmental assessment over large study areas using aerial
images, e.g. for monitoring and counting animals or ships. In the fields of both machine
learning and image processing, many algorithms have been developed to tackle the complex
task of object detection and to fasten and automate the counting processes. In practice,
each image is divided into patches and object detection can be restated as a binary clas-
sification issue, to predict if the object of interest is on a patch or not, over the whole set
of images S. Most of these procedures are then supervised, and need to have prior ground
truth available for each patch. However, manually labelling the patches requires, even for
an expert, a time-consuming and tedious process. To assist the annotation process, an
active learning approach can be used [6, 4], allowing interaction with the expert such as
label confirmation or correction for each patch, at the query step. Note that in our context
of environmental surveys, the data are unbalanced: there are only a few objects on each
image, so most of patches are negatives. Moreover, the patch labelling is not easy even for
an expert, and this query for a single patch usually requires some contextual information
through the visualisation of the surrounding patches, that can therefore also be labelled
at the same step. To address this challenge, the proposed method aims at assisting the
annotation process by introducing an active learning procedure, querying the expert with
groups of patches taken from the same image to ease annotation.

Proposed method The proposed active process is detailed with pseudo-code in Algo. 1.
In our context, the initial data are a set S = {I0; · · · ; IK} of K +1 images, each one being
composed N patches mapped into a set of p features (see Figure 1). The input of the
active selection algorithm is then a (K + 1)−set of N ⇥ p-matrix of instances xk

i 2 Rp.
The output is a class value for each instance denoted yi 2 Y = {0; 1}, 1 being the positive
class.
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Figure 1: From image to patches and features extraction. The N patches from image k
are considered together in the annotation process

Let us denote by U` (resp L`) the set of unlabelled (resp. labelled) instances at iteration
`. At the beginning, L0 = {x0

i ; y
0
i }i=1···N denotes the labelled data for initialisation and U0

is the set of remaining data to be labelled.

Algorithm 1: Main steps of the proposed active learning algorithm

Input : Initial training set L0

Input : Pool of unlabelled candidates U0

1 Initiate ` = 0
2 repeat
3 Train a classifier C with current training set L`

4 Predict labels y for all instances in current unlabelled set U` with C
5 for each image k candidate in U` do
6 Compute the score sk according to (1) and predictions by C
7 Rank candidates in U` according to the scores sk
8 Select the most interesting image I∗ = argmaxk{sk}
9 Query I∗ to the oracle O to receive labels for all its instances: the oracle confirms positive

labels and/or correct false negative ones.
10 Add labelled instances to the training set: L`+1 = L`

[ I∗ and U`+1 = U` \ I∗.
11 ` = `+ 1

12 until S has been fully annotated ;

In usual algorithms, at each iteration, queried instances are selected one after another on
criteria based on their informativeness or their uncertainty. In our context, the observed
instances to be labelled are grouped into consistent sets (images) that we propose to process
as a whole in the active query. This strategy necessitates therefore to define a global score
to rate the relevance of each image to be the next one be queried to get all the labels of
its patches. We propose a selective sampling query taking into consideration two main
criteria: (i) Certain Instances predicted positive (resp. negative) by the classifier with
a probability greater than a fixed threshold tc (resp. lower than 1 − tc); (ii) Uncertain
Instances predicted either positive or negative by the classifier with a probability lying in
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[0.5 ± tunc], for a fixed threshold tunc. The global score is defined as the harmonic mean
combining the number of positive certain instances PCI and all uncertain instances UI:

s =
PCI ⇥ UI

PCI + UI
(1)

The data are strongly imbalanced in our context: consequently, at each step, there are much
more positive instances than negatives ones that are labelled. Learning from such data
requires appropriate training strategies and metrics to assess the algorithm performances
[2]. Besides, selecting the effective training subset at each step is not trivial and must be
done very carefully to keep representative instances in the majority class. In the following,
we consider several under-sampling strategies, based both on user interactions and classifier
confidence: (UC) a balanced subset of uncertain instances; (UC+C) a balanced subset of
uncertain and certain instances; (UC+C+EK) a balanced subset of uncertain and certain
instances enriched with Extra-Knowledge (all instances corrected by the oracle that would
not have been selected with the previous strategies: false positives, false negatives and
positives with medium confidence).
In the imbalanced learning case, usual performance evaluation metrics are based on pos-
itives detection (precision, recall and F-score). In our context, we also consider a user-
oriented criterion, based on the number of interactions. Interactions with the expert for
the label annotation process can be either to correct the false positives or to add the missing
positives (i.e. correct the false negatives). True positives and true negatives are validated
implicitly. The evolution of the total number of interactions over the iterations of the algo-
rithm is considered in the following as an evaluation criterion of the method: the method
succeeds if, at the end of the algorithm, it is less than the number of interactions needed
to annotate the full dataset (total number of true positives N+). The gain in interaction
GK through our method is calculated by their difference.

3 Experiments

Settings The experiments are carried out on a set of aerial images of humans gathering
shellfish on the seashore in the Natural Park of Morbihan (South Brittany, France) during
spring tides [3]. The aim is to evaluate the number of people on the seashore in this period
of high attendance and deduce the pressure of their activity on the environment. Table 1
reports the dataset characteristics and 3 images are shown in Figure 2. Instances (patches)
are extracted with a sliding window of size 64 ⇥ 32 with a stride of 8 and Histogram of
Oriented Gradients (HOG) features are extracted. The classification task at each iteration
is performed considering Support Vector Machine (SVM). A 4-fold training-test setting is
considered to assess the performance of the algorithm. The procedure may depend upon
the image chosen for initialisation, hence averages computed over all possible initialisations
are reported, for each criterion. Thresholds for certain and uncertain data are empirically
set to tc = 0.8 and tunc = 0.1.
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Figure 2: Images from shellfish dataset with 15, 3 and 26 shellfish gatherers

Table 1: Dataset statistics (average over the 4 train/test splits)
Training set Test set

# images 23 5
# total instances 682,410 148,350
# positive instances 537 (N+) 114

Main results The proposed method is first classically evaluated regarding the classifier
performances w.r.t. the retraining strategies (see Table. 2). Adding diversity to the uncer-
tain training (UC) set considering also certain examples (UC+C) allows better detection
performances (higher F-score) but taking into account the extra-knowledge (UC+C+EK)
decreases the average F-score on the test sets: if the precision increases, the recall sharply
decreases. The number of interactions with the user is the number of corrections that have
to be made by the user to the classifier predictions (FP, FN) during successive iterations
` = 1..K. The interaction gain G` is the difference with the number of true positives, that
would have been the number of interactions in an annotation task without any selective
sample process. A crucial characteristic for an active process is therefore the total number
of interaction gain at the end of the process (GK). According to this criterion, UC+C+EK
performs best as it is more robust to the initialisation step. This conversely differs from
classification performances, but this user metric evaluation fits the objective of easing the
annotation.

Table 2: Evaluation of re-training strategies: classifier performances and user interaction
gain - Average (std) over the 4 test sets.

Classifier perf. Interaction gain (GK)
F-score Recall Precision mean (std) min/max

UC 0.22 (0.17) 0.58 (0.30) 0.25 (0.25) 20.5 (26.5) 0/87
UC+C 0.42 (0.10) 0.76 (0.07) 0.36 (0.13) 41.8 (38.9) 0/135
UC+C+EK 0.08 (0.04) 0.05 (0.03) 0.50 (0.20) 77.5 (16.6) 43/102
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4 Conclusion and discussion

We introduced an active learning annotation process to reduce the annotation cost when
creating a ground truth. Usual active learning algorithms perform instances selection from
the whole set of input data. In the present work, the selection of the queried instances is
constrained by requiring that they belong to a group, i.e. (a part of) an image here, to ease
the annotator task as the queried instances are proposed in their comprehensive context.
We defined a score to rank the images and identify the one that should be annotated at each
iteration, based on both uncertainty and true positives. The main objective is to reduce
the number of human interactions on the overall process, starting from a first annotated
image, rather than reaching the maximum final accuracy. Therefore, the annotation cost
is measured through the gain in interactions (corrections of the classifier decisions by the
annotator) with respect to a labelling task from scratch. At each iteration, the classifier is
retrained according to a specific subset of data. Several strategies have been compared and
their performances regarding the interaction gain have been discussed. We also highlight
that initialisation is a crucial step to our design. While out of the scope of this study, it
requires further investigation to gain robustness in the process. Improvements can also
be brought considering more appropriate features, such as those based on convolutional
auto-encoder that can suit better than HOG for small object detection problem in aerial
images.
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[3] M. Laroze, L. Courtrai, and S. Lefèvre. Human detection from aerial imagery for
automatic counting of shellfish gatherers. In Inter. Conf. on Computer Vision Theory
and Applications (VISAPP), 2016.

[4] M. Laroze, R. Dambreville, C. Friguet, E. Kijak, and S. Lefèvre. Active Learning
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Résumé. Nous présentons un algorithme d’inférence variationnelle pour les modèles à
blocs stochastiques et à blocs latents pour les graphes creux, qui tire parti de la rareté
des arêtes pour passer à l’échelle sur un très grand nombre de nœuds. Cet algorithme
est implémenté sous la forme d’un module python, appelé sparsebm, qui peut traiter des
graphes comportant des millions de nœuds.
Mots-clés. Co-clustering, LBM, SBM, inférence variationnelle, graphe creux, matrice
creuse

Abstract. We present a variational inference algorithm for the Stochastic Block Model
and the Latent Block Model for sparse graphs, which leverages on the sparsity of edges
to scale up to a very large number of nodes. This algorithm is implemented as a python
package, called sparsebm, which can handle graphs with millions of nodes.
Keywords. Co-clustering, LBM, SBM, variationnal inference, sparse graph, sparse matrix

1 Introduction

Dans un graphe dense, l’adjacence des noeuds est traditionnellement représentée sous
la forme d’une matrice d’adjacence. Ce choix est motivé par la simplicité de sa repré-
sentation mais aussi par la performance des calculs vectoriels fournis par les outils de
programmation. Lorsque le degré moyen des nœuds est faible, les matrices d’adjacences
comportent majoritairement des zéros et peuvent être qualifiées de « creuses ». Ces types
de graphes apparaissent souvent dans les jeux de données issues de réseaux sociaux ou
de systèmes collaboratifs. Par exemple, le jeu de données de LinkedIn 1 compte 3 millions
d’utilisateurs avec un degré moyen de 8.3 par utilisateur. Le jeu de données MovieLens-
25M 2, référence pour le filtrage collaboratif, peut être modélisé par un réseau bipartite
composé de 120 000 nœuds utilisateurs et de 60 000 nœuds films, avec un degré moyen
de 112. Dans ces contextes, la taille des matrices d’adjacence devient problématique pour
les implémentations existantes des modèles à blocs stochastiques (SBM) ou des modèles
à blocs latents (LBM). Nous montrons ici comment, en utilisant une représentation sous

1. Disponible sur https://lfs.aminer.cn/lab-datasets/multi-sns/aminer.tar.gz

2. Disponible sur https://grouplens.org/datasets/movielens/
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forme de liste de l’adjacence des nœuds, il est possible de réaliser une inférence efficace
du SBM et du LBM dans de très larges graphes creux.

Nous présentons dans un premier temps les modèles à blocs latents (LBM) et les
modèles à blocs stochastiques (SBM) tels qu’initialement proposés par leurs auteurs. Nous
comparons ensuite les inférences variationnelles originelles et celles utilisant des astuces
calculatoires afin de réduire la complexité pour les graphes creux. Nous montrons enfin
que, grâce à ces astuces, ces modèles peuvent être utilisés pour analyser des graphes
comportant des centaines de milliers de nœuds pour peu qu’ils aient relativement peu
d’arêtes. Les implémentations sont disponibles publiquement dans un module python 3

qui utilise l’accélération matérielle des GPUs.

2 Modèles

2.1 Modèle à blocs latents (LBM)

Le modèle à blocs latents (LBM) est un modèle probabiliste de co-clustering [3] qui
permet de classifier simultanément les nœeuds d’un graphe bipartite, dont la matrice
d’adjacence est notée X. Le LBM repose sur l’hypothèse que cette matrice d’adjacence
est structurée en blocs homogènes issus d’une double partition des lignes, en k1 parties,
et des colonnes, en k2 parties, de cette matrice.

Comme introduit pour la première fois par Govaert et Nadif [2], nous considérons ici la
version la plus simple du LBM, dans laquelle la matrice d’adjacence X, de taille n1 ◊ n2,
est binaire. Ses lignes correspondent aux n1 nœuds de type (1) et ses colonnes aux n2

nœuds de type (2) du graphe bipartite. La variable aléatoire Xij associée à chaque paire
de nœuds (i, j), respectivement de type (1) et de type (2), code la présence ou l’absence
d’arête entre i et j : Xij = 1 si l’arête est présente, et Xij = 0 sinon.

On introduit U la matrice n1 ◊k1 indicatrice de l’appartenance aux classes lignes et V

la matrice n2 ◊ k2 indicatrice de l’appartenance aux classes colonnes. Nous avons Uiq = 1
si la ligne i appartient à la classe ligne q et Uiq = 0 autrement. De façon similaire, Vjl

prend ses valeurs dans {0, 1}k2 et indique l’appartenance de la colonne j à la classe l.

Le LBM fait plusieurs hypothèses sur la forme et la dépendance des variables :
— Les appartenances aux classes des nœuds de type (1) et des nœuds de type (2) sont

a priori indépendantes. Les variables latentes U et V sont a priori indépendantes :
p(U , V ) = p(U )p(V ).

— Les catégories des nœuds de type (1) sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi multinomiale M(1; α) où α = (α1, . . . , αk1) représente les
proportions du mélange des classes en ligne.

3. Module python : sparsebm, disponible sur https://pypi.org/project/sparsebm/
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— Les catégories des nœuds de type (2) sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi multinomiale M(1; β) où β = (β1, . . . , βk2) représente les
proportions du mélange des classes en colonne.

— La présence de l’arête entre le nœud i de type (1) et le nœud j de type (2), repré-
sentée par la variable aléatoire Xij est considérée comme dépendant uniquement
des classes des nœuds i et j. Autrement dit, le LBM suppose que tous les éléments
d’un bloc suivent la même distribution de probabilité. La densité conditionnelle
pour une observation Xij du bloc ql s’écrit alors : φ(Xij; πql) = π

Xij

ql (1 ≠ πql)1≠Xij

La variable aléatoire X suit une densité mélange :

p(X; θ) =
ÿ

U ,V œI◊J

p(U ; α) p(V ; β) p(X|U , V ; π) (1)

=
ÿ

U ,V œI◊J

Ÿ

i,q

αq
Uiq

Ÿ

j,l

βl
Vjl

Ÿ

i,j,q,l

φ(Xij; πql)UiqVjl ,

où I (resp. J) représente l’ensemble des partitions possibles pour les lignes (resp. colonnes)
et θ = (α, β, π) représente le vecteur de paramètres du modèle.

2.2 Modèle à blocs stochastiques (SBM)

Le modèle SBM [4] peut être vu comme un LBM contraint à une seule partition des
nœuds du graphe. Il ne s’applique donc plus aux graphes bipartite, mais il repose toujours
sur l’hypothèse d’une structure de la matrice d’adjacence X en blocs homogènes. Le SBM
fait plusieurs hypothèses sur la forme et la dépendance des variables :

— Les appartenances aux classes des nœuds sont indépendantes et identiquement
distribuées selon une loi multinomiale M(1; α) où α = (α1, . . . , αk1) représente les
proportions du mélange des classes.

— La présence de l’arête entre le nœud i et le nœud iÕ, noté XiiÕ est considérée
comme dépendant uniquement des classes des nœuds i et iÕ. Autrement dit, le
SBM suppose que tous les éléments d’un bloc suivent la même distribution de
probabilité. La densité conditionnelle pour une observation XiiÕ du bloc qqÕ s’écrit
alors : φ(XiiÕ ; πqqÕ) = π

XiiÕ

qqÕ (1 ≠ πqqÕ)1≠XiiÕ .

La variable aléatoire X suit une densité mélange :

p(X; θ) =
ÿ

UœI

Ÿ

i,q

αq
Uiq

Ÿ

iÕ,qÕ

αqÕ

UiÕqÕ

Ÿ

i,q,iÕ,qÕ

φ(XiiÕ ; πqqÕ)UiqUiÕqÕ ,

où I représente l’ensemble des partitions possibles et θ = (α, π) représente le vecteur de
paramètres du modèle.
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3 Inférence

Afin d’inférer les paramètres du modèle pour réaliser le co-clustering, nous maximisons
la vraisemblance de chaque modèle. L’estimateur du maximum de vraisemblance doit
mener à ‚θ = arg max

θ
p(X; θ). Cependant, la vraisemblance n’est pas calculable car elle

implique un nombre de termes exponentiel dans la taille du graphe. Pour pallier cela, une
reformulation variationnelle du critère est utilisée dans l’algorithme EM [1].

Inférence du modèle à blocs latents Nous présentons l’inférence variationnelle pro-
posée par Govaert et Nadif [3] que nous adaptons afin d’utiliser la faible connectivité des
nœuds pour accélérer les calculs. Le critère variationnel, borne inférieure de la vraisem-
blance est :

J (qγ, θ) = H(qγ) + Eqγ
[log p(X, U , V ; θ)] , (2)

avec qγ représentant la distribution variationnelle, H l’entropie différentielle et Eqγ
l’es-

pérance sous la distribution variationnelle. La distribution variationnelle est restreinte à
un ensemble de distributions factorisables (approximation champ moyen ou mean field
[5]) de la forme : qγ =

r
i M(1, τ

(U)
i )

r
j M(1, τ

(V )
j ), où γ = (τ (U), τ (V )) est le vecteur des

paramètres variationnels. En utilisant l’indépendance des variables latentes, le critère se
réécrit sous la forme :

J (qγ, θ) = H(qγ) + Eqγ
[log p(U ; α)] + Eqγ

[log p(V ; β)] + Eqγ
[log p(X|U , V ; θ)] , (3)

avec

H(qγ) = ≠
ÿ

iq

τ
(U)
iq log τ

(U)
iq ≠

ÿ

jl

τ
(U)
jl log τ

(V )
jl (4)

Eqγ
[log p(U ; α)] =

ÿ

iq

τ
(U)
iq log αq (5)

Eqγ
[log p(V ; β)] =

ÿ

jl

τ
(V )
jl log βl (6)

Eqγ
[log p(X|U , V ; θ)] =

ÿ

ijql

τ
(U)
iq τ

(V )
jl (Xij log πql + (1 ≠ Xij) log(1 ≠ πql)) . (7)

Le calcul coûteux est celui de l’espérance de la log-vraisemblance conditionnelle de X (7),
dont la somme implique tous les éléments de la matrice d’adjacence, entraînant une com-
plexité calculatoire en O(n1n2k1k2) où n1, n2 sont les dimensions de X et k1, k2 sont
respectivement le nombre de classes des nœuds de type (1) et le nombre de classes des
nœuds de type (2).

Il est cependant possible de réécrire l’équation (7) afin d’itérer uniquement sur les
éléments non nuls de la matrice entraînant une complexité calculatoire en O(#{ij : Xij ”=
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1}k1k2) où #{ij : Xij = 1} désigne le nombre d’entrées non nulles dans X :

Eqγ
[log p(X|U , V ; θ)] =

ÿ

qlij:Xij=1

τ
(U)
iq τ

(V )
jl (log πql ≠ log(1 ≠ πql))

+
ÿ

ql

log (1 ≠ πql)

A
ÿ

i

τ
(U)
iq

BA
ÿ

i

τ
(V )
jl

B
. (8)

En utilisant l’équation (8), le critère variationnel J (qγ, θ) est calculé de manière efficace
pour les graphes creux.

L’algorithme EM se réécrit en une double maximisation alternée du critère J (qγ, θ) par
rapport à qγ et par rapport à θ. Nous contrastons ci-dessous les mises à jour des paramètres
telle que définie dans le LBM original d’une part, et telle que nous la réécrivons pour les
graphes creux d’autre part. La complexité mémoire qui était en O(n1n2) est réduite à
O(#{ij : Xij = 1}).

EM - version originale EM - version creuse

Étape-E Étape-E

Répéter Répéter

τ
(U)
iq Ã αq

r
l πQil

ql (1 ≠ πql)Rl≠Qil

avec Qil =
q

j τ
(V )
jl Xij et Rl =

q
j τ

(V )
jl

τ
(U)
iq Ã αq

r
jl(1 ≠ πql)

τ
(V )
jl

r
l

π
Qil
ql

(1≠πql)
Qil

avec Qil =
q

j:Xij=1 τ
(V )
jl

τ
(V )
jl Ã βl

r
q π

Sjq

ql (1 ≠ πql)Tq≠Sjq

avec Sjq =
q

i τ
(U)
iq Xij et Tq =

q
i τ

(U)
iq

τ
(V )
jl = βl

r
iq(1 ≠ πql)

τ
(U)
iq

r
q

π
Sjq

ql

(1≠πql)
Sjq

avec Sjq =
q

i:Xij=1 τ
(U)
iq

jusqu’à convergence jusqu’à convergence

Étape-M Étape-M

αq =
q

i
τ

(U)
iq

n1
βl =

q
j

τ
(V )
jl

n2
αq =

q
i

τ
(U)
iq

n1
βl =

q
j

τ
(V )
jl

n2

πql =
q

ij
τ

(U)
iq

τ
(V )
jl

Xijq
ij

τ
(U)
iq

τ
(V )
jl

πql =
q

ij:Xij =1
τ

(U)
iq

τ
(V )
jlq

i
τ

(U)
iq

q
j

τ
(V )
jl

Inférence du Modèle à blocs stochastiques L’inférence et les astuces calculatoires
sont similaires à celles utilisées pour le LBM. Nous ne donnons donc pas ici le détail du
critère ou celui de la mise à jour des paramètres du modèle.

4 Expérimentations

Nous présentons les temps de calcul pour réaliser l’inférence du SBM avec des données
simulées et réelles. Notre package sparsebm offre la possibilité d’utiliser l’accélération
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matérielle fournie par un GPU. Le GPU utilisé pour ces expérimentations est un Tesla
V100-SXM2-32GB. Le temps d’exécution de l’algorithme correspond à l’exécution de 100
itérations d’EM sur 100 initialisations aléatoires, suivie d’itérations jusqu’à convergence
pour les 10 meilleurs résultats à l’issue de ces 100 itérations. La convergence est établie
classiquement par la stagnation du critère optimisé.

Table 1 – Temps d’exécution du SBM : haut à gauche, pour un nombre de nœuds variable
avec un degré moyen de 10 ; haut à droite, pour un nombre de nœuds fixe (104) et à degré
moyen variable ; bas, pour des jeux de données réels. Le nombre de classes est toujours
fixé à 4.

Nombre de nœuds Temps d’exécution
1 · 103 14.1 s
5 · 103 16.6 s
1 · 104 23.7 s
5 · 104 1 min 51.3 s
1 · 105 3 min 50.0 s
5 · 105 20 min 30.4 s
1 · 106 44 min 41.1 s
5 · 106 266 min 42.0 s
avec un degré moyen de 10

Degré moyen Temps d’exécution
10 23.7 s
15 31.8 s
20 46.1 s
50 1 min 55.4 s

100 4 min 53.2 s
150 9 min 2.0 s
200 12 min 48.4 s
avec 104 nœuds

Dataset Nombre de nœuds Degré moyen Temps d’exécution
Flickr-medium a 2 · 105 42.4 52 min 47.7 s

LinkedIn 3 · 106 8.3 340 min 45.0 s

a. Disponible sur https://www.aminer.cn/data-sna#Flickr-medium
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Résumé. Les Deep Gaussian Mixture Models (DGMM) sont des modèles multi-
couches popularisés par McLachlan et Viroli (2019). Ils opèrent dans le cadre de l’apprentissage
non-supervisé et effectuent simultanément une réduction de la dimensionalité ainsi qu’un
clustering des données. Toutefois, les DGMMs ne peuvent à l’heure actuelle unique-
ment traiter que des données continues. Le présent travail propose de définir une couche
d’embedding apprenant une représentation continue des données mixtes (discrètes et con-
tinues) présentes dans le jeu de données et d’utiliser cette représentation pour entrâıner le
DGMM. Deux méthodes d’intégration différentes sont ici envisagées : utiliser une couche
reposant sur les Modèles Linéaires Généralisés à Variables Latentes (GLLVM) ou intégrer
le DGMM au sein d’un Auto-encodeur Variationnel. Cette dernière considération a motivé
l’écriture d’une version variationnelle du DGMM qui, en elle-même, présente également
des avantages importants tels que la stabilisation de l’algorithme ou la possibilité de faire
de la sélection de modèle au cours de l’entrâınement.

Mots-clés. Apprentissage non-supervisé, Apprentissage Profond, Données mixtes

Abstract. Deep Gaussian Mixture Models (DGMM) are multilayer models popular-
ized by McLachlan and Viroli (2019). They are designed to conduct unsupervised tasks
and perform both dimension reduction and clustering at the same time. However, DG-
MMs could until now only deal with continuous datasets. The current work proposes to
define an embbeding layer that learns a continuous representation of both discrete and
continuous data in the dataset and uses it to train the DGMM. Two different embed-
ding methods are considered, either to use a Generalized Linear Latent Variable Model
(GLLVM) based layer or to integrate the DGMM into a Variational AutoEncoder frame-
work. The latter consideration has required to write a Variational version of the DGMM
which in itself present significant advantages such as to stabilize the algorithm or to
conduct model selection during training.

Keywords. Unsupervised learning, deep learning, mixed type data

1

350 sciencesconf.org:jds2020:319919

B



1 Texte long

1.1 Handling mixed type data with a GLLVM layer

Deep Gaussian Mixtures Models (DGMM) [3] are multilayer models in which each layer
can be written as a Mixture of Factor Analysers (MFA) [12]. As such they can be seen
as a generalisation of both Factor Models and Gaussian Mixtures Models. We denote by
y a matrix of observed data of dimension n ⇥ p, by i the observations index and we fix
L an arbitrary number of layers in the DGMM of dimension K1, ..., KL, respectively. We
consider the following model:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

yi = η
(1)
k1

+ Λ
(1)
k1
z
(1)
i + u

(1)
i,k1

with probability π
(1)
i,k1

, k1 = 1, ..., K1

z
(1)
i = η

(2)
k2

+ Λ
(2)
k2
z
(2)
i + u

(2)
i,k2

with probability π
(2)
i,k2

, k2 = 1, ..., K2

...

z
(L−1)
i = η

(L)
kL

+ Λ
(L)
kL

z
(L)
i + u

(L)
i,kL

with probability π
(L)
i,kL

, , kL = 1, ..., KL

z
(L)
i ⇠ N (0, IrL),

where for l 2 [1, L], z
(l)
i are the latent variables, Λ

(l)
kl

are factor loading matrices of di-

mension rl−1 ⇥ rl, i.e. the base change matrices between z
(l−1)
i and z

(l)
i , η

(l)
kl

are vectors of

constants of dimension rl−1 ⇥ 1 and u
(l)
kl

are centered Gaussian error terms of covariance

matrices Ψ
(l)
kl
.

At the lth layer, an observation i can be viewed as a Kl components mixture with as-
sociated probability π

(l)
i,kl

. Then the distribution of each observation is a mixture with
K = K1 ⇥ ... ⇥KL components or paths, which makes it very flexible. By assigning an
observation to the component which has the highest probability π

(l)
i,kl

, DGMMs appear as
natural clustering models.
Figure 1 presents a graphical representation of a DGMM with L = 2, K1 = 5 and K2 = 4.

Figure 1: Schematic representation of a Deep Gaussian Mixture Model.
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Viroli and McLachlan (2019) [3] have designed the DGMM to handle continuous ran-
dom variables y. We propose to extend their approach to mixed data (both continuous and
discrete) first by finding a continuous representation and then passing it to the DGMM.
This issue is very similar to Deep Natural Language processing tasks when one has to
find a low dimensional continuous representation for words or sentences in order for them
to be fed into a Neural Network. That is why some pre-trained word embeddings have
been created for instance by Mikolov, Sutskever and al. (2013) [4].

In order to illustrate what a mixed type dataset is, one can think of the Pima Indians
Diabetes dataset which is made of binary variables (e.g. valued 1 if an individual has been
tested positive for diabetes and 0 otherwise), count variables (e.g. the number of times
an individual has been pregnant) and various continuous variables (e.g. blood pressure
or glucose concentration).

In such a case, we propose to introduce a GLLVM layer between the data and the first
layer of the DGMM (represented by the dashed line on Figure 1).
GLLVM were developed from the seminal works by Moustaki and Knott (2000) [1] or
Skrondal and Rabe-Hesketh (2004) [2]. These models assume the existence of a latent
continuous representation of the mixed observed data and try to estimate it.
Hence,

f(y) =

Z

Rq

f(y|z(1))f(z(1))dz(1) (1)

with z(1) the latent continuous variables. GLLVM assume that the variables yj 8j 2 [1, p]
composing y, are mutually independent and that the distributions of these variables given
the latent ones belong to an exponential family.
Hence, it comes that f(y|z(1)) = Qp

j=1 f(yj|z(1)) with f(yj|z(1)) belonging to an exponen-
tial family.
To give some examples, for discrete data, if yj is a binary variable, f(yj|z(1)) can be mod-
eled by a Bernoulli distribution, if it is a categorical variable one can use a multinomial
distribution. Note that continuous variables can also ”go through” this GLLVM layer by
modeling them by continuous distributions of an exponential family.

Concerning f(z(1)) in (1), we extend the approach of Viroli and Cagnone (2014) [5]
and specify this distribution as being a Mixture of Factor Analysers. As z(1) is a MFA, it
then becomes natural to include it as the first layer of the DGMM.
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1.2 Handling mixed type data with a Variational DGMM

The quality of the continuous representation of mixed data is of prime importance as
the extracted pieces of information are then propagated through the DGMM. Using the
GLLVM approach provides a simple and statistically well-funded continuous represen-
tation space. However, limiting the links between mixed and continuous spaces to an
exponential family can be regarded as a strong hypothesis. As a result, initial infor-
mation is carried by a relatively low number of parameters compared to the number of
parameters of the following DGMM layers, which might act as an information bottleneck.
Besides some optimisation steps are needed to perform GLLVM estimation, which could
question the scalability of this embedding for large and high dimensional datasets.

Alternatively, Variational AutoEncoders (VaE) may be a more flexible way to learn a
continuous representation of mixed type data. VaE have been introduced by Kingma and
Welling (2014) [9] and by Rezende and al. (2014) [10].
They are made of two parts: an encoder that aims to compress the signal into a very
simple continuous space and a decoder that tries to reconstruct the original signal from
the compressed one. Figure 2 gives a schematic representation of the architecture of an
AutoEncoder.

Figure 2: Autoencoder representation1.

The continuous space hosting the compressed signal is usually chosen to be Gaussian
or even to be a Mixture of Gaussians as in Dilokthanakul & al. (2016) [6].

1By Chervinskii, under Creative Commons License
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We propose here to use a DGMM as a representation space of this compressed signal.
After training of the whole model (encoder, DGMM and decoder) the encoder part will
provide the link between mixed observed data and their continuous representation.

We have first to rewrite the DGMM using Variational Methods for which Blei and al.
(2017) [11] have published a recent state-of-the-art. Hence by assuming that some blocks
of parameters are mutually independent at the layer level, it is possible to derive closed
form and simple posterior distributions of the parameters.
Nevertheless, one has to change the training method of the DGMM to fully integrate
it with the VaE. Currently the training of the DGMM is conducted with a Stochastic
Version of the EM algorithm proposed by Celeux and Diebolt (1985) [7], whereas VaE
training is performed using backpropagation. As one can exhibit the likelihood (and its
lower bound) of the DGMM, it seems possible to train a DGMM with backpropagation
which could be undertaken in future works.

This Variational version of the DGMM also presents strong advantages by itself com-
pared to the regular one. First, defining a Bayesian prior on parameters makes it possible
to get rid off the well-known singularity occuring in mixture models when one of the
groups collapses to one observation. As pointed out in Bishop (2006) [8], in frequentist
mixtures when only one observation is associated to a group then the intragroup vari-
ance tends to zero and the likelihood tends to infinity: the model becomes degenerated.
In Bayesian mixtures, defining a prior acts as a regularizer and remove that singularity
making the algorithm more stable.

Furthermore, at each layer all observations have probability π
(l)
i,kl

to be associated to
one of the kl components. It comes that for very wide and deep networks, some of the
components are useless as they provide no satisfactory representation of the data. In
the Variational Approach π

(l)
i,kl

has a closed form posterior probability. It is then possi-
ble to threshold to zero very low probabilities and to remove the associated components
during the training. This model selection method is far less compute-intensive than es-
timating the whole model with different specifications and comparing information criteria.

Finally using Variational Methods, one can force Λ
(l)T
kl

Ψ
(l)−1
kl

Λ
(l)
kl

to be diagonal which
is a necessary condition for model identifiability.
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Résumé. En sciences humaines, l’analyse de médiation consiste à étudier si l’effet
d’une variable d’exposition X sur une variable réponse Y peut être décomposé en un effet
direct et un effet indirect via une troisième variable M . Dans le cadre plus général de la
causalité, l’effet direct naturel et l’effet indirect naturel font partie des paramètres d’intérêt
des modèles de médiation. Nous utilisons un cadre bayésien pour estimer ces paramètres.
Nous proposons d’inclure une information historique dans la loi a priori pour améliorer la
qualité de l’estimation. Les résultats confirment ce fait. L’une des questions sous-jacente
à la médiation est de tester l’existence de l’effet direct et de l’effet indirect. Étant donnée
l’estimation de la loi a posteriori des paramètres, nous construisons des régions critiques
pour un processus de test fréquentiste. En utilisant des simulations, nous comparons
cette procédure avec les tests couramment utilisés en analyse de médiation. Enfin, nous
appliquons notre approche à des données réelles provenant d’une étude longitudinale sur
le bien-être des enfants à l’école.

Mots-clés . Analyse de médiation, estimation bayésienne, effet direct et indirect

Abstract. In the social sciences, mediation analysis consists of studying whether the
effect of an exposure variable X on an outcome Y can be decomposed into a direct effect
and an indirect effect via a third variable M . In the more general framework of causality,
the natural direct effect and the natural indirect effect are among the parameters of
interest in mediation models. We use a Bayesian framework to estimate these parameters.
We propose to include historical information in the the prior distribution to improve the
quality of the estimation. The results confirm this fact. One of the usual issues is to
test the existence of the direct effect and the indirect effect. Given the estimation of the
a posterior distribution of the parameters, we construct critical regions for a frequentist
testing process. Using simulations, we compare this procedure with tests commonly used
in mediation analysis. Finally, we apply our approach to real data from a longitudinal
study of children’s well-being in school.

Keywords. mediation analysis, Bayesian estimation, direct and indirect effect. . . .
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1 Introduction :

La modélisation proposée a été motivée par une étude visant à comprendre à travers
quel processus de bonnes performances scolaires (X) induisent de bonnes performances
scolaires l’année suivante (Y ) et si une partie de cet effet ne transite pas à travers une
augmentation du sentiment d’efficacité personnelle (M) des élèves. Ceci revient à estimer
et tester les effets directs et indirects dans un modèle de médiation à réponse binaire.
Soient X, Y binaires et M ∈ R. On considère le modèle de médiation défini par :





M = a0 + a1X + ε

E(Y |X,M) =
1

1 + e−(b0+b1M+b2X)

(1)

Ce modèle de médiation est donc un système constitué d’un modèle gaussien de
régression et d’un modèle de régression logistique.
L’introduction de variables contrefactuelles dans le cadre de l’analyse de la causalité per-
met de donner un cadre formel à la définition des effets dans le modèle de médiation (voir
Pearl, J. et Mackenzie, D. (2018) pour une synthèse récente). Ces effets peuvent être
intuitivement définis par :

• L’effet direct est l’effet de X sur Y quand M est bloqué.

• L’effet indirect mesure l’effet de X sur Y uniquement à travers les variations de M .

• L’effet de X sur Y se décomposera comme la somme des deux effets précédents.

Sous certaines hypothèses sur les variables contrefactuelles, Imai et Keele (2010) ob-
tiennent la représentation suivante des effets : pour x ∈ {0, 1},

NDE(x) =

∫

[

E(Y |X = 1,M = m)− E(Y |X = 0,M = m)
]

dPM |X=x(m)

NIE(x) =

∫

E(Y |X = x,M = m)dPM |X=1(m)−

∫

E(Y |X = x,M = m)dPM |X=0(m) (2)

Ces deux quantités seront désignées respectivement par effet direct et indirect dans la
suite. L’effet causal ψ de X ∈ {0, 1} sur Y se décompose sous la forme

ψ = NDE(0) + NIE(1) = NDE(1) + NIE(0)

Dans ce travail, nous proposons une approche bayésienne pour estimer ces effets dans
le modèle paramétrique défini en (1) et nous proposons différentes lois a priori sur les
paramètres.
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2 Le modèle bayésien

2.1 Définition du modèle

SoitX = (X1, ..., XN), M = (M1, ...,MN), Y = (Y1, ..., YN) un échantillon deN réalisations
indépendantes de (X,M, Y ). Soient α := (a0, a1), σ

2, β := (b0, b1, b2) les paramètres du
modèle de médiation (1), la vraisemblance de ce modèle est

f(Y,M |α, β, σ2, X) = g(Y |β,M,X)φ(M |α, σ2, X)

où






g(Y |β,M,X) =
exp(Y (b0 + b1M + b2X))

1 + exp(b0 + b1M +B2X)

φ est la densité gaussienne N (a0 + a1X,σ2In)

Pour compléter la définition du modèle bayésien, il reste à choisir la loi a priori sur le
paramètre θ = (α, σ2, β).

Les effets directs et indirects définis en (2) sont des fonctions non explicites de θ,
cependant leurs lois a posteriori peuvent être estimées en utilisant un algorithme MCMC.
En effet, si on génère une chaine de Markov (θb)b∈{1,...B} de loi stationnaire la loi a poste-
riori de θ, on peut déduire (par une approximation numérique d’intégrale) une chaine de
Markov (NDEθb(x))b∈{1,...B} (resp. (NIEθb(x))b∈{1,...B}) de loi stationnaire la loi a posteriori
de NDEθ(x) (resp. NIEθ(x)).

2.2 Choix des lois a priori

La table 1 résume les trois modèles comparés :

• Un modèle informatif proposé par Launay et al. (2015) qui repose sur des données
historiques et qui suppose que les liens entre les variables ont peu évolué entre les
données historiques et actuelles.

• Deux modèles non informatifs dont la loi a priori sur la partie gaussienne du modèle
est un G−prior (Zellner 1971). Pour la partie logistique, on utilise une adaptation
des G−prior (Marin et Robert 2014) et des lois de Cauchy proposées par Gelman
et al. (2007).

model σ2 α = (a0, a1) β = (b0, b1, b2)
informative

improper prior 1R+

Launay et al. (2015)
G−prior, Cauchy

G-prior
Gelman et al. (2007)

G−prior, G−prior G−prior

Table 1: Résumé des choix pour les lois a priori du paramètre θ.
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Modèle informatif : La loi a priori sur (α, β) définie par Launay et al. (2015) est basée
sur des données historiques (Xh,Mh, Yh) qui ont permis d’estimer la loi a posteriori du
paramètre θ (cette estimation est réalisée avec le modèle G−prior, G−prior décrit dans
la suite) et on calcule :

m = E (α, β|(Xh,Mh, Yh))

V = Var (α, β|(Xh,Mh, Yh)) (3)

En supposant que les données actuelles ont peu évolué par rapport aux données his-
toriques, la loi a priori sur (α, β) est définie par

(α, β) ∼ NJ(µ,λ
−1V )

où

• µ =




k1
. . .

k5


m, les coefficients k1, ..., k5 sont i.i.d. tels que k5 ∼ N (1, τ 2).

τ 2 est choisi assez grand pour que la loi soit non informative.

• λ ∼ G(a, b). Les paramètres (a, b) étant choisis pour que la loi soit également non
informative.

Les paramètres k1, ..., k5 et λmodélisent des éventuelles évolutions entre les deux échantillons.

Modèle G−prior, G−prior : Les G−priors ont été introduits par Zellner (1971) dans
le cadre des modèles gaussiens, puis adaptés aux modèles linéaires généralisés (voir Marin
et Robert 2014). Un G−prior sur l’ensemble des paramètres (α, β) n’est pas envisageable
puisque le médiateur M est une variable réponse dans l’équation de régression linéaire et
explicative dans l’équation logistique. Cependant, compte tenu de la décomposition de la
loi jointe du modèle

p(M,Y, θ|X) = g(Y |β,M,X)π1(β|X,M)φ(M |α, σ2, X)π2(α|X)π3(σ
2)

les lois a priori π1, π2 sont alors les G−priors suivants :

(α|X) ∼ N (0, N(X′

1X1)
−1), X1 = [1, X]

(β|X,M) ∼ N (0, 4N(X′

2X2)
−1), X2 = [1, X,M ]

Modèle G−prior, Cauchy : Dans ce modèle la loi a priori sur la partie gaussienne
du modèle est le même G−prior que précédemment et pour la partie logistique on suit
la méthodologie définie par Gelman et al (2007). Les variables explicatives sont stan-

dardisées, on pose X̃ = X−X̄ et M̃ = M−M̄
2sM

. La loi a priori sur le paramètre β̃ = (̃b0, b̃1, b̃2)
défini par :

logit(E(Y |X̃, M̃ , W̃ )) = b̃0 + b̃1M̃ + b̃2X̃.

est alors définie par b̃0 ∼ C(0, 10), b̃1 ∼ C(0, 2.5), b̃2 ∼ C(0, 2.5)

4
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Comparaison par simulations : Les trois modèles précédents sont comparés du point
de vue de l’estimation de NDE(0),NIE(1). Comme attendu, la qualité de l’estimation dans
modèle 1 est meilleure lorsque les données historiques sont pertinentes et reste comparable
à celle des autres modèle même dans le cas le plus défavorable.

3 Test sur l’absence d’effets

Une des questions inhérente à l’analyse de médiation est l’existence des effets directs et
indirects. La difficulté principale est le test sur l’effet indirect. MacKinnon et al.(2004) ont
proposé une procédure bootstrap pour tester l’effet indirect : un intervalle de confiance
BCa (bias-corrected and accelerated) est calculé à un niveau αc fixé et la règle de décision
est :

On rejette l’absence d’effet indirect au niveau αc lorsque 0 n’est pas dans cet
intervalle.

Cette procédure présente deux défauts principaux : un manque de puissance et un mauvais
niveau empirique dans le cas des petits échantillons.

Nous proposons de remplacer l’intervalle de confiance BCa par l’intervalle de crédibilité
calculé avec le modèle G−prior, G−prior. En effet, d’une part, le fait d’utiliser des lois a
priori non informatives assure que la couverture fréquentiste des intervalles de crédibilité
est asymptotiquement égale à 1−αc. D’autre part, sur des données simulées nous montrons
que ce modèle possède de bonnes propriétés de couverture à distance finie.

Les simulations réalisées indiquent de meilleures performances pour notre procédure
non seulement en terme de niveau mais aussi de puissance. (voir table 2).

4 Application :

Les données ont été recueillies dans la région nantaise lors d’une étude longitudinale dili-
gentée par le ministère de l’Education nationale entre 2014 et 2016. Les performances
scolaires ont été évaluées par les enseignants à travers une variable binaire X : les élèves
ayant atteint ou dépassé le niveau attendu en mathématiques et en français durant l’année
scolaire (X = 1) ou élève ayant un niveau inférieur à celui-ci (X = 0). La modélisation
utilisée ne tient pas compte du caractère longitudinal des données mais utilise le premier
pas de temps comme historique dans le modèle informatif (voir Figure 1). Les résultats
montrent qu’une partie de l’influence positive des résultats scolaires de l’année antérieure
sur ceux de l’année suivante transite effectivement à travers une augmentation du senti-
ment d’efficacité pour les enfants ayant les meilleurs résultats.

5
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αβ N NIE(0) NIE(1) boot

αβ = 0
30 0.07 0.07 0.01
50 0.06 0.06 0.04
100 0.06 0.06 0.04

αβ = 0.1
30 0.06 0.06 0.01
50 0.08 0.08 0.04
100 0.04 0.04 0.03

αβ = 1.00
30 0.13 0.13 0.03
50 0.20 0.20 0.12
100 0.28 0.28 0.21

αβ = 2.00
30 0.35 0.35 0.24
50 0.30 0.30 0.23
100 0.78 0.78 0.73

αβ = 4.00
30 0.81 0.81 0.51
50 0.82 0.82 0.73
100 1.00 1.00 1.00

Table 2: La probabilité empirique de rejeter l’absence d’effet indirect en utilisant notre
règle de décision et la procédure usuelle (bootstrap). Le modèle de simulation est défini

par Xi ∼ B(0.4), Mi ∼ N (1 + αXi, 0.75
2), Yi ∼ B

(
1

1+e−(−2+βMi+γXi)

)
où α = 2.

Xh = AP1

Mh = SEF2

Yh = AP2 = X

M = SEF3

Y = AP3

Données historiques
Données actuelles

Figure 1: Structural model. AP : Academic Performance, SEF : Self Efficacy Feeling.
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Résumé. L’analyse de robustesse en quantification d’incertitudes est un champ de
recherche récent qui consiste à étudier les quantités statistiques d’intérêt associées aux
sorties d’un code de calcul à la perturbation d’une ou de plusieurs distributions de proba-
bilité d’entrée. Ainsi, une méthode pratique d’analyse de robustesse doit se baser sur une
bonne perturbation de ces densités. La méthodologie de cet exposé se base sur la distance
de Fisher dans la variété des distributions de probabilité, celle ci étant calculée par une
méthode numérique inspirée de la mécanique Lagrangienne et consistant à résoudre un
système d’équations différentielles ordinaires. Cette définition de la perturbation est ainsi
utilisée pour calculer des indices de robustesse basé sur le quantile, les Perturbed-Law
based sensitivity Indices (PLI).

Mots-clés. Expériences numériques, Perturbation de densité, métrique de Fisher,
Echantillonage préférentiel, Quantile, Analyse de sensibilité . . .

Abstract. Robustness analysis is an emerging field in the domain of uncertainty quan-
tification. It consists in analysing the statistical quantities of interest of the outputs of a
computer model to the perturbation of one or several of its input distributions. Thus, a
practical robustness analysis methodology should rely on a coherent definition of a distri-
bution perturbation. A rigorous way of perturbing densities is presented. The proposed
methodology is based on the Fisher distance on manifolds of probability distributions.
A numerical method to calculate perturbed densities in practice is presented. This me-
thod comes from Lagrangian mechanics and consists in solving an ordinary differential
equations system. This perturbation definition is then used to compute quantile-oriented
robustness indices, the Perturbed-Law based sensitivity Indices (PLI).

Keywords. Computer experiments, Density perturbation, Fisher metric, Importance
sampling, Quantile, Sensitivity analysis . . .

1 Introduction

Dans le domaine de l’industrie, la quantification d’incertitudes consiste à évaluer quan-
titativement les multiples risques de défaillances des différentes installations (barrages,
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centrale nucléaire, avion...) par des méthodes statistiques : on se donne un code de cal-
cul G qui simule un certain phénomène physique (transitoire de température dans une
conduite hydraulique, champ de contrainte d’un objet mécanique...). Ce code dépend de
paramètres physiques dont on ne connait pas la valeur exacte et que l’on modélise par un
vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xp) de densité de probabilité f , on se placera dans la suite
dans le cas indépendant, où chaque Xi a pour densité fi. Les lois de probabilité sont un
a priori choisi par l’ingénieur ayant des données et/ou une expertise sur le phénomène
physique qu’il étudie. On cherche donc à décrire par des méthodes statistiques l’influence
des variables X1, ..., Xp sur Y = G(X).

Dans la plupart des cas, la densité de X est considérée représentative des variables
impliquées dans le système physique étudié, cette représentativité étant validée par des
avis d’experts et des expériences en laboratoire. On cherche à mesurer l’influence du
modèle probabiliste ainsi choisi pour une variable d’entrée sur notre quantité d’interêt,
ce que l’on appelle l’analyse de robustesse. Dans ce cadre, on introduit une incertitude
autour du choix des lois de probabilités en elle mêmes. Ainsi, le PLI (Lemâıtre et al.
[2015], Sueur et al. [2017], Gauchy et al. [2019]) a pour but de mesurer la sensibilité d’une
quantité statistique d’intérêt (moyenne, variance, quantile, probabilité de défaillance, . . . )
émanant de Y par rapport à une perturbation de la densité d’une des variables Xi. Dans
notre cas, on cherche à quantifier la variation du quantile d’ordre ↵ de Y (noté q↵) lorsque
la densité fi de la variable Xi devient fiδ (le quantile devient alors q↵iδ). Le PLI utilisé
dans Gauchy et al. [2019] est défini par :

Siδ =
q↵iδ − q↵

q↵
.

Ce papier s’attache à définir, de façon cohérente, une perturbation de densité de proba-
bilité. Nous nous attardons ici sur la méthodologie developpée dans Gauchy et al. [2019].
Les sections 2 et 3 explicitent la méthode de perturbation utilisant les notions de géométrie
de l’information et le calcul de sphères de Fisher La section 4 présente les résultats de la
méthode sur une application simple et la section 5 conlue la discussion.

2 Perturbation de densité via la géométrie de l’infor-

mation

La géométrie de l’information consiste à interpréter un ensemble de lois de probabilités
comme une variété Riemannienne ayant une certaine métrique associée. Ainsi, les outils
de la géométrie Riemannienne peuvent être appliqués sur des modèles statistiques, ce qui
inclut des notions de distance, de géodésiques, etc. Dans le cas des modèles statistiques
paramétriques, la métrique Riemannienne n’est rien d’autre que la matrice d’information
de Fisher. On considère le modèle paramétrique suivant S = {f✓, ✓ 2 Θ ⇢ Rd}, la

2

364 sciencesconf.org:jds2020:312937

•



métrique associée à la fonction coordonnée ✓, appelée métrique de Fisher ou métrique de
Fisher-Rao, est définie par :

I(✓) = E
⇥
r✓ log f✓(X)(r✓ log f✓(X))T

⇤
. (1)

Cette expression est bien connue en statistique, I(✓) est la matrice d’information de Fisher
évaluée au point ✓ dans le modèle statistique. Cela permet de définir un produit scalaire
local dans S :

8u, v 2 R
d, hu, vi✓ = uT I(✓)v . (2)

Cette métrique permet de définir la distance de Fisher. Cette distance entre mesures
de probabilité possède une propriété tout à fait remarquable qui est illustrée par la figure
1, qui considère le modèle statistique S = {N (µ, σ2), (µ, σ) 2 R⇥R+

⇤}. On remarque que
la distance de Fisher entre les Gaussiennes A et B est supérieure à la distance entre les
Gaussiennes C et D. En effet, la distance de Fisher permet de mesurer la distinguabilité
entre densités de probabilité (voir Amari [1985, p.27] et Gauchy et al. [2019] pour les
détails mathématiques).

µ

σ

A
•

B
•

C
•

D
•

σ1

σ2

µ1 µ2

µ1 µ2

C D

A B

Figure 1 – Réprésentations de quatres lois Gaussiennes, les deux courbes rouges sont
deux géodésiques dans le plan ( µp

2
, σ). La distance entre A et B est plus grande que celle

entre C et D. En effet, il est plus difficile de distinguer les paramètres des gaussiennes A
et B que C et D.

On définit alors fδ comme une perturbation de la densité f de niveau δ si la distance
de Fisher entre ces deux densités est égale à δ. Ainsi, dans cette méthodologie, on ne
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considère pas une seule densité perturbée mais un ensemble de densités. De fait, l’ensemble
des densités perturbées de niveau δ sont celles situées sur la sphère de Fisher centrée en f
et de rayon δ. Le PLI étant défini pour une densité perturbée spécifique fδ, cet indice de
robustesse sera adapté à notre méthodologie, et le nouvel indice sera le PLI maximal et
minimal sur la sphère de Fisher de rayon δ. La question du calcul des sphères de Fisher
se pose alors.

3 Calcul de sphères de Fisher

On se place tout d’abord dans un modèle paramétrique S = {f✓, ✓ 2 Θ ⇢ Rd}. On peut
déterminer une géodésique par la conservation de la quantité suivante, que l’on appelle
Hamiltonien :

H(p, q) = pq̇ − L(t, q, q̇) =
1

2
pT I−1(q)p , (3)

avec la notation p = ∂L
∂q̇
. Cette quantité est constante si q est une géodésique comme

indiqué dans Gelfand and Fomin [2012]. L’équation (3) est issue de l’équation d’Euler-
Lagrange, voir Gelfand and Fomin [2012] pour les détails mathématiques, ce qui implique
que (p, q) suit un système d’équations différentielles ordinaires (EDO) appelé équations
de Hamilton : (

q̇ = ∂H
∂p

= I−1(q)p

ṗ = −∂H
∂q

= ∂L(t,q,I−1(q)p)
∂q

(4)

On peut montrer que la conservation de l’Hamiltonien et la condition de la distance de
Fisher égale à δ permet de satisfaire le théorème de Cauchy pour le système d’EDO
(4) (voir Gauchy et al. [2019]). Comme nous souhaitons calculer les sphères de Fisher
centrée en f et de rayon δ, cela se résume donc à la résolution d’un système d’équations
différentielles. La figure 2 illustre le résultat obtenu pour différentes méthodes de résolution
numérique.

4 Application à un cas simple

Pour illustrer cette nouvelle méthodologie de perturbations de densité, nous nous ap-
puierons sur un exemple industriel simple : un modèle hydraulique simplifié qui permet de
calculer la hauteur maximale annuelle d’une rivière soumise à des crues Iooss and Lemâıtre
[2015]. Le code comporte 4 paramètres physiques avec leur distributions associées (cf.
Table 1). Le modèle est basé sur une version 1D des équations de Saint Venant :

H =

 
Q

300Ks

p
2.10−4(Zm − Zv)

!0.6

. (5)
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1.75

2.00
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Adams Moulton

Explicit Euler

Real Fisher circle

Figure 2 – Géodésiques dans le cas gaussien. Le rayon de la sphère de Fisher est δ = 1.

Les résultats sont illustrés dans la Figure 3 comme une fonction du niveau de perturbation
δ.

Variable n◦ Nom Description Distribution de probabilité Troncature
1 Q Flot maximal annuel Gumbel G(1013, 558) [500, 3000]
2 Ks Coefficient de Strickler Normale N (30, 7.5) [15,+1]
3 Zv Niveau aval de la rivière Triangulaire T (50) [49, 51]
4 Zm Niveau amont de la rivière Triangulaire T (55) [54, 56]

Table 1 – Variables d’entrée et lois de probabilités associées.

On remarque dans la figure 3 que les variables Q et KS ont une variation relative du
quantile plus élevée que Zv et Zm à δ croissant. On peut donc en conclure que les deux
premières variables sont plus sensibles à la perturbation de densité que les deux autres.

5 Conclusion

Basée sur la distance de Fisher, nous avons défini une méthodologie originale de per-
turbation de densité. L’information de Fisher étant une caractéristique intrinsèque des
mesures de probabilités, elle est indépendante de la paramétrisation. Cette méthodologie
admet cependant des limites : nous devons nous restreindre à des espaces de dimension
finie. Par ailleurs, il est pour le moment difficile d’étendre la méthodologie à des modèles
non paramétriques. Cependant, grâce au PLI, cette méthode nous apporte de l’infor-
mation sur les incertitudes les plus influentes concernant les distributions des variables
d’entrées.
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Figure 3 – Maximum et minimum du PLI Siδ pour chaque variable d’entrée du modèle
des crues en fonction de δ.
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Résumé. Les méthodes de clustering classiques telles que K-means souffrent d’un
manque de robustesse à la présence de données aberrantes (outliers). Nous proposons
un algorithme de clustering robuste basé sur l’utilisation de statistiques de type Median-
Of-Means (MOM), une méthode qui s’est déjà avérée efficace en apprentissage supervisé
robuste. L’implémentation de l’estimateur que nous proposons (K-BMOM) consiste en
la constitution de b sous-échantillons des observations, puis chaque sous-échantillon est
clusterisé en affectant chaque point au centre le plus proche pour finalement ne retenir
que les centres de clusters qui ont réalisé la médiane de la distorsion K-means parmi les
b sous-échantillons. Notre procédure a de meilleures performances que K-means et K-
medoids en présence d’outliers ou de distributions à queue lourde. Dans ce contexte, à
initialisation donnée, K-BMOM est comparable à K-medians et trimmed-K-means. En-
fin, une adaptation de cette procédure fournit une initialisation robuste qui augmente
grandement la performance des algorithmes considérés.

Mots-clés. Clustering robuste, Perte empirique K-means, initialisation robuste, Break-
down point

Abstract. Classical clustering methods, such as K-means, suffer from a lack of ro-
bustness with respect to outliers. We propose a robust clustering algorithm based on
Median-Of-Means statistics, a strategy that has been recently put to emphasis for effi-
cient robust classification. The implementation of our estimator (K-BMOM) begins with
the drawing of b subsamples of the observations, after that, each point of the subsamples
gets affected to its nearest center and as final step the algorithm outputs the centers of
the subsample that lead to the median value of the K-means loss. K-BMOM has better
performances than K-means and K-medoids on corrupted or heavy-tailed data while being
comparable to K-medians and trimmed-K-means for any given initialisations. Moreover,
our procedure supplies also a robust and efficient initialisation method that improves all
algorithms’ performances.

Keywords. Robust clustering, K-means loss, Robust initialisation, Breakdown point

1

369 sciencesconf.org:jds2020:319865

s



1 K-BMOM: algorithme de clustering robuste

La sensibilité de la plupart des approches de classification non-supervisée, telles que K-
means ou modèles de mélange, à la qualité de l’initialisation d’une part et à la présence
d’outliers d’autre part est bien connue. Nous proposons de ce fait d’associer l’estimateur
MOM aux méthodes les plus répandues comme K-means puis de mesurer le gain apporté
sur les performances de classification non-supervisée.

1.1 Median-of-Means : un estimateur robuste de la moyenne

Grâce aux travaux de Devroye et al. , on sait que Median-of-Means (MOM) est un
estimateur de la moyenne µ qui se concentre optimalement autour µ.

Definition 1. Tout d’abord, on note xn
1 := (x1 . . . xn) 2 Rn, Sn l’ensemble des permuta-

tions de {1, . . . , n} muni de la mesure de probabilité uniforme µ, la médiane d’un ensemble
E ⊂ R, pour une mesure de probabilité λ sur E , est notée medE et si cette médiane n’est
pas unique, on prend la plus petite valeur médiane admissible :

medE := inf

⇢

t ∈ E
∣

∣

∣

∣

λ ({y ∈ E : y  t}) ≥ 1

2

}

Soit b, t deux entiers tels que bt = n et soit également
Sb

k=1 Bk la partition de {1, . . . , n}
où Bk := {(k − 1)t+ i |1  i  t}. Median-of-Means (MOM) est alors un estimateur réel
randomisé défini de la façon suivante :

MOMn,b :

(

Rn ⇥ Sn −! R

(xn
1 , σ) 7−! med

{

1
t

P

i2Bk
Xσ(i) : 1  k  b

 

où en pratique, la σ est une permutation aléatoire avec loi uniforme sur Sn.

Theorem 2. Si n > 5 est un entier, M > 0, δ 2
⇥

2e−n/4, 1/2
)

, alors pour n’importe
quelle variable aléatoire Y d’espérance µ et de variance Var (Y ) < M , pour toute précision
δ ≥ e1−n/2, l’estimateur MOMn,b avec un nombre de blocs b = log (1/δ) vérifie

P

 

|MOMn,b (Y
n
1 )− µ| >

r

96M log (1/δ)

n

!

 δ

Or, d’après les travaux de Catoni, la meilleure concentration de la moyenne empirique
est donnée par l’inégalité de Tchebychev si la seule hypothèse est Var (Y ) < M . Cela fait
de MOM un bien meilleur estimateur de la moyenne que la moyenne empirique. C’est
pourquoi il parâıt intéressant de l’injecter dans les estimateurs tels que K-means, là où l’on
a recours à une moyenne empirique (voir section 1.3). De plus, MOM octroie une plus
grande robustesse aux outliers que la moyenne empirique d’après le survey de Mendelson
et Lugosi.
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1.2 Le bénéfice d’une version bootstrap de MOM

MOM recourt à une partition des données or clusteriser des données enK classes nécessite
d’avoir suffisamment d’observations. Par conséquent, pour éviter une division excessive
des données, nous utilisons une version bootstrap deMOM (voir équation 1). Par ailleurs,
sur la base d’une définition du breakdown point proche de la définition du livre de Hampel
et al :

Definition 3. Soit ✓̂· un estimateur réel randomisé dont l’aléa est pris par rapport à
l’espace probabilisé (Q,Q, µ) et dont la loi est invariante par permutation de ses argu-
ments :

∀xn
1 2 Rn, ∀σ 2 Sn, ✓̂·(x1 . . . xn)

D
= ✓̂·(xσ(1) . . . xσ(n))

On appelle breakdown point probabiliste de ✓̂·, noté BP
⇣
✓̂·

⌘
, le plus petit nombre d’arguments

de ✓̂· à modifier de sorte que la déviation infligeable à l’estimateur soit infinie avec prob-
abilité au moins 1

2
. On note également xn

1y
m
1 := (x1 . . . xn, y1, . . . , ym),

BP
⇣
✓̂·

⌘
:=

1

n
inf

(

q 2 N

∣

∣

∣

∣

∣

9xn
1 2 Rn, µ

 

sup
yq12R

q

|✓̂·(xn−q
1 yq1)− ✓̂·(x

n
1 )| = 1

!

≥
1

2

)

Nous avons pu calculer la valeur exacte asymptotique du breakdown point d’une ver-
sion bootstrap de MOM , définie ci-dessous :

Definition 4. Soit xn
1 2 Rn un n-echantillon et notons

(

X⇤
j

)

1jbt
b⇥ t copies i.i.d. de la

variable aléatoire qui vaut xi avec probabilité 1
n
pour tout i 2 {1, . . . , n}, toutes définies

sur l’espace probabilisé (Ω, T , µ). Median-of-Means bootstrap (BMOM) est alors un
estimateur réel randomisé défini comme suit :

BMOMn,b,t :

(

Rn ⇥ Ω 7−! R

(xn
1 ,ω) ! med

n

1
t

P

j2Bk
X⇤

j (ω) : 1  k  b
o (1)

où Bk := {(k − 1)t+ i |1  i  t}

Proposition 5. Pour n, t, q 2 N , avec n le nombre de données, t la taille des blocs, q
le nombre d’outliers, le breakdown point de MOMBn,b,t ne dépend que de la proportion
d’outliers et de la taille des blocs puisqu’on peut choisir b de sorte à être le plus robuste
possible du fait que limb!1 BP (BMOMn,b,t) = 1− 1

21/t
⇠

t!1

log(2)
t

.

1.3 K-BMOM: estimateur robuste de classification non-supervisée

Nous proposons de remplacer la moyenne empirique qui apparâıt dans le risque K-means :
1
n

Pn
i=1 min

1jK
kXi − cjk22 par BMOMn,b,t comme suit :
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bcK,n,b,t 2 argmin
c2XK

"
BMOMn,b,t

 ✓
min

1jK
kXi − cjk22

◆

1in

!#

A l’instar de Lloyd nous proposons une procedure iterative basée sur le risque ci-dessus.

Algorithm 1 K-BMOM

Input: {x1, . . . , xn}, le nombre de classe K, le nombre de blocs B, leur cardinal nB (avec
la contrainte nB>K ) et une partition initiale
Main Loop: jusqu’à avoir fait assez d’itérations

1. Pour tout bloc b, 1  b  B

Tirer au hasard avec remise le bloc b contenant nB observations, sous contrainte
que chaque cluster soit représenté

Mettre à jour les centres et calculer la distorsion K-means dans b

2. Calculer la médiane des B distorsions ainsi obtenues et extraire les centres présents
dans le bloc réalisant cette médiane

3. Recalculer la partition en affectant chaque point à son centre le plus proche

Output: Les derniers centres obtenus

De plus on propose de rendre robuste l’initialisation K-means++ en une seule itération :
tout d’abord, tirer B blocs initialisés par K-means++, puis ne conserver que les centres
du bloc realisant le risque médian. on appelle cette initialisation K-MOM++.

2 Simulations numériques

Afin d’évaluer les performances de l’algorithme K-BMOM par rapport à des déclinaisons
robustes de l’algorithme des K-means, le contexte de simulation suivant est considéré: les
données sont simulées à partir de K = 3 gaussiennes multivariées de dimension p = 2.
On tire dans chaque cluster 300 points de variance σ2 = 0.6 et de moyenne µ1 = [1, 4],
µ2 = [2, 1] and µ3 = [−2, 3]. Parmi ces n = 900 points, on choisit uniformément au
hasard noutlier points dont on multiplie les coordonnées par β > 0. β contrôle la distance
de ces outliers à leur cluster d’origine. Nous avons considéré 2 niveaux de corruption
noutlier 2 {9, 27} et 4 niveaux de distance β 2 {5, 10, 20, 40}. La figure 1 illustre un jeu
de données pour noutlier = 9 et β = 10. Le nombre de clusters est supposé connu, soit
K = 3.

4

372 sciencesconf.org:jds2020:319865

of



L’efficacité des méthodes est mesurée d’une part sur la qualité de classification via
l’ARI (adjusted Rand Index); d’autre part sur la précision d’estimation des centres des
clusters estimés ({ĉ1, . . . , ĉK}) aux moyennes théoriques {µ1, . . . , µK}. Pour cela, on con-
sidère la racine carré de la moyenne des erreurs d’estimation (RMSE) suivante :

RMSE (ĉ, µ) =
1p
K

min
σ2SK

vuut
KX

k=1

∥∥ĉσ(k) − µk

∥∥2

2

où ĉk est le centres estimés de la classe k. Afin de rendre le RMSE insensible à la
numérotation des classes, on prend le minimum parmi les σ 2 SK , l’ensemble des permu-
tations d’ordre K et enfin µk est le centre théorique de la classe k.

(a) Données avant
génération des outliers

(b) Données avec outliers

Figure 1: Illustration des données de simulation servant à comparer les algorithmes de
clustering en présence d’outliers, dans ce cas noutlier = 9 et β = 10

On compare l’algorithme K-BMOM aux algorithmes des K-means, trimmed-K-means,
K-medians et K-medoids; tous initialisés de trois façons : au hasard, par ROBIN et par
l’initialisation K-MOM++. Pour K-BMOM, le nombre de blocs b est fixé à 251 et la
taille de block t = 18 ; ces hyperparamètres ont été calculés de sorte que la probabilité
que le bloc médian contienne un outliers soit inférieure à 0, 05. On répète 100 fois cette
expérience.

3 Résultats empiriques

Le tableau 1 présente dans les deux premières colonnes, le RMSE et l’ARI moyen (et leur
écart-type associé) pour les 5 algorithmes testés en fonction du type d’initialisation con-
sidéré. Dans une troisième colonne, nommée “P[G]” est renseignée la probablité empirique
de réaliser l’événementG := {RMSE < 2, ARI > 0.75} pour chacun des algorithmes. Les
résultats présentés dans le tableau 1 rendent compte du cas (noutlier = 9 et β = 40). On
peut remarquer que l’initialisation K-MOM++ est bien meilleure que les autres puisqu’elle
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stabilise et améliore les performances de tous les algorithmes. Deuxièmement, l’algorithme
K-BMOM est meilleur que tous les algorithmes lorsque l’initialisation est médiocre. En-
fin, on peut noter que la petite perte de performance de K-BMOM dans l’estimation des
centres est due au fait que cette procédure ne converge pas comme un algorithme EM
et que l’on ne garde que les derniers centres rencontrés. Une moyenne sur les dernières
itérations donnerait les mêmes résultats que trimmed-K-means bien initialisé.

Table 1: Performances des algorithmes de clustering et de leur initialisation en termes de
RMSE dans le cas noutlier = 9 et β = 40

initialisé au hasard initialisé avec ROBIN initialisé avec K-MOM++

algorithmes RMSE ARI P[G] RMSE ARI P[G] RMSE ARI P[G]

initialisation 0.82 (0.16) 0.93 (0.06) 0.15 0.48 (0.13) 0.97 (0.02) 0.25 0.37 (0.14) 0.97 (0.03) 0.99

K-means 0 (0) 0 (0) 0.0 0 (0) 0 (0) 0.0 0 (0) 0 (0) 0.0

K-medoids 1.05 (0.12) 0.87 (0.06) 0.5 1.03 (0.12) 0.88 (0.06) 0.45 1.07 (0.11) 0.88 (0.06) 0.58

trim-K-means 0.56 (0.29) 0.92 (0.06) 0.53 0.48 (0.33) 0.93 (0.06) 0.51 0.16 (0.04) 0.98 (0.01) 0.99

Kmedian 0.47 (0.19) 0.97 (0.03) 0.97 0.46 (0.19) 0.97 (0.02) 0.99 0.45 (0.17) 0.97 (0.03) 0.99

K-MOM 0.36 (0.12) 0.98 (0.01) 0.96 0.36 (0.12) 0.98 (0.01) 0.99 0.35 (0.1) 0.98 (0.01) 1.0
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Explorer l’influence conjointe de prédicteurs fonctionnels
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Résumé. En agronomie, l’avènement de nouveaux capteurs permet d’observer à haute fré-
quence des dynamiques de variables agro-environnementales affectant la production. Cette nou-
velle situation nécessite de faire appel à d’autres outils statistiques ou de les révolutionner afin
de tirer de la connaissance de ces données dites fonctionnelles. Dans un contexte où la pro-
duction est affectée par un effet combiné complexe des différentes dynamiques de variables agro-
environnementales, nous proposons une nouvelle approche exploitant des distributions conjointes
de variables fonctionnelles pour expliquer une variable réelle (scalaire) représentant un facteur de
production. Les simulations effectuées permettent de mettre en exergue une approche explora-
toire se rapprochant des techniques de type boosting qui permet d’identifier diverses distributions
conjointes associées aux courbes explicatives, d’y associer des coefficients via des régressions li-
néaires pénalisées et structurées puis de retenir une distribution conjointe optimale expliquant au
mieux la variable à prédire. Cette approche a aussi l’avantage de pouvoir intégrer au besoin dans
la modélisation des connaissances dites "connaissances d’experts" provenant de la littérature ou
autres afin d’améliorer la fiabilité de l’approche statistique proposée. Cette approche qui se veut
exploratoire peut être utilisée comme un modèle prédictif sous certaines conditions. Développée
à la base pour l’ agronomie, cette approche est générique et peut être utilisée pour résoudre des
problèmes de type scalar-on function avec comme hypothèse principale l’identification d’effets
combinés de variables explicatives fonctionnelles. Une limite de cette approche est un risque de
surestimation mais divers critères permettent d’y pallier. L’utilisation de l’approche pour analy-
ser des données réelles permet d’identifier des combinaisons de classes de température - irradiance
et de moments de la journée affectant l’accumulation d’anthocyanes et de polyphénols dans la
baie de raisin.

Mots-clés. exploration de données fonctionnelles, distribution conjointe, régression linéaire
pénalisée, critères d’information, agronomie.

Abstract. In agronomy, the development of new sensors has allowed to observe at high fre-
quency the dynamics of agri-environmental variables affecting production. This new situation
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requires using other statistical tools or revolutionizing them in order to learn from this so-called
functional data. In a context where production is affected by a complex combined effect of these
different dynamics of agri-environmental variables, we propose a new approach using joint dis-
tributions of functional variables to explain a real (scalar) variable representing a production
factor. Simulations carried out highlight an exploratory approach closed to boosting techniques
that identifies various joint distributions associated to the explanatory curves, associates coeffi-
cients to each of them via penalized and structured linear regressions and then selects an optimal
joint distribution that best explains the variable to be predicted. This approach has the addi-
tional advantage of being able to integrate, if necessary, so-called "expert knowledge" from the
literature or other sources into the modeling process in order to improve the reliability of the
proposed statistical approach or advise on these "expert knowledge". This exploratory approach
can be used as a predictive model under certain conditions. Developed initially for agronomy, it
is generic and can be used to solve scalar-on-function problems with the main goal of identifying
combined effects of functional explanatory variables. One limitation of this approach is the risk
of overestimation, but various criteria are available inside the approach to overcome it. Using
the approach to analyze real data allows to identify associations of temperature - irradiance and
time that affect the accumulation of anthocyanins and polyphenols in grape berries.

Keywords. functional data mining, joint distribution, penalized linear regression, informa-
tion criteria, agronomy

1 Introduction

De nos jours, plusieurs domaines d’activités sont révolutionnés par l’avènement des données
massives. Ces données massives sont considérées de diverses manières parmi lesquelles la grande
famille des données fonctionnelles regroupant courbes, spectres, images, etc. Selon Ferraty et
Vieu (2006), une variable aléatoire X est dite fonctionnelle si ses valeurs sont dans un espace
de dimension infinie et une observation X de X est appelée donnée fonctionnelle. En réalité,
seulement quelques points discrets du phénomène continu sont observés X = {X(t) : t 2 T}.

L’un des axes majeurs de recherche autour de ces données concerne leur implication dans
des problèmes de régression. Dans la littérature, ces problèmes sont habituellement classés en
3 catégories en fonction du rôle joué par les données fonctionnelles (Reiss et al. (2010) ; Ram-
say et Silverman (2005)). On distingue les régressions "scalar-on-function", "function-on sca-
lar" et "function-on-function". Dans cet exposé, nous nous intéresserons au problème de type
’scalar-on-function’ où la variable à prédire est un scalaire et le prédicteur, une fonction. Plus
précisément, nous nous intéresserons à un problème où les prédicteurs peuvent être deux ou plu-
sieurs variables fonctionnelles. Diverses méthodes existent pour résoudre les régressions de type
’scalar-on-function’ et le lecteur pourra se référer à Reiss et al. (2017) qui en présente une revue.
L’approche proposée nommée SPICEFP (Sparse and Structured Procedure to Identify Combined
Effects of Functional Predictors) permet de s’intéresser spécifiquement à l’hypothèse d’influence
conjointe des prédicteurs fonctionnels. Nous la présentons brièvement dans la suite de ce texte
et présenterons également quelques résultats.
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2 L’approche proposée

Considérons deux variables explicatives fonctionnelles que sont τ = {τi(t) : t 2 T ; i = 1, . . . , n
et I = {Ii(t) : t 2 T ; i = 1, . . . , n}, toutes deux des fonctions observées aux mêmes instants t.
Considérons d’un autre côté, une variable réponse yi 2 R, i = 1, . . . , n que l’on souhaiterait ex-
pliquer par τ et I en faisant l’hypothèse d’une influence conjointe des deux variables explicatives
fonctionnelles sur y. L’approche SPICEFP permet d’atteindre cet objectif. Sa mise en oeuvre
nécessite cinq étapes à savoir :

1. transformer (catégoriser) des variables fonctionnelles :
• la catégorisation : pour un individu i fixé, catégorisons en nτ (nI) classes l’observation

τi (Ii) suivant une échelle linaire. Les nτ + 1 (nI + 1) bornes de classes nécessaires
sont : l(v), v = 1, 2, . . . , nτ+1 (L(w), w = 1, 2, . . . , nI+1). Leurs valeurs peuvent être
obtenues par l’équation (2.1). Les modalités utilisés pour la catégorisation de τi (Ii)
s’écrivent sous la forme [l(v), l(v+1)[, v = 1, . . . , nτ ([L(w), L(w + 1)[, w = 1, . . . , nI).

l(v) = τ + (v − 1)

✓

τ̄ − τ

nτ

◆

, v = 1, . . . , nτ + 1 (2.1)

avec τ 2 R et τ̄ 2 R les valeurs (réelles) minimale et maximale de τ . Précisons que nτ

(nI) est à fixer afin de calculer l(v) (L(w)).

• l’obtention d’une distribution conjointe en effectif : à partir d’un tableau de contin-
gence Cu

i , de dimension (nτ ⇥ nI) dont les valeurs Cu
i,(v,w) sont obtenues via (2.2).

Les modalités de la distribution conjointe en effectif obtenues sont notées [l(v), l(v +
1)[_[L(w), L(w + 1)[, v = 1, . . . , nτ , w = 1, . . . , nI . Elles seront appelées modalités
conjointes et sont au nombre de nτ ⇥ nI .

Cu
i,(v,w) =

TX

t=1

1τi(t)2[l(v),l(v+1)[, Ii(t)2[L(w),L(w+1)[ ; v = 1, . . . , nτ ; w = 1, . . . , nI

(2.2)

avec Cu
i,(v,w) 2 N ; Cu

i 2 Nnτ⇥nI ; (τi(t), Ii(t)) 2 R2 ;
nτP
v=1

nIP
w=1

Cu
i,(v,w) = Card(T ) et

u = (nτ , nI) 2 N2

• la vectorisation (empilement colonne après colonne) et la transposition du tableau de
contingence Cu

i : elles donnent

Xu
i = |V ect(Cu

i ); Xu
i 2 R

(nτnI) (2.3)

un vecteur ligne de longueur nτ ⇥ nI qui représente pour u fixé, le nombre d’instants
t au cours desquels un individu i a été observé dans chacune des nτ ⇥ nI conditions
décrites par les modalités conjointes. On obtient ainsi une matrice Xu, dont chaque
ligne Xu

i correspond à un individu. A cette matrice de nouvelles variables explicatives
Xu, on rajoute l’information relative à la proximité des modalités conjointes crées
en utilisant un graphe Gu(V u, Eu) où V u représente Xu et Eu l’ensemble des arêtes
liant deux modalités conjointes proches. Deux modalités conjointes sont dites proches
si les classes suivant la variable τ (indexées par v) ou 1 les classes suivant la variable I

1. ou exclusif
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(indexées par w) sont consécutives comme le montre la figure 1. Cette figure présente
un exemple de catégorisation d’un couple de variables longitudinales en nτ ⇥ nI =
3⇥ 3 modalités conjointes ainsi qu’une une identification par 4 flèches des modalités
conjointes voisines de [v2, v3[_[w2, w3[ indexées par j : (v = 2, w = 2)

• la construction de diverses distributions conjointes en vue d’en identifier une opti-
male : ne connaissant pas a priori la valeur optimale du vecteur u que nous noterons
u⇤, il est proposé de l’identifier dans le cadre de la mise en oeuvre de l’approche. Étant
donné qu’à partir d’un vecteur de catégorisation u nous obtenons une matrice Xu et
un graphe Gu(V u, Eu) associé, explorer différents vecteurs u revient donc à explorer
différents graphes explicatifs, tous issus des deux variables fonctionnelles τ et I.

2. effectuer un Generalized Fused Lasso (Tibshirani et Taylor (2011)) sur chaque graphe
indexé par u à partir de l’équation (2.4) :

βu,GFL = argmin
βu

(

1

2

nX

i=1

(yi −Xu
i β

u)2
)

+ λu
p

nτ
X

v=1

nI
X

w=1

|βu|+ λu
f

X

(j,k) 2 Eu

|βu
j − βu

k | (2.4)

avec : λu
p ≥ 0 et λu

f ≥ 0 les paramètres de régularisation à optimiser. Pour j = (v, w)
fixé, les couples (j, k) relatifs à j et contenus dans E sont (j, k)1 = ((v, w), (v + 1, w)) et
(j, k)2 = ((v, w), (v, w + 1)).

3. utiliser un critère pour choisir le meilleur graphe de prédicteurs Gu⇤
(V u⇤

, Eu⇤
) et les coef-

ficients estimés ˆβu⇤ associés

4. calculer les résidus associés au meilleur modèle εu
⇤
= yi −Xu⇤

i
ˆβu⇤

5. vérifier les conditions d’arrêts pour :

• retourner à l’étape 2 en remplaçant la variable à prédire par les résidus du meilleur
modèle εu

⇤
obtenus à l’étape 4

• ou arrêter l’approche

Figure 1 – Voisinage pris en compte dans le cadre du Generalized Fused LASSO

3 Quelques résultats

Nous avons tout d’abord illustré notre approche avec des simulations pour bien comprendre
ses caractéristiques. Nous nous sommes donnés pour cela des variables explicatives de tempé-
rature et d’irradiance (issues d’expérimentations du projet européen INNOVINE, pour étudier

4
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les effets combinés d’une exposition des baies de raisin plus ou moins forte au soleil et d’une
température de l’air normale ou élevée de quelques degrés.) ainsi qu’un vecteur de coefficients
parcimonieux. La variable à prédire (variable fictive pour les simulations) a été simulée en asso-
ciant le tableau de contingence des variables explicatives, le vecteur de coefficients qu’il s’agissait
d’estimer et un bruit Gaussien. La figure 2 illustre à gauche un exemple de vecteur de coefficients
simulé. Dans cet exemple, on simule une influence positive au coeur d’une zone d’influence né-
gative pour des valeurs faibles de température et d’irradiance sur la variable à prédire. Les cases
blanches correspondent à aucune influence (coefficients nuls) des variables explicatives et les cases
noires correspondent aux modalités conjointes n’ayant jamais été observées dans le cadre de ces
données. L’objectif ici est d’identifier un modèle qui respecte la parcimonie simulée et estime les
zones d’influence négative et positive, tout en tenant compte de la continuité des valeurs d’une
case à l’autre. L’estimation des coefficients avec notre approche est illustrée avec le graphique de
droite. L’estimation des zones d’influence et non influence sont relativement bien reproduites.

Figure 2 – Coefficients simulés (à gauche) et coefficients estimés (à droite).

Cette approche a été appliquée sur les variations hebdomadaires d’indices de Ferari (variables
réelles issues des expérimentations d’INNOVINE, qui sont une mesure non destructive de la
qualité des baies de raisin). Les résultats seront présentés lors de la conférence.

4 Conclusion

SPICEFP est une approche exploratoire utilisant des outils de la statistique inférentielle. Son
but primordial est de fournir des modalités conjointes participant à l’explication d’une variable
réponse. Elle sous-entend une influence conjointe des prédicteurs et est conçue pour une explo-
ration dans ce sens. L’un de ses atouts est sa capacité à identifier à une nouvelle itération, une
nouvelle distribution conjointe permettant de mieux expliquer la variable à prédire. Ce faisant,
on augmente les risques de surestimation. D’où une sensibilité de l’approche à la surestimation
lorsque l’erreur de mesure associée à la variable à prédire est élevée. Deux techniques développées
lors de la conception de l’approche permettent d’identifier les cas de surestimation.
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Résumé. Nous nous intéressons ici à la question de la détection d’une rupture caractérisée
par un saut dans l’intensité d’un processus de Poisson, définie par rapport à une mesure
Ldt (L > 0) sur [0, 1]. Ce travail, qui peut être vu comme une étape préliminaire à la
construction de procédures de localisation de rupture, présente une étude minimax non
asymptotique. En considérant la distance usuelle de L2([0, 1]), nous établissons les vitesses
de séparation minimax sur différentes classes d’alternatives, définies selon la connaissance
ou non de la position et/ou de la taille du saut. Nous montrons ainsi que la connaissance
de la position ou de la taille du saut permet d’obtenir une vitesse de séparation minimax
d’ordre L−1/2, et que l’adaptation en ces deux paramètres simultanément dégrade la vitesse
d’un facteur (log logL)1/2. Ces résultats, cohérents avec les résultats asymptotiques ou non
asymptotiques disponibles en modèle gaussien classique, sont valables à la fois dans le cas
où l’intensité de référence est fixée a priori, et dans le cas général, où l’intensité de référence
n’est plus fixée. Une démarche progressive est proposée pour la construction de tests
minimax et adaptatifs au sens du minimax, allant des tests simples de Neyman-Pearson
jusqu’aux tests basés sur des approches d’agrégation. Les propriétés non asymptotiques de
ces tests sont établies par le biais d’une astuce de conditionnement dans le cas général pour
le risque de première espèce, et de nouvelles inégalités exponentielles pour des suprema
de martingales carrées pour le risque de deuxième espèce.
Mots-clés. Détection de rupture, processus de Poisson, test minimax, test adaptatif.

Abstract. We here focus on the question of detecting a single change point characterized
by a jump in the intensity of a Poisson process, defined with respect to some measure Ldt
(L > 0) over the interval [0, 1]. This work, which can be viewed as a preliminary step
to the construction of change point localization procedures, presents a nonasymptotic
minimax study. By considering the usual distance of L2([0, 1]), we establish the minimax
separation rates over various classes of alternatives, defined according to whether or not
the jump position and/or size are known. We thus prove that the knowledge of the
position or the size of the jump allows to obtain a minimax separation rate of order
L−1/2, and that the adaptation to those two parameters simultaneously deteriorates the
rate by a (log logL)1/2 factor. These results, that are consistent with available asymptotic
and nonasymptotic results in the classical Gaussian framework, are valid in the case where
the reference intensity is fixed a priori, as well as in the general case, where the reference

1

381 sciencesconf.org:jds2020:320003

•



intensity is not fixed. A progressive methodology is proposed for the construction of
minimax and minimax adaptive tests, starting from single Neyman-Pearson tests up to
aggregation-based tests. The nonasymptotic properties of those tests are established from
a conditioning trick in the general case as for the first kind error rate, and new exponential
inequalities for suprema of square martingales as for the second kind error rate.
Keywords. Change point detection, Poisson process, minimax test, adaptive test.

1 Introduction

Les suites d’occurrences d’événements aléatoires observées sur un intervalle de temps sont
généralement modélisées par des processus ponctuels. Il semble par exemple désormais
admis que les occurrences de certaines tentatives d’intrusion dans des systèmes informa-
tiques peuvent être modélisées par des processus de Poisson ou des processus de Hawkes
lorsque l’on considère des phénomènes de contagion (Peng et al. (2016), Baldwin et al.
(2017)). La question de la détection de ruptures dans la loi de processus ponctuels peut
donc traduire des problèmes concrets de détection de changements de régimes dans les
tentatives d’intrusion, qui sont des enjeux-clés de la sécurité numérique.
Nous nous intéressons plus particulièrement à la détection d’une rupture dans la loi Pλ

d’un processus de Poisson N = (Nt)t2[0,1], d’intensité λ 2 L2([0, 1]) par rapport à une
mesure Ldt (L>0). Nous envisageons cette question sous l’angle d’un test d’homogénéité
du processus de Poisson N et des vitesses de séparation minimax correspondantes sur
des classes d’alternatives caractérisées par un saut, de position et de taille connues ou
inconnues, de l’intensité λ, pour la distance d associée à la norme usuelle k·k2 de L2([0, 1]).
Avant d’aborder le cas général du test d’homogénéité, nous nous penchons sur le cas plus
simple du test d’adéquation à un processus de Poisson d’intensité λ0 constante connue.
Pour simplifier les notations, on confondra la fonction λ0 constante sur [0, 1], et sa valeur
en n’importe quel point de [0, 1]. L’ensemble H0 désignera donc dans une première partie
le singleton {λ0}, puis dans une deuxième partie l’ensemble des intensités constantes. Le
sous-ensemble H de L2([0, 1])\H0 désignera une classe d’alternatives pour λ.
Pour (α, β) 2 (0, 1)2 et tout test non randomisé φα de (H0):"λ 2 H0" contre (H1):"λ 2 H",
de niveau α (i.e. tel que supλ2H0

Pλ(φα = 1)  α), la vitesse de séparation uniforme de
niveau β de φα sur la classe d’alternative H (pour d) est définie (c.f. Baraud (2002)) par :

SR(φα,H, β) = inf{r ≥ 0 : sup
λ2H, d(λ,H0)≥r

Pλ(φα = 0)  β}.

La vitesse de séparation minimax de niveaux α et β sur H (pour d) est alors définie par :

mSR(H,α, β) = inf
φα, supλ2H0

Pλ(φα=1)α
SR(φα,H, β).

Remarquons que les définitions ci-dessus s’étendent naturellement aux tests randomisés.
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2 Détection de rupture dans un processus de Poisson

d’intensité de référence λ0 fixée

Dans cette partie, l’objectif est de tester l’hypothèse nulle selon laquelle le processus de
Poisson N est homogène, d’intensité constante connue λ0 contre l’hypothèse alternative
selon laquelle N est d’intensité λ définie par λ(t) = λ0 + δ1(τ,1](t) pour tout t 2 (0, 1)
avec δ 2 (−λ0,+1) \ {0} et τ 2 (0, 1), en distinguant différents cas selon la connaissance
ou non de la position τ et/ou de la taille δ du saut d’intensité. Afin de formaliser les
hypothèses des différents problèmes de test envisagés, nous introduisons donc H0 = {λ0},
et pour (δ⇤, τ ⇤, R)2((−λ0,+1)\{0})⇥(0, 1)⇥(0,+1) les classes d’alternatives suivantes :

Hλ0,δ∗,⌧∗ = {λ : λ(t) = λ0 + δ⇤1(⌧∗,1](t)},
Hλ0,⌧∗ = {λ : 9δ 2 (−λ0,+1) \ {0}, λ(t) = λ0 + δ1(⌧∗,1](t)},
Hλ0,δ∗ = {λ : 9τ 2 (0, 1), λ(t) = λ0 + δ⇤1(⌧,1](t)},
Hλ0(R) = {λ : 9δ 2 (−λ0, R− λ0) \ {0}, 9 τ 2 (0, 1), λ(t) = λ0 + δ1(⌧,1](t)}.

Pour les problèmes de test de (H0):"λ 2 H0" contre (H1):"λ 2 Hλ0,δ∗,⌧∗" ou (H1):"λ 2
Hλ0,⌧∗", des tests randomisés, uniformément plus puissants ou uniformément plus puis-
sants parmi les tests sans biais, peuvent être construits à partir des rapports de vraisem-
blances. Nous montrons que ces tests, basés sur la statistique de comptage N((τ ⇤, 1]),
atteignent la vitesse de séparation minimax, d’ordre L−1/2 dans le deuxième problème.
Pour les problèmes de test liés aux classes d’alternatives Hλ0,δ∗ et Hλ0(R), traitant donc de
l’adaptation par rapport à la position de saut, les statistiques de test sont plus complexes,
basées sur des approches d’agrégation, étroitement liées aux tests multiples.

Notons au préalable que pour λ = λ0 + δ1(⌧,1] et H0 = {λ0}, d(λ,H0) = |δ|
p
1− τ .

2.1 Adaptation à la position de saut

Considérant le problème de test de (H0):"λ 2 H0" contre (H1):"λ 2 Hλ0,δ∗" pour δ⇤ 2
(−λ0,+1) \ {0} (connu), on obtient pour la vitesse de séparation minimax sur Hλ0,δ∗ la
borne inférieure suivante.

Proposition 1 (Borne inférieure). Soit (α, β) 2 (0, 1)2 vérifiant α + β < 1 et δ⇤ 2
(−λ0,+1) \ {0}. Pour C1(α, β) = 1 + 4(1− α− β)2, et L ≥ λ0 logC1(α, β)/(δ

⇤)2, on a :

mSR(Hλ0,δ∗ ,α, β) ≥
p

λ0 logC1(α, β)/L.

Les arguments de preuve sont adaptés de la théorie bayésienne développée notamment
par Ingster (1993) et Baraud (2002) dans des cadres asymptotique et non asymptotique.

Pour montrer que cette borne inférieure est d’ordre optimal, nous construisons un test de
niveau α, basé sur l’agrégation de statistiques de comptage driftées. Pour tout α 2 (0, 1)
et L ≥ 1, on définit :

φ(1)
α = 1{Sλ0,δ

∗ (N)>sλ0,1−α},
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où Sλ0,δ∗(N) = supt2[0,1] (sgn(δ
⇤)(N((t, 1])− λ0L(1− t))− |δ⇤|L(1− t)/2) et sλ0,1−α est

le (1−α)-quantile de Sλ0,δ∗(N) sous l’hypothèse (H0). Le résultat ci-dessous, qui découle
des résultats sur les suprema et infima de processus de Poisson de Pyke (1959) et Takács
(1965), montre que la vitesse de séparation uniforme du test φ

(1)
α sur Hλ0,δ∗ atteint la

vitesse minimax à une constante multiplicative près. Ainsi, l’adaptation à la position de
saut, quand la taille de saut est connue, peut se faire sans perte pour la vitesse.

Proposition 2 (Borne supérieure). Soit (α, β) 2 (0, 1)2 et δ⇤ 2 (−λ0,+1) \ {0}. Il
existe C(α, β, δ⇤) > 0 telle que pour tout L ≥ 1, SR(φ(1)

α ,Hλ0,δ∗ , β)  C(α, β, δ⇤)/
p
L et

par conséquent mSR(Hλ0,δ∗ ,α, β)  C(α, β, δ⇤)/
p
L.

2.2 Adaptation à la position et la taille de saut simultanément

Considérant le problème de test de (H0):"λ 2 H0" contre (H1):"λ 2 Hλ0(R)" (R > 0), on
obtient pour la vitesse de séparation minimax sur Hλ0(R) la borne inférieure suivante.

Proposition 3 (Borne inférieure). Soit (α, β) 2 (0, 1)2 vérifiant α+β < 1− (log(2)/3)1/2

et R > 0. Il existe L(α, β,λ0, R) > 0 telle que pour tout L ≥ L(α, β,λ0, R), mSR(Hλ0(R),α, β) ≥
p

λ0 log logL/L.

Pour L ≥ 3, soit ΘL =
{

1− 2−k; k 2 {1, ..., 2blog2 Lc}
 

. Pour tout θ de ΘL, on considère

V✓ le sous-espace vectoriel de L2([0, 1]) engendré par ϕ✓ = (1− θ)−1/2
1(✓,1]. Notant ΠV✓

la
projection orthogonale sur V✓ dans L2([0, 1]), un estimateur sans biais de kΠV✓

(λ− λ0)k
2
2

est donné par Tλ0,✓(N) = 1
L2(1−✓)

(N((θ, 1])2 −N((θ, 1]))− 2λ0

L
N((θ, 1]) + λ2

0(1− θ).

Si tλ0,✓,u désigne le u-quantile de la loi de Tλ0,✓(N) sous (H0), on considère le test :

φ(2)
α = 1max✓2ΘL(Tλ0,θ

(N)−tλ0,θ,1−α/( 2blog2(L)c ))>0.

Theorem 4 (Borne supérieure). Soit (α, β) 2 (0, 1)2. Il existe L0(α, β,λ0, R) > 0

et C(α, β,λ0, R) > 0 telles que pour tout L ≥ L0(α, β,λ0, R), SR(φ
(2)
α ,Hλ0(R), β) 

C(α, β,λ0, R)
p

log logL/L et mSR(Hλ0(R),α, β)  C(α, β,λ0, R)
p

log logL/L.

Cette borne supérieure, basée sur une nouvelle inégalité de concentration pour les suprema
de martingales carrées (c.f. Le Guével (2020)), avec la borne inférieure obtenue dans la
Proposition 3, mettent en évidence une perte inévitable de l’ordre d’un facteur (log logL)1/2

dans la vitesse de séparation minimax sur Hλ0(R). Une telle perte apparaît fréquemment
dans la littérature traitant de problèmes d’adaptation au sens du minimax (c.f. Spokoiny
(1996) ou Baraud (2002) dans des cadres gaussiens, Fromont et al. (2011) dans un cadre
poissonien inhomogène). Ce résultat vient donc confirmer l’intuition que nous pouvions
avoir à la lecture de ces références. De plus, il est semblable à la borne inférieure obtenue
(comme conséquence de résultats plus généraux) par Gao, Han and Zhang (2019) pour le
problème de détection de rupture dans l’espérance de variables i.i.d. de loi gaussienne.
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3 Détection de rupture dans un processus de Poisson

d’intensité de référence inconnue

Nous considérons à nouveau le problème de test de l’hypothèse nulle selon laquelle le
processus de Poisson N est homogène contre l’hypothèse alternative selon laquelle son
intensité présente un saut de taille δ en τ , en distinguant différents cas selon la connais-
sance ou non de δ et/ou τ , mais en ne supposant plus l’intensité du processus connue
sous (H0). H0 = H0(R) désigne l’ensemble des fonctions constantes positives sur [0, 1] et
bornées par R > 0, et on introduit pour δ⇤ 2 (−1, R) \ {0} et τ ⇤ 2 (0, 1) les classes :

Hδ∗,τ∗(R) = {λ : 9λ0 2 ((−δ⇤) _ 0, (R− δ⇤) ^R),λ(t) = λ0 + δ⇤1(τ∗,1](t)},
Hτ∗(R) = {λ : 9λ0 2 (0, R), δ 2 (−λ0, R− λ0) \ {0},λ(t) = λ0 + δ1(τ∗,1](t)},
Hδ∗(R) = {λ : 9λ0 2 ((−δ⇤) _ 0, (R− δ⇤) ^R), τ 2 (0, 1),λ(t) = λ0 + δ⇤1(τ,1](t)},
H(R) = {λ : 9λ02(0, R), τ 2(0, 1), δ2(−λ0, R− λ0)\{0},λ(t) = λ0 + δ1(τ,1](t)}.

Comme ci-dessus, pour les problèmes de test de (H0):"λ 2 H0(R)" contre (H1):"λ 2
Hδ∗,τ∗(R)" ou (H1):"λ2Hτ∗(R)", on peut construire des tests uniformément plus puis-
sants ou uniformément plus puissants parmi les tests sans biais, basés sur la statistique
N((τ ⇤, 1]), et atteignant la vitesse de séparation minimax, d’ordre L−1/2 dans le deuxième
problème. La loi de N((τ ⇤, 1]) n’étant pas libre de l’intensité du processus sous (H0),
l’utilisation de quantiles conditionnels, inspirés de Fromont et al. (2011), vient éviter le
recours à des méthodes de rééchantillonnage de type bootstrap ou permutation pour pallier
ce problème. Nous montrons pour les classes d’alternatives Hδ∗(R) et H(R) des résultats
similaires à ceux obtenus dans les propositions 1 et 3, à savoir une borne inférieure pour
la vitesse de séparation minimax sur Hδ∗(R) d’ordre L−1/2 et une borne inférieure pour
la vitesse de séparation minimax sur H(R) d’ordre (log logL/L)1/2. Pour ces problèmes,
nous construisons des tests basés comme précédemment sur des approches d’agrégation,
mais combinées ici à une astuce de conditionnement pour le choix des quantiles.

3.1 Adaptation à la position de saut

Considérant le problème de test de (H0):"λ 2 H0(R)" contre (H1):"λ 2 Hδ∗(R)" pour
R > 0 et δ⇤ 2 (−1, R) \ {0} (connu), nous définissons :

φ(3)
α = 1n

S
(1)
δ∗

(N)>s
(1)
1−α/2

(N1)
o _ 1n

S
(2)
δ∗

(N)>s
(2)
1−α/2

(N1)
o,

où S
(1)
δ∗ (N) = supt2[0,1] (sgn(1/2− t)(N((0, t])− tN((0, 1]))− |δ⇤|Lt(1− t)/2), S

(2)
δ∗ (N) =

supt2[0,1] (sgn(t− 1/2)(N((0, t])− tN((0, 1]))− |δ⇤|Lt(1− t)/2) et s
(1)
1−α/2(n) (respective-

ment s
(2)
1−α/2(n)) est le (1 − α/2)-quantile conditionnel de S

(1)
δ∗ (N) (respectivement de

S
(2)
δ∗ (N)) sachant N1 = n pour tout n 2 N sous (H0). Nous montrons que ce test at-

teint, à une constante multiplicative près, la vitesse de séparation minimax sur la classe
d’alternatives Hδ∗(R) considérée, qui est d’ordre L−1/2.
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3.2 Adaptation à la position et la taille de saut simultanément

Dans le cas du problème de test général de (H0):"λ 2 H0(R)" contre (H1):"λ 2 H(R)",
nous considérons, pour L ≥ 4, ΘL = {2−k; k 2 {2, ..., dlog2(L)e}} [ {1 − 2−k; k 2
{1, ..., blog2(L)c}}, et pour θ 2 ΘL, le sous-espace vectoriel Wθ de L2([0, 1]), engen-
dré par ψ0 = 1[0,1], et ψθ = −

p

1− θ/θ1(0,θ] +
p

θ/(1− θ)1(θ,1]. Un estimateur sans
biais de kΠW✓

(λ) − Πψ0(λ)k
2
2 (ΠW✓

et Πψ0 désignant respectivement les projections or-
thogonales dans L2([0, 1]) sur Wθ et Vect( 0)) est donné par la statistique Tθ(N) =
θ

1−θ
1
L2 (N((θ, 1])2−N((θ, 1])) + 1−θ

θ
1
L2 (N((0, θ])2−N((0, θ]))− 2

L2N((0, θ])N((θ, 1]).
Pour tout n 2 N, on note tθ,u(n) le u-quantile de la loi de Tθ(N) sachant N1 = n sous
(H0). Alors le test défini par

φ(4)
α = 1{max✓2ΘL(T✓(N)−t✓,1−α/(2blog2(L)c−1)(N1))>0},

atteint la vitesse de séparation minimax sur H(R), d’ordre (log logL/L)1/2. Notons que
ce test, lié aux tests multiples de type Bonferroni, peut être rendu moins conservatif en
remplaçant le niveau ajusté α/(2blog2(L)− 1) par un niveau dépendant de N , inspiré des
tests multiples de type minp (c.f. Fromont et al. (2011), Fromont et al. (2016)).

Note : Ce travail a été réalisé avec le soutien de la D.G.A. et de la région Bretagne.
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Résumé. Les algorithmes d’apprentissage automatique sont de plus en plus souvent
utilisés dans des situations pratiques, remplaçant parfois l’humain dans des processus de
décision complexes. Ainsi, l’interprétabilité de ces algorithmes est un besoin pressant.
Une méthode populaire pour obtenir l’explicabilité d’un algorithme est LIME (Local
Interpretable Model-Agnostic Explanation). Dans ce travail, nous proposons la première
analyse théorique de LIME. En particulier, nous obtenons l’expression exacte des coefficients
du modèle interprétable lorsque la fonction à expliquer est linéaire. Nous montrons que
dans ce cas les explications fournies par LIME sont fondées. Cependant, notre analyse
révèle également que certains choix de largeur de bande peuvent mener à l’oubli de
paramètres importants.

Mots-clés. apprentissage automatique, intelligence artificielle explicable.

Abstract. Machine learning is used more and more often for sensitive applications,
sometimes replacing humans in critical decision-making processes. As such, interpretability
of these algorithms is a pressing need. One popular algorithm to provide interpretability
is LIME (Local Interpretable Model-Agnostic Explanation). In this paper, we provide the
first theoretical analysis of LIME. We derive closed-form expressions for the coefficients of
the interpretable model when the function to explain is linear. We show that in this case
LIME indeed discovers meaningful features. However, our analysis also reveals that poor
choices of parameters can lead LIME to miss important features.

Keywords. machine learning, explainable AI.

1 Introduction

The recent advance of machine learning methods is partly due to the widespread use of
very complicated models, for instance deep neural networks. As an example, the Inception
Network (Szegedy et al., 2015) depends on approximately 23 million parameters. While
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these models achieve and sometimes surpass human-level performance on certain tasks
(image classification being one of the most famous), they are often perceived as black boxes,
with little understanding of how they make individual predictions.

This lack of understanding is a problem for several reasons. First, it can be a source of
catastrophic errors when these models are deployed in the wild. For instance, for any safety
system recognizing cars in images, we want to be absolutely certain that the algorithm is
using features related to cars, and not exploiting some artifacts of the images. Second,
this opacity prevents these models from being socially accepted. It is important to get a
basic understanding of the decision making process to accept it.

Model-agnostic explanation techniques aim to solve this interpretability problem by
providing qualitative or quantitative help to understand how black-box algorithms make
decisions. Since the global complexity of the black-box models is hard to understand, they
often rely on a local point of view, and produce an interpretation for a specific instance.
In this article, we focus on such an interpretability technique: Local Interpretable
Model-Agnostic Explanations (LIME, Ribeiro et al. (2016)).

(a) original image (b) explaining 'terrapin' (c) explaining 'strawberry'

Figure 1: LIME in the context of object identification in images. We used Inception
(Szegedy et al., 2015) as a black-box model. Terrapin, a sort of turtle, is the top label
predicted for the image in panel (a). Panel (b) shows the results of LIME, explaining how
this prediction was made. The highlighted parts of the image are the superpixels with
the top 5 coefficients in the surrogate linear model. We ran the same experiment for the
‘strawberry’ label in panel (c).

2 LIME: Outline and notation

From now on, we will consider a particular model encoded as a function f : Rd
R and

a particular instance ξ R
d to explain. We make no assumptions on this function, e.g.,

how it might have been learned. We simply consider f as a black-box model giving us
predictions for all points of the input space. Our goal will be to explain the decision f ξ

that this model makes for one particular instance ξ.
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As soon as f is too complicated, it is hopeless to try and fit an interpretable model
globally, since the interpretable model will be too simple to capture all the complexity of f .
Thus a reasonable course of action is to consider a local point of view, and to explain f in
the neighborhood of some fixed instance ξ. This is the main idea behind LIME: To explain
a decision for some fixed input ξ, sample other examples around ξ, use these samples to
build a simple interpretable model in the neighborhood of ξ, and use this surrogate model
to explain the decision for ξ.

One additional idea that makes a huge difference with other existing methods is to use
discretized features of smaller dimension d to build the local model. These new categorical
features are easier to interpret, since they are categorical (one can think of a single letter
for the size, S-M-L, instead of a number). In the case of images, they are built by using a
split of the image ξ into superpixels (homogeneous patches of the image, Ren and Malik,
2003). See Figure 1 for an example of LIME output in the case of image classification. In
this situation, the surrogate model highlights the superpixels of the image that are the
most “active” in predicting a given label.

Whereas LIME is most famous for its results on images, it is easier to understand how it
operates and to analyze theoretically on tabular data (that is, multivariate data without
specific structure). In this setting, LIME works essentially in the same way, with a main
difference: TabularLIME requires a train set, and each feature is discretized according to
the empirical quantiles of this training set. Note that the discretization process in this
case does not group features together. A succinct description of the algorithm is given in
Algorithm 1.

Algorithm 1 TabularLIME for regression
Require: Model f , # of new samples n, instance ξ,

bandwidth ν, # of bins p, mean µ, variance σ2

1: q GetQuantiles(p,µ,σ)
2: t Discretize(ξ,q)
3: for i 1 to n do
4: for j 1 to d do
5: yi,j SampleUniform( 1, . . . , p )
6: q¸, qu qj,yij

, qj,yij 1

7: xi,j SampleTruncGaussian(q¸, qu, µ, σ)
8: zi,j 1tj yi,j

9: end for
10: πi exp ‖xi ξ‖2

2ν2

11: end for
12: β WeightedLeastSquares(z, f x , π)
13: return β

Let us note that Tabular-

LIME can be used both
for regression and classifica-
tion. Here we focus on the
regression mode: the out-
puts of the model are real
numbers, and not discrete
elements. In some sense,
this is a more general set-
ting than the classification
case, since the classification
mode operates as Tabular-

LIME for regression, but
with f chosen as the func-
tion that gives the likeli-
hood of belonging to a cer-
tain class according to the
model.

Given a class of simple, interpretable models G, TabularLIME selects the best of these
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models by solving

arg min
g G

Ln f, g, πξ Ω g , (2.1)

where Ln is a local loss function evaluated on the new examples x1, . . . , xn, and Ω : Rd
R

is a regularizer function. For instance, a natural choice for the local loss function is the
weighted squared loss

Ln f, g, π :
1
n

n

i 1

πi f xi g zi
2 . (2.2)

In this work, we will focus exclusively on the linear models, in our opinion the easiest
models to interpret. Namely, we set g zi β zi β0, with β R

d and β0 R. To get rid
of the intercept β0, we now use the standard approach to introduce a phantom coordinate 0,
and z, β R

d 1 with z0 1. We also stack the zis together to obtain Z 0, 1 n d 1 .
The regularization term Ω g is added to insure further interpretability of the model

by reducing the number of non-zero coefficients in the linear model given by TabularLIME.
Typically, one uses L2 regularization (ridge regression is the default setting of LIME) or L1

regularization (the Lasso). To simplify the analysis, we will set Ω 0 in the following. We
believe that many of our results stay true in a regularized setting, especially the switch-off

phenomenon that we are going to describe below: coefficients are even more likely to be
set to zero when Ω 0.

In other words, in our case TabularLIME performs weighted linear regression on the
interpretable features zis, and outputs a vector β R

d 1 such that

β arg min
β Rd 1

1
n

n

i 1

πi yi β zi
2 . (2.3)

3 Main results

We are now ready to state our main result. Let us denote by β the coefficients of the linear
surrogate model obtained by TabularLIME. In a nutshell, when the underlying model f
is linear, we can derive the average value β of the β coefficients. The exact form of the
proportionality coefficients is given in the formal statement below, it essentially depends
on the scaling parameters

µ̃ :
ν2µ σ2ξ

ν2 σ2
R

d and σ̃ :
ν2σ2

ν2 σ2
0 ,

and the qj s, the quantiles left and right of the ξjs.
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Theorem 3.1 (Coefficients of the surrogate model, theoretical values). Assume
that f is of the form x a x b, and set

βj :
f µ̃ d

j 1
ajθj

1 αj
if j 0

ajθj

αj 1 αj
otherwise,

(3.1)

where, for any 1 j d, we defined

αj :
1
2

erf
x µ̃j

σ̃ 2

qj

qj

and θj :
σ̃

2π
exp

x µ̃j
2

2σ̃2

qj

qj

.

Let η 0, 1 . Then, with high probability greater than 1 η, it holds that
.

.

.β β
.

.

.

log 1 η
n

,
with constants depending on f , µ, and σ.

Figure 2 shows how our theoretical predictions match empirical results. We now discuss
the consequences of Theorem 3.1.

Dependency in the partial derivatives. A first consequence of Theorem 3.1 is
that, in the linear case, the coefficients of the linear model given by TabularLIME are
approximately proportional to the partial derivatives of f at ξ, with constant
depending on our assumptions. An interesting follow-up is that, if f depends only on a few
features, then the partial derivatives in the other coordinates are zero, and the coefficients
given by TabularLIME for these coordinates will be 0 as well. In a simple setting, we
thus showed that TabularLIME does not produce interpretations with additional erroneous
feature dependencies. Indeed, when the number of samples is high, the coordinates which
do not influence the prediction will have a coefficient close to the theoretical value 0 in
the surrogate linear model. We believe that this forgetting of irrelevant features holds for
more general functions.

Influence of the bandwidth. Unfortunately, Theorem 3.1 does not provide directly
a founded way to pick ν, which would for instance minimize the variance for a given
level of noise. The quest for a founded heuristic is still open. However, we gain some
interesting insights on the role of ν. Namely, for fixed ξ, µ, and σ, the multiplicative
constants θj αj 1 αj appearing in Eq. (3.1) depend essentially on ν.

It is possible to artificially (or by accident) put θj to zero, therefore forgetting about
feature j in the explanation, whereas it could play an important role in the prediction. An
interesting take is that ν not only decides at which scale the explanation is made, but also
the magnitude of the coefficients in the interpretable model, even for small changes of ν.
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Figure 2: Values of the coefficients obtained by TabularLIME on each coordinate in
dimension d 13 for a linear model trained on the Boston housing dataset (Harrison Jr.
and Rubinfeld, 1978). The βjs are concentrated around the red crosses, which denote the
βjs, the theoretical values predicted by Theorem 3.1. To produce the figure, we ran 20
experiments with n 103 new samples generated for each run and we set ν 1.

4 Conclusion

In this paper we provide the first theoretical analysis of LIME, with some good news
(LIME discovers interesting features) and bad news (LIME might forget some important
features). We invite the interested reader to read Garreau and von Luxburg (2020), a
much more complete version of this work accepted to AISTATS 2020.
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Résumé. Contrairement à l’analyse de données RNA-sequencing en masse (bulk
RNA-seq) mesurant l’expression génique moyenne dans une population cellulaire, l’analyse
de données RNA-seq par cellule unique (scRNA-seq) permet à présent d’étudier des
phénomènes biologiques à l’échelle uni-cellulaire. L’analyse de l’expression différentielle
consiste à tester l’association de l’expression d’un gène avec un ou plusieurs facteurs.
Alors que la complexité grandissante des études appelle à une plus grande polyvalence
des approches, la majorité des méthodes existantes se limite à une comparaison entre deux
conditions uniquement. Ces approchent s’appuient sur des hypothèses distributionnelles
fortes qu’il est difficile de vérifier en pratique. De plus, les données RNA-seq en cellule
unique sont caractérisées par une proportion de zéros très importante, ce qui complexi-
fie leur modélisation. Nous proposons donc une nouvelle approche permettant de tester
l’association de l’expression d’un gène, quelque soit sa distribution, avec une ou plusieurs
variables explicatives d’intérêt (continues ou discrètes), potentiellement ajustées sur des
covariables additionnelles. Nous estimons la fonction de répartition de l’expression d’un
gène dans une cellule par une méthode de régression et comparons l’estimation condi-
tionnelle aux variables d’intérêt à l’estimation marginale, à l’aide d’une distance. Entre
autres, le choix de la norme 1, la norme 2 ou la norme infinie sera discuté. Grâce à un test
par permutations, nous pouvons ainsi détecter les gènes différentiellement exprimés selon
les facteurs d’intérêt. Notre méthode se veut particulièrement flexible de par son adapt-
abilité à tout design expérimental qui peut s’exprimer dans l’équation de régression. Nous
présenterons une application sur un jeu de données réelles étudiant des sous-populations
de cellules dendritiques, qui a motivé ce développement méthodologique, ainsi que les
premiers résultats de nos simulations numériques.

Mots-clés. RNA-seq par cellule unique, expression génique, fonction de répartition
conditionnelle, test par permutations, cellules dendritiques

Abstract. Unlike bulk RNA-seq data analysis (using the average gene expression in
a cell population), the analysis of single-cell RNA-seq (scRNA-seq) data makes it possi-
ble to study biological mechanisms at the cellular level. Differential Expression Analysis
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(DEA) consists in testing the association of a gene expression with one or more factors.
State-of-the-art methods for scRNA-seq DEA face methodological issues, as they rely on
strong distributional assumptions that are difficult to test in practice, questioning the va-
lidity of their results given the high rate of zeros in scRNA-seq data. While the increasing
complexity of clinical and biological studies calls for greater tools versatility, the majority
of existing methods only tackles the comparison between two conditions. We propose a
new distribution-free approach to test the association of gene expression to one or several
variables of interest (continuous or discrete) potentially adjusted to additional covariates.
We estimate the cumulative distribution function of gene expression through regression
method and compare the conditional estimation to the marginal estimation using a dis-
tance (the choice of L1 norm, L2 norm or the infinite norm will be discussed). Through a
permutation test, we can thus detect genes that are differentially expressed according to
the factors of interest. Our method is particularly flexible because of its adaptability to
any experimental design that can be expressed in the regression equation. We will present
an application on a real data set studying subpopulations of blood dendritic cells, which
motivated this methodological development, as well as the first results of our numerical
simulations.

Keywords. single-cell RNA-seq, gene expression, conditional cumulative function,
permutation test, dendritic cells

1 Limites des méthodes scRNA-seq existantes

La technologie single-cell RNA-seq (scRNA-seq) rend possible la mesure simultanée de
l’expression génique à l’échelle unicellulaire, dans des milliers de cellules (contrairement
à la technologie RNA-seq en masse) permettant ainsi d’étudier de nouvelles questions
biologiques comme l’identification des différents types de cellules ou l’hétérogénéité des
réponses cellulaires. Notre objectif est de réaliser une analyse différentielle de l’expression
génique, c’est-à-dire trouver quels gènes sont différentiellement exprimés en fonction de
certaines variables d’intérêt.

L’expression d’un gène étant mesurée dans des centaines voire milliers de cellules,
on a accès à la répartition des différentes expressions de ce gène dans celles-ci. D’une
part, la particularité des données single-cell est leur extrême parcimonie : l’expression
des gènes n’est pas mesurée dans la plupart des cellules conduisant à l’imputation de
zéros pour de nombreux gènes. D’autre part, certains bruits techniques ainsi que les
différences biologiques des cellules présentes dans un même échantillon peuvent génèrer
des distributions multimodales et hétérogènes. Par conséquent, caractériser la distribu-
tion de l’expression génique par cellule de manière paramétrique reste alors délicat; des
modèles faisant appel à une Binomiale Négative enflée en zéro (ZINB), à une distribution
de Poisson enflée en zéro (ZIP) ou bien à des modèles de mélange de loi Gamma et de loi
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Normale [1, 2, 3, 4] ont été proposés. Or, la variété des distributions possibles pour cha-
cun des gènes rend ces modèles difficilement généralisables. Dans cette direction, Wang et
Nabavi ont proposé SigEMD [5], une méthode non-paramétrique basée sur la distance de
Wassertein mais ne donnant la possibilité de comparer que deux densités, et Delmans et
Hemberg ont présenté D3E [6], une autre méthode non-paramétrique qui propose d’utiliser
soit le test de Cramer-Von Mises soit Kolmogorov-Smirnov afin de comparer la distribu-
tion d’un gène entre deux conditions.

2 Motivation

Un nombre important d’expériences biologiques générant des données scRNA-seq reste
dans le cadre classique de l’analyse différentielle et se limitent à l’étude de 2 conditions
(par exemple, vaccin/placebo). Il est pourtant envisageable de vouloir tester l’association
de l’expression d’un gène avec une variable discrète à plus de 2 classes (sous-populations
cellulaires ou différentes doses vaccinales), ou bien tester l’association avec une variable
continue, comme l’expression d’un autre gène ou des marqueurs biologiques. Le jeu de
données réelles qui a motivé notre travail est composé de 18 513 gènes pour 2 914 cellules
dendritiques (DC). Auparavant, 4 sous-populations ont été annotées: DC1, DC2 & DC3,
pDC et preDC. On cherche à identifier quels gènes s’expriment différentiellement dans
les 4 sous-populations cellulaires et à tester l’association entre profils transcriptomiques.
Les méthodes actuelles ne permettant pas de prendre en compte ce schéma d’étude, nous
proposons une nouvelle méthode d’analyse différentielle pour données scRNA-seq. Cette
dernière se passe d’hypothèse distributionnelle et peut tester l’association de l’expression
génique avec une ou plusieurs variables d’intérêt, qu’elles soient continues et/ou discrètes,
en ajustant sur de potentielles covariables. Notre méthode se voudra être la plus flexible
possible pour s’adapter à n’importe quel schéma expérimental.

3 Méthode

3.1 Estimation de la fonction de distribution conditonnelle

Soit un n-échantillon (X1, Y1, Z1), ...,(Xn, Yn, Zn) i.i.d de même loi que (X, Y, Z). On
considère Y 2 Rn l’expression d’un gène, X 2 Rn⇥p avec p ≥ 1 les variables à tester (con-
tinues et/ou discrètes) et Z 2 Rn⇥q avec q ≥ 1 les covariables (continues et/ou discrètes).
Afin de caractériser la distribution de l’expression génique sachant une ou plusieurs vari-
ables de façon non-paramétrique, nous allons utiliser la fonction de répartition condition-
nelle.

On définit la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X et Z par :

FY |X,Z(y | x, z) = P(Y  y | X = x, Z = z)
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On cherche à estimer F . Or, FY |X,Z(y | x, z) = E(1{Yy} | X = x, Z = z). On peut donc
estimer F par une méthode de régression. On propose d’utiliser une régression logistique.
Le recours à un arbre CART ou à une forêt aléatoire dans le cas d’éventuelles relations
non-linéaires représente une alternative potentielle. Par ailleurs, l’estimation de F se fait
par un ensemble de régressions, une pour chaque observation Yi.

3.2 Test d’hypothèse

3.2.1 Sans covariables Z

Nous cherchons à tester l’indépendance entre Y et X sans ajustement sur des covari-
ables :

H0 : “Y ⊥⊥ X”

ce qui est équivalent à comparer la fonction de répartition conditionnelle à la fonction de
répartition marginale :

H0 : “FY |X(y, x) = FY (y)” contre H1 : “FY |X(y, x) 6= FY (y)”

FY (y) est estimée par l’estimateur empirique bFY (y) =
1
n

Pn
i=1 1{yiy}.

On compare donc la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X à la fonction
de répartition marginale de Y . On définit alors la statistique de test suivante : D =
distance

(
FY |X(y, x), FY (y)

)
. On peut considérer la distance L1, L2 ou L1. Le choix de

celle-ci sera discuté.

3.2.2 Avec covariables Z

Nous cherchons à tester l’indépendance conditionnelle entre Y et X sachant Z. On
teste alors :

H0 : “Y ⊥⊥ X | Z”
ce qui est équivalent à :

H0 : “FY |X,Z(y, x, z) = FY |Z(y, z)” contre H1 : “FY |X,Z(y, x, z) 6= FY |Z(y, z)”

On compare alors la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X et Z à la
fonction de répartition conditionnelle de Y sachant Z pour constater l’influence de X.
On définit alors la statistique de test suivante : D = distance

(
FY |X,Z(y, x, z), FY |Z(y, z)

)
.

3.3 Test par permutations

La distribution asymptotique de la statistique de test D n’étant pas déterminée, nous
proposons d’utiliser des permutations afin d’estimer la distribution empirique de bD sous
l’hypothèse nulle.
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3.3.1 Y ⊥⊥ X

Dans le premier cas, sous H0, Y et X sont indépendantes, donc les observations de
X sont échangeables. Nous effectuons alors B permutations des observations de X afin
d’induire l’indépendance :

• 8i X⇤
i = Xσ(i) with σ 2 Perm{1, ..., n}

• On estime FY |X⇤(Y | X⇤)

• On calcule D⇤
b = distance(FY |X⇤(Y | X⇤), FY (Y )), 8b = 1, ..., B

On obtient donc B statistiques de test sous H0 : D = {D⇤
1, ..., D

⇤
B}. On calcule la p-valeur

associée comme suit : bp =
1

1 + B

 

1 +
B
X

b=1

1{ bD  D⇤
b}
!
. Enfin, on applique la correction

de Benjamini-Hochberg pour la multiplicité des tests.

3.3.2 Y ⊥⊥ X | Z
Si nous devons ajuster sur des covariables Z, alors la procédure de permutation n’est

pas directe. En effet, lorsque nous permutons les observations de X, nous cassons non
seulement le lien entre X et Y comme désiré, mais également le lien entre X et Z. Il
va donc s’agir de préserver la dépendance qui existe entre X et Z. Si Z est une variable
catégorielle, il est possible de regrouper les observations de X en fonction de la valeur de
Z associée, pour ensuite permuter X au sein des groupes. En revanche, cette stratégie
ne peut être appliquée directement dans le cas où Z est continue. On discutera donc
d’une stratégie de permutation conditionnelle basée sur la distance entre les prédictions
des observations de X.

4 Simulation numérique

On simule un n-échantillon ((X1, Y1), ...(Xn, Yn)) 2 {1, 2, 3, 4} ⇥ R avec n = 400 tels
que : Yi ⇠ N (0, 1) si Xi = 0, Yi ⇠ N (β, 1) si Xi = 1, Yi ⇠ N (2β, 1) si Xi = 2 et
Yi ⇠ N (3β, 1) si Xi = 3. On teste si Y ⊥⊥ X en comparant FY |X(y, x) à FY (y). Si β = 0,
nous sommes donc sous l’hypothèse nulle. D’après la figure 1, pour β = 0, l’estimation
de Monte-Carlo sur 1000 simulations de l’erreur de Type 1 est bien controlée à 5% (pour
un seuil fixé arbitrairement à 5%) pour les 3 normes choisies. A mesure que β augmente,
les 4 distributions sont de plus en plus distinctes et la proportion estimée d’hypothèses
nulles rejetées est de plus en plus grande, illustrant ainsi la bonne puissance statistique
de la méthode pour un schéma de simulation simple.
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Figure 1: Estimation de Monte-Carlo sur 1000 simulations de la proportion d’hypothèses
nulles rejetées en fonction de β pour la norme 1, la norme 2 et la norme infinie. La ligne
rouge en pointillés représente le seuil arbitraire de 5%.
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Résumé

Dans ce travail, nous proposons d’étendre la méthode SCGLR, pour la rendre capable d’identifier
des groupes de réponses expliquées par des composantes communes. À l’origine, SCGLR vise la
construction de composantes explicatives dans un grand nombre de covariables, éventuellement for-
tement redondantes. Ces composantes sont supervisées conjointement par l’ensemble des réponses.
Désormais, nous cherchons à identifier des groupes de réponses partageant les mêmes dimensions
explicatives. Dans un cadre écologique par exemple, des communautés d’espèces devraient pouvoir
être modélisées par des composantes propres à chaque communauté. Un algorithme est proposé
afin d’estimer le modèle.

Mots clefs : SCGLR, mélange de réponses, algorithme EM, classification

Abstract

In this work, we propose to extend the SCGLR methodology, enabling it to identify clusters of
responses sharing explanatory components. Originally, SCGLR was designed to find explanatory
components in a large set of possibly highly redundant covariates, something much needed in a
high-dimensional framework. These components are jointly supervised by all the responses. Hen-
ceforth, we aim at identifying clusters of responses sharing the same explanatory dimensions. In
an ecological framework for instance, communities of species should be modeled by components
which are characteristic of each community. An algorithm is proposed in order to estimate the
model.

Keywords : SCGLR, response mixture, EM algorithm, clustering

1 Contexte

Les changements climatiques entrâınent certains dérèglements des écosystèmes pouvant causer
des extinctions d’espèces animales ou végétales. Dans ce contexte, le développement de modèles
permettant de prédire le futur de la biodiversité est devenu un enjeu crucial. Récemment, de nom-
breuses avancées ont été faites dans ce domaine, en particulier par l’extension des modèles de distri-
bution des espèces (Species Distribution Models, SDM), qui traitent les espèces séparément, à des
modèles de distribution jointe (Joint Species Distribution Models, JSDM). Les JSDM permettent
de formaliser l’interdépendance des espèces et de mieux comprendre son impact sur la composition
des communautés. Par ailleurs, modéliser l’abondance des espèces requiert de prendre en compte
un grand nombre de covariables explicatives souvent corrélées, ce qui impose une réduction de
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dimension et la régularisation des modèles.

Dans leur article, Bry et al. [1] proposent une méthode - la régression linéaire généralisée sur
composantes supervisées (Supervised Component-based Generalized Linear Regression, SCGLR) -
combinant le modèle linéaire généralisé multivarié avec les méthodes à composantes permettant
la réduction de dimension. SCGLR optimise un critère compromis entre la qualité d’ajustement
(Goodness-of-Fit, GoF) et la proximité à des dimensions d’intérêt (Structural Relevance, SR) [2].
Cette technique ne trouve pas seulement des directions fortes et interprétables, elle produit aussi des
prédicteurs régularisés, ce qui permet le traitement de données de grande dimension. Cependant,
SCGLR suppose que l’ensemble des réponses dépend des mêmes dimensions explicatives. Pour
nous affranchir de cette hypothèse, nous proposons d’étendre cette méthode aux mélanges sur les
réponses. L’objectif est de trouver des classes de réponses (espèces) telles que toutes les réponses
d’une classe soient modélisables par les mêmes dimensions explicatives.

2 Modélisation

Dans cette section, nous présentons la méthode SCGLR, puis son extension aux mélanges sur
les réponses.

2.1 SCGLR

n individus sont décrits par K réponses yk, k = 1, . . . , K, ainsi que des covariables explicatives
séparées en deux groupes : un groupe X de covariables a priori nombreuses et possiblement
redondantes, et un autre A de covariables additionnelles peu nombreuses et faiblement, voire
non-redondantes. On notera X et A les matrices correspondantes. Chaque réponse yk fait l’objet
d’un modèle linéaire généralisé (Generalized Linear Model, GLM) [6]. Pour la partie explicative du
modèle, seule la matrice X requiert réduction de dimension et régularisation. À cette fin, SCGLR
cherche dans X des composantes communes à l’ensemble des réponses. Une composante f œ Rn

est donnée par f = Xu où u œ Rp est un vecteur de coefficients. Le prédicteur linéaire associé à la
réponse yk est donné par

ηk = (Xu) γk + Aδk,

où γk et δk sont les paramètres de régression. La composante f est commune à l’ensemble des
réponses yk et pour assurer l’identifiabilité, nous imposons uT M≠1u = 1, où M œ Rp×p est une
matrice symétrique définie positive. Nous supposons que les réponses sont indépendantes condi-
tionnellement aux variables explicatives.

À cause du produit uγk, le modèle “linéarisé” à chaque étape de l’algorithme des scores de
Fisher (Fisher Scoring Algorithm, FSA) pour l’estimation du GLM, n’est pas linéaire et doit être
estimé de façon alternée sur u et sur {γk, δk}. Soient wk, la pseudo-réponse (ou variable de travail)
associée à chaque étape du FSA, et W ≠1

k sa matrice de variance-covariance. L’estimateur des
moindres carrés de u est solution des programmes équivalents suivants :

min
u,uT M≠1u=1

K
ÿ

k=1

.

.

.wk ≠ Π
Wk

vect(f,A)wk

.

.

.

2

Wk

… max
u,uT M≠1u=1

K
ÿ

k=1

.

.

.Π
Wk

vect(f,A)wk

.

.

.

2

Wk

… max
u,uT M≠1u=1

ψA(u),

avec ψA(u) =
qK

k=1 ÎwkÎ2
Wk

cos2
Wk

1

wk, Π
Wk

vect(f,A)wk

2

. La quantité ψA est une mesure de GoF. Pour
trouver des composantes fortes et interprétables, le GoF ne suffit pas. Il faut le combiner avec une
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mesure de pertinence structurelle.

Soient un ensemble N = {N1, . . . , NJ} de matrices symétriques semi-définies positives, un
ensemble ω = {ω1, . . . , ωJ} de poids et un scalaire l Ø 1. La mesure de pertinence structurelle
(SR) φ associée est donnée par

φ(u) =

Q

a

J
ÿ

j=1

ωj

1

uT Nju
2l

R

b

1/l

.

Les matrices Nj sont telles que les formes quadratiques uT Nju mesurent la proximité du vecteur
u à des structures de référence.

Dans ce travail nous utilisons une mesure particulière de SR : la variance de la composante. On
appelle W la matrice des poids a priori des observations (typiquement, W = 1

n
In). On prend X

centrée en colonne. Nous voulons trouver une direction vect(u) captant une inertie suffisante des
observations. Pour cela, on pose : N = {XT WX}, ω = {1} et l = 1. Ainsi la SR devient

φ(u) = uT XT WXu = ÎXuÎ2
W = V(Xu).

Nous reconnaissons le critère maximisé, sous la contrainte uT M≠1u = 1, par l’ACP de X avec la
métrique M et la matrice des poids W . De façon générale, quelle que soit la SR choisie, la métrique
M de la contrainte uT M≠1u = 1 est choisie de la forme M≠1 = τIn + (1 ≠ τ)XT WX, où τ œ [0, 1]
est un paramètre de régularisation de type ridge [4].

Pour construire un compromis entre le GoF et la SR, SCGLR introduit un réel s œ [0, 1] et
considère le programme de maximisation suivant :

max
u,uT M≠1u=1

φ(u)sψA(u)1≠s … max
u,uT M≠1u=1

s ln(φ(u)) + (1 ≠ s) ln(ψA(u)).

2.2 MixRep-SCGLR

Dans cette section, nous proposons d’étendre SCGLR aux modèles de mélange sur les réponses.
Nous considérons désormais que l’ensemble des réponses n’est pas modélisé par les mêmes dimen-
sions explicatives. Nous cherchons à classifier les réponses dans des groupes tels que toutes les
réponses d’un même groupe soient expliquées par les mêmes dimensions explicatives. Nous étudions
le cas où toutes les réponses sont gaussiennes et nous supposons ici qu’il n’existe qu’une direction
explicative par groupe.

Soit Y = [y1, . . . , yK ], l’ensemble des réponses. On note G le nombre de classes a priori du
modèle et pg la probabilité d’appartenance de chaque réponse à la classe g. Si yk appartient au
groupe g, alors yk suit une loi normale multivariée Nn(µkg, Σkg) avec µkg = (Xug) γkg + Aδkg et
Σkg = σ2

kgIn. La densité de yk est donc :

fY (yk; Θk) =
G

ÿ

g=1

pg

(2πσ2
kg)n/2

exp

A

≠
1

2σ2
kg

Îyk ≠ (Xug) γkg ≠ AδkgÎ2

B

.

Conditionnellement aux variables explicatives, les réponses sont indépendantes. Ainsi,

fY(y; Θ) =
K
Ÿ

k=1

fY (yk; Θk),
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où l’ensemble des paramètres à estimer est Θ = {p1, . . . , pG, γ11, . . . , γKG, δ11, . . . , δKG, σ2
11, . . . , σ2

KG}.
Cette densité sert de mesure de GoF : ψA(u, Θ). Cependant, concernant Θ, la log-vraisemblance
correspondante étant difficile à optimiser, nous utilisons l’algorithme EM [3] pour estimer les pa-
ramètres du modèle.

Soient zkg la variable indicatrice latente valant 1 si la réponse yk est dans le groupe g, le vecteur
Zk = (zkg ; g = 1, . . . , G) et la matrice Z = [Zk ; k = 1, . . . , K]. Conditionnellement à zkg = 1,
la réponse yk suit une loi normale multivariée Nn(µkg, Σkg). La log-vraisemblance complétée est
donnée par

l(Θ; Y, Z) = ln (fYZ(y, z; Θ)) = ln

A

K
Ÿ

k=1

fY Z(yk, zk; Θk)

B

.

L’étape M de EM consiste à maximiser l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complétée
E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ]. Cette espérance conditionnelle est mise à jour dans l’étape E. Par ailleurs,
nous prenons ici la variance de la composante comme SR. Ainsi, le critère à maximiser à l’étape
M courante devient :

c(U, γ, δ, σ2) = s
G

ÿ

g=1

ln
1

ÎXugÎ2
W

2

+ (1 ≠ s)E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ] ,

où U = {u1, . . . , uG}, Xug étant la composante du groupe g, et γ = {γ11, . . . , γKG}, δ = {δ11, . . . , δKG}
et σ2 = {σ2

11, . . . , σ2
KG} sont les ensembles des paramètres à estimer.

3 Algorithme

Étape E (Espérance conditionnelle)

Pour réaliser l’étape E de l’algorithme, nous devons calculer explicitement l’espérance condi-
tionnelle de la log-vraisemblance complétée. Tout calcul fait :

E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ] = ≠
nK

2
ln(2π) +

K
ÿ

k=1

G
ÿ

g=1

αkg ln(pg)

≠
1
2

K
ÿ

k=1

G
ÿ

g=1

αkg

A

n ln(σ2
kg) +

1
σ2

kg

Îyk ≠ (Xug) γkg ≠ AδkgÎ2

B

,

avec αkg = P(Zk = g|yk; ΘÕ
k) =

pgNn(µkg, Σkg)
qG

gÕ=1 pgÕNn(µkgÕ , ΣkgÕ)
, où Zk = g est un raccourci pour signifier

que 1 est à la g-ième place sur l’indicatrice.

Étape M (Maximisation)

L’étape M maximise sur Θ : E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ], sous la contrainte
qG

g=1 pg = 1. Ainsi nous
devons annuler le gradient en Θ du Lagrangien suivant :

L(Θ, λ) = E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ] ≠ λ

Q

a

G
ÿ

g=1

pg ≠ 1

R

b .

On obtient,

Òpg
L(Θ, λ) = 0 … p̂g =

1
K

K
ÿ

k=1

αkg.
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Pour estimer γkg et δkg, nous posons Tg = [Xug, A] et θkg = (γkg, δkg)T . La contrainte ne dépendant
pas de θkg, il suffit d’annuler le gradient de E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ]. On obtient,

Òθkg
E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ] = 0 … θ̂kg =

1

T T
g WTg

2≠1 1

T T
g Wyk

2

.

On estime de même σ2
kg :

Ò‡
2
kg
E [l(Θ; Y, Z)|Y; ΘÕ] = 0 … σ̂2

kg =
.

.

.yk ≠ Tgθ̂kg

.

.

.

2

W
.

Trouver la composante de chaque classe

Pour trouver les vecteurs de U , nous allons utiliser l’algorithme du gradient normé projeté itéré
(Projected Iterated Normed Gradient, PING) [5] dans chaque classe. En effet, le critère global étant
une somme de sous-critères relatifs aux classes, il suffit de maximiser isolément chaque sous-critère
de classe. Ainsi, pour la classe g, le sous-critère est :

c(ug, γ, δ, σ2) = s ln
1

ÎXugÎ2
W

2

+ (1 ≠ s)

C

≠
nK

2G
ln(2π) + ln(pg)

K
ÿ

k=1

αkg

≠
1
2

K
ÿ

k=1

αkg

A

n ln(σ2
kg) +

1
σ2

kg

Îyk ≠ (Xug) γkg ≠ AδkgÎ2

BD

.

Algorithme

Algorithme MixRep-SCGLR

On initialise l’algorithme avec les valeurs initiales u(0), γ(0), δ(0), p(0)
g et t = 0.

À l’itération t + 1 :

1. On estime les paramètres (hors U) par l’algorithme EM.
À l’itération m + 1 :

(a) Étape E :
Pour k = 1, . . . , K :

Pour g = 1, . . . , G :

α
(m+1)
kg =

p(m)
g Nn(µkg, Σkg)

qG
gÕ=1 p

(m)
gÕ Nn(µkgÕ , ΣkgÕ)

(b) Étape M :

i. Pour g = 1, . . . , G :
p(m+1)

g = 1
K

qK
k=1 α

(m+1)
kg

ii. Pour k = 1, . . . , K :
Pour g = 1, . . . , G :

θ
(m+1)
kg =

1

T (t)T
g WT (t)

g

2≠1
T (t)T

g Wyk

σ
2(m+1)
kg =

.

.

.yk ≠ T (t)
g θ

(m+1)
kg

.

.

.

2

W

Les paramètres γ(t+1), δ(t+1) et σ2(t+1) sont alors respectivement égaux à γ(mmax), δ(mmax) et
σ2(mmax) obtenus à la convergence de l’algorithme EM.
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2. On calcule U = (ug)g à l’aide de l’algorithme PING.
Pour g = 1, . . . , G :

u(t+1)
g = argmax

u,uT M≠1u=1

c(u(t)
g , γ(t+1), δ(t+1), σ2(t+1))

T (t+1)
g = [Xu(t+1)

g , A]

Lorsque l’algorithme a convergé, on peut classer les réponses parmi les groupes à l’aide des proba-
bilités a posteriori d’inclusion. Une réponse yk est dans le groupe g si

α
(tmax)
kg > α

(tmax)
kgÕ

pour tout gÕ ”= g.

L’algorithme fut testé avec succès sur différents jeux de données simulées.
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Résumé. Cet article s’intéresse à l’apprentissage d’un classifieur minimax-regret
pour résoudre un problème de classification supervisé entre plusieurs classes. Le regret
correspond à la perte de performance d’un classifieur par rapport à la performance optimale
atteignable par le classifieur de Bayes lorsque les probabilités a priori de chaque classe sont
fixées. Le classifieur minimax-regret minimise le regret maximum d’un classifieur quelles
que soient les probabilités a priori. Ce critère est pertinent lorsque les proportions par
classe de la base de test diffèrent de celles de la base d’apprentissage. Afin de développer
une méthode numérique adaptée aux données hétérogènes, nous discrétisons les données
afin d’apprendre le classifieur dans un cas discret.

Mots-clés. Apprentissage supervisé, variables discrètes, classifieur minimax-regret.

Abstract. This paper deals with learning a minimax-regret classifier to solve a
supervised classification problem between several classes. The regret corresponds to the
loss of performance of a classifier compared to the optimal performance attainable by the
Bayes classifier when the prior probabilities of each class are fixed. The minimax-regret
classifier minimizes the maximum regret of a classifier regardless of the prior probabilities.
This criterion is particularly suitable when the class proportions of the test dataset differ
from those of the learning dataset. In order to develop a numerical method adapted to
heterogeneous data, we discretize the data to learn the classifier in a discrete case.

Keywords. Supervised learning, discrete features, minimax-regret classifier.

1 Introduction

Contexte : Cet article s’intéresse au problème de classification supervisée qui consiste à
calculer, à partir d’un ensemble fini d’observations étiquetées, le classifieur qui minimise
le regret empirique maximum. Définissons K ≥ 2 le nombre de classes, Y := {1, . . . , K}
l’ensemble des classes observées, X l’espace sur lequel l’ensemble des variables observées
sont définies, et n le nombre d’observations dans la base d’apprentissage. On note Yi la

∗Les auteurs remercient la région Provence-Alpes-Côte d’Azur pour son soutien financier.
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variable aléatoire caractérisant la classe de l’observation i, et Xi = [Xi1, . . . , Xid] le vecteur
aléatoire regroupant l’ensemble des d variables descriptives associées à l’observation i.
Définissons ∆ = {δ : X ! Y} l’ensemble des classifieurs et considérons une règle de
décision δ 2 ∆. On définit enfin une fonction de perte L : Y ⇥Y ! [0,+1) qui mesure la
perte L(k, l) = Lkl lorsque le classifieur décide la classe l alors que la vraie classe est k.
D’après Ferguson (1967), le risque empirique r̂L (δ) de δ, associé à la perte L, s’écrit

r̂L (δ)=
1

n

nX

i=1

L(Yi, δ(Xi))=
X

k2Y

π̂kR̂k,L(δ), où R̂k,L(δ)=
X

l2Ŷ

Lkl P̂(δ(Xi) = l|Yi = k), (1)

π̂k = n̂k/n correspond à la proportion d’observations appartenant à la classe k, n̂k =
Pn

i=1 1{Yi=k} est le nombre d’observations de la classe k, P̂(δ(Xi) = l | Yi = k) =
1
n̂k

P

i:Yi=k 1{δ(Xi)=l} et 1{·} est la fonction indicatrice.

Introduction du classifieur minimax-regret : Notons δπ̂ le classifieur δ 2 ∆ calibré
à partir des observations Sn = (Yi, Xi)i=1,...,n de la base d’apprentissage dont les proportions
par classe sont π̂ = [π̂1, . . . , π̂K ]. Ce classifieur est ensuite utilisé pour prédire la classe
de nouvelles observations de test S 0

n0 = (Yi, Xi)i=n+1,...,n+n0 . Supposons que l’ensemble des
données de test vérifie les proportions π0 = [π0

1, . . . , π
0
K ], le risque d’erreurs associé au

classifieur δπ̂ et aux proportions π0 est alors noté et défini par

r̂L(π
0, δπ̂) =

X

k2Y

π0
kR̂k,L(δπ̂). (2)

Comme illustré sur la Figure 1, ce risque évolue linéairement lorsque les proportions
π0 diffèrent de π̂. Ceci peut donc poser problème lorsque les proportions de la base
d’apprentissage sont incertaines. Le classifieur minimax, étudié dans Gilet et al. (2019), est
une solution légitime car elle tend à fournir un classifieur robuste face aux problèmes de
distributions a priori incertaines. Néanmoins, il est bien connu qu’un classifieur minimax
est pessimiste par nature: il maximise le risque d’erreurs moyen. Comme décrit dans
Berger (1985), une solution moins pessimiste pour rendre une règle de décision robuste à
des différences de proportions entre Sn et S 0

n0 consiste à calculer le classifieur

δ̃ = argmin
δ2∆

max
π2S

DL(π, δ), (3)

où S est le simplexe probabiliste de dimension K et le regret DL(π, δ) est défini par

DL(π, δ) := r̂L(π, δ)−min
δ̂2∆

r̂L(π, δ̂) = r̂L(π, δ)− VL(π). (4)

Le regret défini en (4) décrit l’écart entre le risque du classifieur δ et le risque minimum
réalisable VL(π) = minδ̂2∆ r̂L(π, δ̂) pour une distribution des proportions par classe π fixée.
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État de l’art : Généralement, le problème minimax-regret est résolu de façon analytique
Berger (1985) pour des problèmes de classification spécifiques. Il n’existe pas de méthode
générale pour calculer le classifieur minimax-regret dans le cas général. Aláız-Rodŕıguez
et al. (2007) se sont intéressés au problème (3) et ont proposé un algorithme assez générique
mais qui ne fonctionne que lorsque le problème d’optimisation implique des fonctions
différentiables au point optimum recherché. Notre approche propose un algorithme
très différent qui résoud le problème sans condition de différentiabilité lorsque la base
d’apprentissage est discrétisée.

Contributions : Cet article s’intéresse au cas où les variables observées sont discrètes
(X ⇢ Nd) ou discrétisées, et K ≥ 2 classes sont à prédire. Nous montrons que le calcul du
classifieur minimax-regret (3) pour une fonction de perte L est équivalent au calcul d’un
classifieur minimax pour une fonction de perte modifiée déduite de L. Nous proposons un
algorithme itératif permettant d’estimer le classifieur minimax-regret. Nous illustrons la
robustesse du classifieur sur des données réelles comportant 130 variables numériques.

2 Classifieur minimax-regret pour variables discrètes

Le fait de travailler sur des bases de données hétérogènes contenant à la fois des variables
descriptives catégorielles et numériques est difficile. Une approche raisonnable est de
discrétiser les variables numériques pour se ramener à ne traiter seulement des variables
discrètes, ce qui conduit à des résultats analytiques intéressants comme soulignés dans
Devroye et al. (1996); Braga-Neto and Dougherty (2005); Gilet et al. (2019). Lorsque
l’ensemble des d variables descriptives sont discrètes ou discrétisées, il existe un nombre fini
T de “profiles” possibles permettant de caractériser chaque combinaison des d variables.
Nous avons donc X = {x1, . . . , xT} où xt 2 Nd.

Le théorème suivant nous permet de simplifier l’expression du regret défini en (4).

Théorème 1. Le regret DL(π, δ) défini en (4) vérifie

min
δ2∆

max
π2S

DL(π, δ) = min
δ2∆

max
π2S

D̃L(π, δ) = max
π2S

min
δ2∆

D̃L(π, δ) (5)

avec D̃L(π, δ) = r̂L(π, δ)−
P

k2Y πkLkk.

Le théorème 1 établit deux résultats importants très utiles en pratique. D’une part, il
n’est pas utile de calculer minδ̂2∆ r̂L(π, δ̂) puisqu’il suffit de calculer D̃L(π, δ) au lieu de
DL(π, δ). D’autre part, le problème de minimisation-maximisation est équivalent à un
problème de maximisation-minimisation. Ce second résultat a une grande utilité car le
problème minδ2∆ D̃L(π, δ) peut être résolu de façon analytique grâce à la proposition 1.

Proposition 1. L’écart D̃L(π, δ) est égal au risque r̂L̃ (π, δ) donné en (2) associé à la
fonction de perte L̃ définie par L̃kl = Lkl − Lkk pour 1  k, l  K: D̃L(π, δ) = r̂L̃ (π, δ).
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La proposition 1 montre donc que le classifieur minimax-regret pour la perte L revient
en pratique à calculer un classifieur minimax pour le risque r̂L̃ (π, δ) associé à la perte L̃.
Dans le cas discret, la valeur minδ2∆ r̂L̃ (π, δ) peut être calculée de façon analytique. Elle

est égale au risque VL̃(π) = r̂L̃

⇣
π, δB

π,L̃

⌘
du classifieur de Bayes empirique

δB
π,L̃

: Xi 7! argmin
l2Ŷ

X

t2T

X

k2Y

L̃kl πk p̂kt 1{Xi=xt}, avec p̂kt :=
1

n̂k

X

i:Yi=k

1{Xi=xt}, (6)

où p̂kt est l’estimation (sur la base d’apprentissage) de la probabilité d’observer le profil
xt dans la classe k. La notation δBπ,L souligne le fait que, de façon générale, le classifieur
de Bayes dépend des proportions π et d’une fonction de perte L. De ce fait, d’après le
Théorème 1 et la Proposition 1, le classifieur minimax-regret δ̃ correspond au classifieur
Bayésien δBπ̃,L associé à la distribution π̃, et donc au classifieur Bayésien δB

π̃,L̃
, qui maximise

le risque de Bayes minimum VL̃(π) par rapport à π. Dans Gilet et al. (2019), les auteurs
ont montré que, dans le cas discret, la maximisation de VL̃(π) conduit à un problème
d’optimisation non-différentiable. Les auteurs utilisent une méthode itérative de sous-
gradient projeté. Leur algorithme converge vers la proportion optimale π̃ avec une erreur
de convergence bien contrôlée. L’algorithme est détaillé dans Gilet et al. (2019).

3 Expériences numériques

Base de données APS Scania Trucks : La base de données réelle et publique Scania
(2016) s’intéresse au système de pression d’air (APS), utilisé pour diverses fonctions dans
les camions Scania, telles que le freinage et les changements de vitesse. Des mesures d’un
composant spécifique de l’APS ont été collectées sur plusieurs camions Scania. L’objectif
est de prédire une défaillance potentielle de ce composant. On considère donc K = 2
classes, où la classe 1 correspond à l’absence de panne, et la classe 2 caractérise les APS
présentant une défaillance du composant. On considère la matrice de coûts L telle que
L11 = 0, L12 = 40, L21 = 500 et L22 = 30, de sorte que le fait de bien prédire qu’il n’y
aura pas de pannes ne coûte rien, alors que la prédiction d’une faille non-existante est de
40$ (le prix de la révision). De plus, manquer une panne est grave et coûte 500$, alors
que bien prédire une panne coûte seulement le prix du remplacement du composant 30$.
Les experts ont mis a disposition un échantillon d’apprentissage et un échantillon de test
contenant respectivement 54731 et 14578 observations. Chaque observation est décrite par
130 variables descriptives numériques. Les proportions par classe sont très déséquilibrées,
avec 98.91% d’observations de la classe 1 et 1.09% d’observations de la classe 2.

Apprentissage sur les données d’entrâınement : Pour calibrer notre classifieur
minimax-regret à partir de l’échantillon d’apprentissage, nous avons dans un premier temps
discrétisé les variables numériques à l’aide d’une quantification Kmeans, comme décrit
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dans Gilet et al. (2019). Ensuite, comme expliqué à la fin de la Section 2, nous utilisons
l’algorithme établi dans Gilet et al. (2019) pour calculer les proportions π̃ = (π̃1, 1− π̃1)
qui maximisent VL̃ sur S. Cette étape est illustrée sur la Figure 1, droite, qui montre
la courbe VL̃. La Figure 1, gauche, compare le test de Bayes δBπ̂,L, le test minimax δBπ̄,L
calculé à partir de l’algorithme Gilet et al. (2019), le test minimax-regret δBπ̃,L et le risque
minimum VL(π). La comparaison des courbes VL et VL̃ montre l’impact de la modification
de la fonction de perte sur le risque minimum.
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Figure 1: Gauche. Risques associés au classifieur de Bayes discret δBπ̂,L, au classifieur minimax

δBπ̄,L, et au classifieur minimax-regret δBπ̃,L, lorsque ⇡0 diffère des proportions d’apprentissage
⇡̂ = [0.9891, 0.0109]. Puisque K = 2 et ⇡0 2 S, pour chaque classifieur δ, le risque peut se
réécrire comme r̂L (⇡0, δ) = ⇡0

1[R̂1,L (δ)− R̂2,L (δ)] + R̂2,L (δ). Droite. Calcul des proportions ⇡̃
qui maximisent VL̃ en utilisant l’algorithme minimax établi dans Gilet et al. (2019).

Évaluation sur les données de test : Pour évaluer la robustesse des classifieurs lorsque
les proportions par classe sont incertaines, nous avons généré m = 1000 distributions π(s),
s 2 {1, . . . ,m}, uniformément réparties sur le simplexe S. Ensuite, à partir de la base de
test, nous avons généré aléatoirement m sous-échantillons de test contenant chacun 220
observations et satisfaisant l’une des distributions π(s). Enfin, pour chaque π(s), nous avons
calculé la déviation (4) de chaque classifieur présenté dans la Figure 1. Pour comparer les
résultats de chaque classifieur, nous considérons les deux critères suivants:

DMAX(δ) = max
s2{1,...,m}

∣

∣DL

(
π(s), δ

)∣∣ , et DMOY(δ) =
1

m

mX

s=1

∣∣DL

(
π(s), δ

)∣∣ .

Ainsi, plus les valeurs de DMAX(δ) et DMOY(δ) sont faibles, plus le classifieur δ reste proche
du classifieur Bayes empirique discret sur le simplexe S, et donc plus δ est robuste face à
différents changements des proportions par classe. Les résultats de cette expérience sont
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décrits dans le Tableau 1, et montrent que le classifieur minimax-regret a bien les plus
petites déviations maximum et moyenne.

Table 1: Résultats moyennés de DMAX(δ) et DMOY(δ) pour chaque classifieur δ après 10
répétitions de l’expérience. Les résultats sont présentés comme [moyenne ± écart-type]. Les
résultats en gris correspondent à ce que l’on obtient analytiquement, sur la Figure 1, gauche, pour
chaque classifieur lors de l’étape d’apprentissage. Le biais entre les résultats de l’apprentissage et
ceux des tests s’expliquent par l’erreur de généralisation.

Figure 1 Échantillons tests

Classifieurs δBπ̂,L δBπ̄,L δBπ̃,L δBπ̂,L δBπ̄,L δBπ̃,L

DMAX(δ) 87.26 30.87 8.69 128.02± 0.06 33.09± 0.83 23.46± 0.07
DMOY(δ) 38.38 9.27 2.39 58.59± 0.16 18.60± 0.09 9.86± 0.06

4 Perspectives
En nous basant sur Gilet et al. (2019), nous souhaitons étendre notre approche pour
calculer un classifieur Γ-minimax-regret où les proportions par classe seraient bornées
individuellement. Ces bornes seraient définies par des experts du domaine d’application
en capacité d’estimer l’incertitude sur les proportions de chaque classe.
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4 INSERM, UMR992, Neurospin, Institut Joliot, CEA, Université Paris-Saclay, France
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Résumé. Beaucoup de données ont une structure intrinsèque tensorielle lorsque, par
exemple, plusieurs modalités de la même variable ont été observées sur chaque individu.
Les approches multivoie deviennent alors un choix naturel pour analyser ces données. Les
versions standards de ces approches consistent à imposer au vecteur de poids d’être une
décomposition de PARAFAC de rang 1. Pour certaines applications, les données peuvent
cependant s’avérer trop complexes pour que cette décomposition soit valide. Ce papier
présente une version de la régression logistique multivoie associée à une décomposition de
rang R, l’objectif étant de proposer une méthode de classification applicable aux situations
où la contrainte de rang 1 serait trop restrictive. Un algorithme de directions alternées
est proposé pour la régression logistique multivoie de rang R. Les performances de cette
méthodes sont évaluées sur des données d’électroencéphalogrammes (EEG).

Mots-clés. Analyse multivoie, régression logistique, EEG

Abstract. Data often has an inherent tensor structure (e.g. data where the same set
of variables is collected at different occasions). To deal with such data, multiway models
become a natural choice. Standard multiway models impose weight vectors to be rank-1
PARAFAC decomposition. However in some applications, this constraint appears to be
too restrictive. This paper presents a more general version of multiway logistic regression
(MLR) associated to a rank-R decomposition. The objective of such an approach is to
propose a classification model that can cope with situations where rank-1 constraint may
be too restrictive. An alternating direction algorithm is proposed for rank-R MLR and
its performances are evaluated on electroencephalogram (EEG) data.

Keywords. Multiway analysis, logistic regression, EEG

1 Introduction

Multiway data appears in many research fields as neuroscience, chemometrics or social
networks to name a few. It occurs when the same set of variables is collected through
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variables : j = 1, . . . , J

subjects : i = 1, . . . , I

modes : k = 1, . . . , K

X
y class vector

Figure 1: Three-way data, each sample is represented by K vectors of length J

different modes. For example, this is the case for spatio-temporal data (several images
collected at different time steps) or when a set of measures is acquired through multiple
sensors. See [1] for an overview of methods for the analysis of multiway data.

Let X = {Xijk}1iI,1jJ,1k,K be a third order tensor of dimension I ⇥ J ⇥K where
I is the number of subjects, J the number of variables and K the number of modes (see
Figure 1). The roles of variables and modes are symmetrical and thus can be interchanged.

A first non-multiway option to deal with such tensor data is to unfold the tensor by
concatenating its frontal slices X..k next to each other, leading to X =

⇥
X..1 . . . X..K

⇤

which is a matrix of size I ⇥ JK on which classic statistical methods can be applied.
However, such an approach leads to issues: (i) A problem of size JK could be compu-
tationally impractical for standard computers, (ii) the higher the dimension/order of the
tensor, the more the number of variables obtained by flattening, the higher the risk of
overfitting is, (iii) the results are not easy to interpret as the considered model does not
permit a separate interpretation of the influence of the variables and modes.

A second approach largely used in the multiway literature when the model to construct
uses the tensor variables through a linear form is to impose a Kronecker constraint on
the weight vector: β = βJ

⌦βK . Taking into account the multiway structure of the data
with a Kronecker constraint reduces the degree of freedom from JK to J +K, which may
limit overfitting effects and computation time. Moreover, the study of the contributions
of the variables and modes is made easier by analysing each vector βJ and βK separately.

This rank-1 constraint was used for example in Multiway Logistic Regression (MLR)
[2]. However, such a constraint can be too restrictive when effect of variables and modes
are not strictly parallel. Therefore a higher rank decomposition for β can be considered :

β =
RX

r=1

βK
r ⌦ βJ

r (1)
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Similar rank R approaches has been studied in [3] for Generalized Linear Model and
[4] for Support Vectors Machines. In this paper, we propose a rank-R Multiway Logistic
Regression.

This paper is organized as follows: Section 2 presents a short reminder of (regularized)
logistic regression. The rank-R logistic regression is described in Section 3. Section 4
presents an application on EEG data.

2 Regularized Logistic Regression

Logistic regression can be directly used on tensor data by unfolding the tensor in a matrix.
Let xi be the vector of the KJ observed variables of subject i (xi is then the ith line of the
unfolded tensor X), yi its class (either 0 or 1). Logistic regression relies on maximising the
conditional log-likelihood

Pn
i=1 logP(yi | xi) under the assumption that the conditional

probabilities log-ratio is linear:

log

✓

P(y = 1 | xi)
1− P(y = 1 | xi)

◆

= β0 + βTxi

with β0 and β parameters of the model. From this model it comes the following expression
of the regularized log-likelihood:

C(β0,β,X, y,λ) =
n
X

i=1

yi(β0 + βTxi)− log(1 + exp(β0 + βTxi))− λg(β) (2)

where λ > 0 is a regularization parameter that can be tuned and g(β) is a penalty term.

3 Multiway Logistic Regression

In this section, rank-R multiway logistic regression (R-MLR) is presented. R-MLR is
defined as the following optimization problem:

max
β0, βK , βJ

C(β0,β,X, y,λ) s.t. β =
R
X

r=1

βK
r ⌦ βJ

r (3)

where βJ =
⇥

(βJ
1 )

T . . . (βJ
R)

T
⇤T

and βK =
⇥

(βK
1 )

T . . . (βK
R )

T
⇤T
. An alternating

direction algorithm that monotonically converges is proposed to solve the optimization
problem (3). First, we can note that βTxi can be expressed as:

 

R
X

r=1

βJ
r ⌦ βK

r

!T

xi =
R
X

r=1

(βJ
r )

T
(

(βK
r )

T
⌦ IJ

)

xi
.
=

R
X

r=1

(βJ
r )

TzJr,i (4)
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In addition, two types of regularisation are considered in this paper. First an `2 penalty
with g(β) = 1

2
kβk22 that can be expressed in terms of βJ and βK as follows:

βTβ =

 
RX

r=1

βJ
r ⌦ βK

r

!T RX

r=1

βJ
r ⌦ βK

r

!
=

RX

r=1

kβJ
r k

2
2kβ

K
r k

2
2 + 2

RX

i=1

RX

j=i+1

(βJ
i )

TβJ
j (β

K
i )

TβK
j

= (βJ)TRJβJ

where RJ =
(

(BK)TBK
)

⌦ IJ , with BK =
⇥

βK
1 . . . βK

R

⇤

. As long as the columns of BK

are not colinear, RJ is symmetric positive definite and QJ
`2
= (RJ)−

1
2 =

(

(BK)TBK
)− 1

2⌦IJ
is well defined.

Furthermore, by setting g(β) =
PR

r=1 kβ
J
r ⌦ βK

r k1, R-MLR with variable selection can
also be defined. The interest of this structured sparsity-inducing norms is that, with a
single parameter λ, the sparsity will spread (driven by the data) among ranks, variables
and modes. This penalty term can be expressed as a function of βJ and βK :

R
X

r=1

kβJ
r ⌦ βK

r k1 = kR
JβJk1 (5)

with RJ =
(

kβK
r k1IJ

)

r2{1...R}
a block diagonal matrix. As before, QJ

`1
= (RJ)−1 =

(

kβK
r k

−1
1 IJ

)

r2{1...R}
is well defined.

As a consequence, the objective function of the optimization problem (3) can be ex-
pressed in terms βJ and βK and therefore can be maximized with respect to β0, β

J and βK

using an alternating direction algorithm. Indeed, optimising w.r.t. (β0, (Q
J)−1βJ) can be

seen as applying logistic regression to maximise criterion CJ = C(β0, (Q
J)−1βJ , QJZJ , y,λ)

with ZJ a matrix of size I ⇥ J and zJi =
⇥

(zJ1,i)
T . . . (zJR,i)

T
⇤T
. As variables and modes

play symmetric roles, the same can be done with βK . We can now derive the R-MLR
algorithm presented in Algorithm 1.

4 Application on EEG data and discussion

The objective of this study was to identify whether the infant’s brain encodes the pho-
netic features used by linguists to describe speech. 24 different consonant-vowel syllables
were presented to 25 infants in a randomized order every 1000 ms during one-hour-long
experimental sessions. Brain responses were recorded at 500 Hz with a high-density EEG
net comprising 252 channels. After pre-processing, this EEG experiment yields 25 tensors
of size 24 syllables ⇥ 500 time steps ⇥ 252 channels each. The consonants varied along
the manner of articulation separating the 24 syllables in 2 classes that we want to predict.

4
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Algorithm 1: Rank R Multiway Logistic Regression

Inputs: ✏ > 0, λ, R, βK(0), penalty
q  − 0
repeat

ZJ
r =

PK
k=1

⇣

βK(q)
r

⌘

k
X..k for r 2 {1, . . . , R}

⇣

ZJ ,βK(q)
⌘

 −

✓

⇥

(ZJ
1 )

T . . . (ZJ
R)

T
⇤T

,
h

(β
K(q)
1 )T . . . (β

K(q)
R )T

iT
◆

if `1 penalty QJ  − QJ
`1

else QJ  − QJ
`2

(β
(q)
0 , (QJ)−1βJ(q)) − argmaxβ0,β C

(

β0, (Q
J)−1β, QJZJ , y,λ

)

ZK
r =

PJ
j=1

⇣

βJ(q)
r

⌘

j
X.j. for r 2 {1, . . . , R}

⇣

ZK ,βJ(q)
⌘

 −

✓

⇥

(ZK
1 )

T . . . (ZK
R )

T
⇤T

,
h

(β
J(q)
1 )T . . . (β

J(q)
R )T

iT
◆

if `1 penalty QK  − QK
`1

else QK  − QK
`2

(β
(q)
0 , (QK)−1βK(q+1)) − argmaxβ0,β C

(

β0, (Q
K)−1β, QKZK , y,λ

)

q  − q + 1
until |CK − CJ | < ✏ CJ ;

return (βK(q),βJ(q), β
(q)
0 )

Regularized logistic regression and R-MLR with R from 1 to 3 are evaluated and com-
pared using Leave-One-Out cross validation: the model is trained on all infants except
one and tested on the remaining one. The Area Under the ROC Curve (AUC), the regu-
larisation parameter λ and the computational time used to run the 25 folds are reported
in Table 1.

From Table 1, we show that, for complex data such as EEG data, higher rank MLR
enable to outperform both rank-1 MLR and regularized logistic regression. For `1 penalty,
finding the best regularization parameter for logistic regression is really challenging given
the required computation time. MLR enables to cut down drastically this computation
time and yields better results for rank 3.

Model AUC λ Time (in s)

LR 0.822 ± 0.19 1000 892
1-MLR 0.815 ± 0.23 6000 282
2-MLR 0.852 ± 0.17 17500 340
3-MLR 0.857 ± 0.18 17500 498

Model AUC λ Time (in s)

LR 0.830 ± 0.19 20 117000
1-MLR 0.816 ± 0.22 6.5 257
2-MLR 0.826 ± 0.18 10 409
3-MLR 0.853 ± 0.19 15 557

Table 1: Cross validation results by Leave-One-Out for `2 (left) and `1 (right) penalties

5
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In addition, multiway models enable the graphical display of the weights and get insights
into the importance of variables and modes separately (see Figure 2).

(a) `1 penalty (b) `2 penalty
(c) `2 penalty

Figure 2: Weight visualisation for 2-MLR trained on all 25 infants: (a) and (b) show time step weights
and (c) shows the topomap of electrode weights.

Topomaps associated with the `1 penalty (not displayed here due to lack of space) are
consistent with the `2 penalty results. However, similarly to the time weights of the `1
penalty, they are very sparse with few (less than 5%) isolated selected channels. This
variable selection leads spatial/time resolution that is lower than the usual phenomenon
observed and described by neuroscientists. Hence, future works include to combine `1 and
`2 penalties in order to try to catch smoother effects in time and space.

5 Conclusion

Rank-R Multiway Logistic Regression is presented in this paper and shows promising
results in EEG application. While R-MLR is presented for third order tensors, it can be
generalized to any higher order.
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Résumé. Cet article propose un nouvel algorithme de Monte Carlo squentiel pour effectuer une estima-
tion du maximum de vraisemblance dans les processus de diffusion partiellement observs. L’apprentissage
de tels modles gnratifs et l’obtention d’estimateurs faible variance des distributions postrieures des tats
latents conditionnellement aux observations est un dfi car les densits de transition des tats latents ne
peuvent pas tre values de manire ponctuelle. Dans cet article, une tape d’chantillonnage d’importance
rtrospective est introduite pour estimer de telles distributions postrieures au lieu de l’approche habituelle
d’acceptation-rejet. Dans le contexte des diffusions partiellement observes, cela permet d’tendre largement
la classe des modles pour lesquels des algorithmes non biaiss existaient.

Mots-clés. Processus de diffusion, Modle de Markov cach, Echantillonnage prfrentiel, filtre particulaire,
Monte Carlo squentiel.

Abstract. This paper proposes a new Sequential Monte Carlo algorithm to perform maximum
likelihood estimation in partially observed diffusion processes. Training such generative models and
obtaining low variance estimators of the posterior distributions of the latent states given the observations
is challenging as the transition densities of the latent states cannot be evaluated pointwise. In this
paper, a backward importance sampling step is introduced to estimate such posterior distributions
instead of the usual acceptance-rejection approach. This allows to use unbiased estimates of the unknown
transition densities available under mild assumptions for multivariate stochastic differential equations
while acceptance-rejection based methods require strong conditions to obtain upper-bounded estimators.

Keywords. Diffusion processes, Hidden Markov models, Importance sampling, Particle filtering,
Sequential Monte Carlo

1 Introduction

In this article, we focus in algorithms to perform inference in state space models. In such models, a
key feature to perform parameter inference is to be able of computing expectations with respect to the
law of hidden states conditionnally to the observations. In this paper, a new algorithm is introduced
to approximate this computation when key quantities of the model are unknown, and can only be
approximated by an unbiased estimator. We show the interest of our method in the context of partially
observed diffusion processes.

2 Model and objectives

Let Θ ⇢ Rq be a compact parameter space and (Xt)t>0 be defined as a weak solution to the following
SDE in Rd:

dXt = α✓(Xt)dt+ σ✓(Xt)dWt , (1)

1
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where ✓ 2 Θ, (Wt)t>0 is a standard Brownian motion in Rd, α✓⇤ : Rd ! Rd is the drift function and
σ✓⇤ : Rd ! Rd⇥d is the diffusion. It is assumed that the solution to (1) is partially observed at times
t0 = 0, . . . , tn, for a given n > 1, through an observation process (Yk)06k6n taking values in Rm. For all
0 6 k 6 n, the distribution of Yk given (Xt)t>0 depends on Xk = Xtk only and has density gk;✓⇤ with
respect to the Lebesgue measure. The distribution of X0 has density χ with respect to the Lebesgue
measure and for all 0 6 k 6 n − 1, the conditional distribution of Xk+1 given (Xt)06t6tk has density
qk+1;✓⇤(Xk, ·).

In this setting, common learning objectives are the state estimation problem, which aims at recovering
the underlying signal Xk at time tk given the observations Y0:n, where au:v is a short-hand notation for
(au, . . . , av), and the parameter inference problem which aims at approximating

b✓n = argmax✓2Θ Ln(✓) ,

where Ln(✓) is the likelihood of the observations. When ✓ is known, the state estimation problem is usually
solved by approximating the posterior mean of Xk given the observations Y0:n when the model is driven
by the parameter ✓. In the context of parameter estimation, note that

Ln(✓) =

Z
χ(x0)g0;✓(x0, Y0)

n−1
Y

k=0

rk;✓(xk, xk+1)dx0:n,

where, for all 0 6 k 6 n and all ✓ 2 Θ,

rk;✓(xk, xk+1) = qk+1;✓(xk, xk+1)gk+1;✓(xk+1, Yk+1) .

Expectation Maximization based algorithms are appealing solutions to obtain an estimator of ✓̂n. The
pivotal concept of the EM algorithm is that the intermediate quantity defined by

✓ 7! Q(✓, ✓0) = E✓0

"

n−1X

k=0

log rk;✓(Xk, Xk+1)

∣∣∣∣∣Y0:n

#

(2)

may be used as a surrogate for Ln(✓) in the maximization procedure, where E✓0 is the expectation under
the joint distribution of the latent states and the observations when the model is parameterized by ✓. In
the context of HMMs, the gradient of the log-likelihood can also be expressed as an expectation of an
additive functional of the hidden states given Y0:n (Cappé et al., 2005, Chapter 10, or Gloaguen et al.,
2019 in the context of SDEs).

A key feature here is that all the relevant estimators rely on computing, for some parameters ✓ and ✓0:

E✓0 [h0:n,✓(X0:n)|Y0:n] ,

where h0:n,✓ is an additive functional, i.e. satisfying:

h0:n,✓ : x0:n 7!

n−1X

k=0

h̃k;✓(xk, xk+1),

where h̃k;✓ is a functional depending on the estimator.
For any ✓ 2 Θ, 0 6 k1 6 k2 6 n and any bounded and measurable function h on (Rd)k2−k1+1, define

the joint smoothing distributions as:

φk1:k2|n;✓[h] := E✓ [h(Xk1:k2
)|Y0:n] . (3)

For all 0 6 k 6 n, φk;✓ = φk:k|k;✓ are the filtering distributions.

2
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In the following, ✓ is dropped from the notations for better clarity when there is no possible confusion.
As noted for instance in Cappé et al. (2005), although the objective is to obtain approximation of smoothing
distributions, the filtering distribution is crucial as, for additive functionals,

φ0:n|n[h0:n] = φn [Tn[h0:n]] ,

where

Tn[h0:n](Xn) = E [hn(X0:n)|Xn, Y0:n] . (4)

As a key consequence of the additive property, for all 1 6 k 6 n

Tk[h0:k](Xk) = E

h

Tk−1[h0:(k−1)](Xk−1) + h̃k−1(Xk−1, Xk)
∣∣∣Xk, Y0:k−1

i

. (5)

However, the exact computation of all these key expectations is not possible in general state spaces.
Using a Sequential Monte Carlo methods, an alternative is to approximate φn by weighted samples

{(!`
n, ⇠

`
n)}N`=1 to compute recursively, for each 1 6 ` 6 N an approximation ⌧ `n of Tn[h0:n](⇠

`
n) so that the

estimator of φ0:n|n[h0:n] is defined as

φN
0:n|n[h0:n] :=

NX

`=1

!`
nPN

j=1 !
j
n

⌧ `n . (6)

3 Online sequential Monte Carlo smoothing

In the case of POD processes, SMC methods cannot be used straightforwardly as the transition densities
qk, 0 6 k 6 n− 1, are unknown. To overcome these issues, following Fearnhead et al. (2008), consider the
following assumption. Let (U,B(U)) be a general state space.

H1 For all ✓ 2 Θ and k > 0, there exists a Markov kernel on (Rd ⇥ Rd,B(U)) with density Kk;✓ with
respect to a reference measure µ on (U,B(U)) and a positive mapping rk;✓ on Rd ⇥Rd ⇥U such that,
for all (x, x0) 2 Rd ⇥ Rd,

Z
Kk;✓(x, x

0; z)rk;✓(x, x
0; z)µ(dz) = rk;✓(x, x

0) .

3.1 Filtering

Let (⇠`0)
N
`=1 be independent and identically distributed according to an instrumental proposal density ⇢0

on Rd and define the importance weights !`
0 := χ(⇠`0)/⇢0(⇠

`
0), where χ is the density of the distribution of

X0, see Section 2. For any bounded and measurable function f defined on Rd,

φN
0 [f ] := Ω

−1
0

NX

`=1

!`
0f(⇠

`
0) , where Ω0 :=

NX

`=1

!`
0 .

is a consistent estimator of φ0[f ]. Then, for all k > 1, once the observation Yk is available, the weighted
particle sample {(!`

k−1, ⇠
`
k−1)}N`=1 is transformed into a new weighted particle sample approximating

φk. This update step is carried through in two steps, selection and mutation, using the auxiliary
sampler introduced in Pitt and Shephard (1999). New indices and particles {(I`k, ⇠`k, ⇣`k)}N`=1 are simulated
independently from the instrumental distribution with density on {1, . . . , N}⇥ Rd ⇥ U:

υk(`, x, z) / !`
k−1#k−1(⇠

`
k−1)pk−1(⇠

`
k−1, x)⇥Kk(⇠

`
k−1, x; z) ,

where #k−1 is an adjustment multiplier weight function and pk−1 a Markovian transition density. In
practice, this step is performed as follows.

3
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1. Sample I`k in {1, . . . , N} with probabilities proportional to {!j
k−1#k−1(⇠

j
k−1)}16j6N .

2. Sample ⇠`k with distribution pk−1(⇠
I`
k

k−1, ·).

3. Sample ⇣`k with distribution Kk(⇠
I`
k

k−1, ⇠
`
k; ·).

For any ` 2 {1, . . . , N}, ⇠`k is associated with the importance weight defined by:

!`
k :=

rk−1(⇠
I`
k

k−1, ⇠
`
k; ⇣

`
k)

#k−1(⇠
I`
k

k−1)pk−1(⇠
I`
k

k−1, ⇠
`
k)

(7)

to produce the following approximation of φk[f ]:

φN
k [f ] := Ω−1

k

NX

`=1

!`
kf(⇠

`
k) , where Ωk :=

NX

`=1

!`
k .

3.2 Smoothing

In the context of additive functionals, the forward-only smoothing algorithm introduced in Del Moral
et al. (2010) proposes a particle approximation of (4) that can be computed online using the recursion (5).
This algorithm has a computational complexity which grows quadratically with the number of particles N .
This computational cost can be reduced when the transition density of the hidden states is upper bounded
following Olsson et al. (2017) by applying the accept-reject sampling approach proposed in Douc et al.
(2011) and illustrated in Dubarry and Le Corff (2011). Following Gloaguen et al. (2019), the backward
statistics Tk+1[h0:k+1](⇠

i
k+1), where Tk+1 is defined in (4), are estimated, for all 1 6 i 6 N , as follows,

⌧ ik+1 =
1

eN

eNX

j=1

✓
⌧
J

(i,j)
k+1

k + h̃k

✓
⇠
J

(i,j)
k+1

k , ⇠ik+1

◆◆
,

where eN > 1 is a sample size which is typically small compared to N and where (J
(i,j)
k+1 , ⇣

(i,j)
k+1 ), 1 6 j 6 eN ,

are i.i.d. in {1, . . . , N}⇥ U with distribution

υi
k(`, z) / !`

krk(⇠
`
k, ⇠

i
k+1; z)Kk(⇠

`
k, ⇠

i
k+1; z) .

In Gloaguen et al. (2018), it is assumed that, for all 0 6 k 6 n and 0 6 i 6 N , there exists an upper
bound "̄ik such that

sup`,⇣ rk(⇠
`
k, ⇠

i
k+1; ⇣) 6 "̄ik . (8)

Then, for all (i, z) 2 {1, . . . , N}⇥ U,

!`
krk(⇠

`
k, ⇠

i
k+1; z)Kk(⇠

`
k, ⇠

i
k+1; z) 6 "̄k!

`
kKk(⇠

`
k, ⇠

i
k+1; z) .

Therefore, the following accept-reject mechanism algorithm may be used to sample from υi
k.

1. A candidate (J⇤, ⇣⇤) is sampled in {1, . . . , N}⇥ U as follows:

(a) J⇤ is sampled with probabilities proportional to (!`
k)

N
`=1 ;

(b) ⇣⇤ is sampled independently with distribution Kk(⇠
J⇤

k , ⇠ik+1; ⇣
⇤).

2. (J⇤, ⇣⇤) is then accepted with probability rk(⇠
J⇤

k , ⇠ik+1; ⇣
⇤)/"̄k and, upon acceptance,

J
(i,j)
k+1 = J⇤ .
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3.3 Unbiased estimators of the transition densities

The algorithm described above strongly relies on assumption H1. In the context of SDEs, when gk+1;✓

is available explicitly, this boils down to finding an unbiased estimate bqk+1;✓(x, y; ⇣) of qk+1;✓(x, y) and
defining

rk;✓(x, y; ⇣) = bqk+1;✓(x, y; ⇣)gk+1;✓(xk+1, Yk+1) .

Andersson et al. (2017) and Fearnhead et al. (2017) proposed such an estimator which can be used
under generic assumptions, much less restrictive than the unbiased estimator of Fearnhead et al. (2008).
A key advantage of this method is that it can be computed using only first derivatives of α✓ and second
derivatives of σ✓, and using a traditional Euler scheme.

The stability of this estimator is studied in Fearnhead et al. (2017) which provides Lp controls for
the weight wsNk

. The resulting parametrix algorithm is a highly flexible procedure to obtain such an
unbiased estimate for a much broader class of diffusions than Poisson based estimations which require
strong assumptions. However, the parametrix estimator of the transition density may be negative, and
has no reason to satisfy (8). Thus, the SMC algorithms described above cannot be implemented.

4 Backward importance sampling for PODs

4.1 Positive parametrix estimates

Following Fearnhead et al. (2010), Walds identity for martingales may be used to obtain a new estimator
from the parametrix approach, which is guaranteed to be positive. This estimator is defined up to an
unknown constant of proportionality, which is removed when the importance weights are normalized in
equation (9). This approach, uses extra simulation to obtain positiveness. This is done while ensuring that
the weights remain unbiased up to a common constant of proportionality. Assume that the distribution
Kk of the additional random variables ⇣k and the estimator rk are obtained with the parametrix estimator.

Particle filtering. For all k > 0, the Wald-based random weight particle filtering proceeds as follows.

1. For all 1 6 i 6 N , sample a new particle as described in Section 3.1.

(a) Sample Iik in {1, . . . , N} with probabilities proportional to {!j
k−1#k−1(⇠

j
k−1)}16j6N .

(b) Sample ⇠ik with distribution pk−1(⇠
Ii
k

k−1, ·).

2. For all 1 6 i 6 N , set !i
k = 0.

3. While there exists i⇤ 2 {1, . . . , N} such that !i⇤
k 6 0, for all 1 6 i 6 N , sample ⇣ik with distribution

Kk(⇠
Ii
k

k−1, ⇠
i
k; ·) (i.e. compute a parametrix estimator of the transition density) and set

!i
k = !i

k +
rk−1(⇠

Ii
k

k−1, ⇠
i
k; ⇣

i
k)

#k−1(⇠
Ii
k

k−1)pk−1(⇠
Ii
k

k−1, ⇠
i
k)

.

Backward simulation. For all 1 6 i 6 N , the backward importance sampling step proceeds then as
follows.

1. For all 1 6 j 6 eN , sample J
(i,j)
k+1 in {1, . . . , N} with probabilities proportional to (!i

k)
N
i=1.

2. For all 1 6 j 6 eN , set $
(i,j)
k = 0.

5
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3. While there exist j⇤ 2 {1, . . . , eN} such that $
(i,j)
k 6 0, for all 1 6 j 6 eN , sample ⇣

(i,j)
k with

distribution Kk(⇠
J

(i,j)
k+1

k , ⇠ik+1; ·) and set

$
(i,j)
k = $

(i,j)
k + rk(⇠

J
(i,j)
k+1

k , ⇠ik+1; ⇣
(i,j)
k ) .

4.2 AR-free online smoothing

As the positive parametrix-based estimate does not satisfy the upper bound condition of (8), the statistics
are updated recursively with an importance sampling step: for all 1 6 i 6 N ,

⌧ ik+1 =

eNX

j=1

$
(i,j)
k

Wi
k

✓
⌧
J

(i,j)
k+1

k + h̃k

✓
⇠
J

(i,j)
k+1

k , ⇠ik+1

◆◆
, (9)

where $
(i,j)
k , 1 6 j 6 eN are computed using the parametrix estimate combined with Wald’s identity.

Then, the estimator of the conditional expectation of the additive functional is set as

φ
N,IS
0:n|n[h0:n] :=

NX

i=1

!i
n

Ωn

⌧ in .

This estimator does not rely on an accept reject mechanism and is therefore less computationally intensive
and can be used under reasonable assumptions for many SDEs. In addition, as shown in Section ??, this
does not affect the statistical efficiency of the algorithm.

5 Discussion

This paper proposes a solution to overcome the two main challenges when it comes to perform online
smoothing for generic SDEs i.e. obtaining a positive and almost surely bounded estimate of the transition
density to run the backward acceptance rejection mechanism.

1. Note that the proposed backward importance sampling may be used to approximate expectations
under the smoothing distributions for general state space hidden Markov models and is not restricted
to POD processes. This approach leads to significant gains in computational time for similar
performance as the acceptance rejection approach.

2. The proposed estimator, unlike the existing methods such as GPE-based algorithms, applies to a
large range of multivariate diffusion processes.

Performances of the algorithm were shown on an extensive numerical simulation settings.
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Résumé. La régression logistique est souvent utilisée comme modèle lorsque l’on doit
traiter des variables binaires. Elle a de nombreuses applications en machine learning,
sciences sociales, économétrie... Afin d’estimer les paramètres inconnus de la régression
logistique lorsque les données arrivent de manière séquentielle, on se concentre sur un
algorithme stochastique. Plus précisément, on s’intéresse au comportement asymptotique
d’un nouvel algorithme de Newton stochastique. Celui-ci permet de mettre facilement
à jour les estimateurs et d’avoir des pas adaptés à toutes les directions. On établit
la convergence presque sûre ainsi que la normalité asymptotique des estimateurs ainsi
obtenus.

Mots-clés. Algorithme de Newton stochastique, régression logistique, optimisation
en ligne

Abstract. Logistic regression is a common model used when the output is a bi-
nary random variable. It has a wide range of applications including machine learning,
social sciences, econometry... In order to estimate the unknown parameters of logistic
regression with data streams arriving sequentially, we focus our attention on a recursive
stochastic algorithm. More precisely, we investigate the asymptotic behavior of a new
stochastic Newton algorithm. It enables to easily update the estimates when the data
arrive sequentially and to have research steps in all directions. We establish the almost
sure convergence of our stochastic Newton algorithm as well as its asymptotic normality.

Keywords. Stochastic Newton algorithm, logistic regression, online optimization

1 Introduction

La régression logistique est souvent utilisée comme modèle lorsque l’on doit traiter des
variables binaires qui a de nombreuses application en machine learning, sciences sociales,

1

424 sciencesconf.org:jds2020:319225

•



économétrie... Dans ce qui suit, on considère une suite (Xn, Yn) de couples de variables
aléatoires à valeurs dans Rd ⇥ {0, 1}, et on suppose que les Xn sont indépendants et
identiquement distribués. On suppose également que la loi de Yn sachant Xn est une loi
de Bernoulli. Plus précisément, on considère ✓ = (✓0, . . . , ✓p)

T 2 Rp+1, on pose Φn =(
1, XT

n

)T
et on suppose

L (Yn|Φn) = B
(
π
(
✓TΦn

))
avec π(x) =

exp(x)

1 + exp(x)
.

L’objectif est donc d’estimer ✓. Pour cela, on considère la fonction convexe G définie pour
tout h 2 Rp+1 par

G(h) = E
⇥

log
(

1 + exp
(

hT
Φ
))

− hT
ΦY

⇤

où L (Y |Φ) = B
(

π
(

✓TΦ
))

et Φ à la même loi que Φ1. On peut alors vérifier que ✓ est un
zéro du gradient de G, i.e

rG(✓) = E
⇥(

π
(

✓TΦ
)

− Y
)

Φ
⇤

= 0. (1)

Sous des hypothèses usuelles de convexité sur la fonction G, ✓ est alors l’unique min-
imiseur de G. Comme il n’existe pas de solution explicite de l’équation (1), il est nécessaire
d’utiliser des algorithmes d’optimisation pour estimer ✓. Générallement, lorsque la taille
d’échantillon est fixée, on cherche à approcher le minimiseur de la fonction empirique
générée par l’échantillon via des algorithmes d’otpimisation usuels (gradient, Newton,...).
Cependant, lorsque les données arrivent de manière séquentielle, il peut être plus ap-
proprié et efficace de considérer des méthodes en ligne tels que l’algorithme du gradient
stochastique et sa version moyennée (Robbins et Monro (1951), Polyak et Juditsky (1991),
Gadat et Panloup (2017), Godichon-Baggioni (2019)). Cependant, ce type d’algorithmes
implique de prendre le même pas pour toutes les directions, et peut conduire à de mau-
vaises estimations lorsque la matrice Hessienne de la fonction que l’on cherche à minimiser
a des valeurs propres à des échelles significativement différentes. On va donc sintéresser
à un algorithme de type Newton stochastique de la forme

✓n+1 = ✓ −
1

n+ 1
S
−1

n

(

π
(

✓TnΦn+1

)

− Yn+1

)

Φn+1

où S
−1

n est un estimateur recursif de H−1 = (r2G(✓))
−1
. De plus, comme l’inversion de

matrice peut s’avérer coûteuse en terme de temps de calculs, on construit S−1
n de manière

récursive à l’aide d’une formule d’inversion de Riccati (Duflo (1996)), aussi appelée formule
d’inversion de Sherman-Morrison. Sous certaines hypothèses, on peut montrer que les
estimateurs obtenus sont asyptotiquement efficaces.

2 L’algorithme

Dans ce qui suit, on suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées.

2
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(A1) Le vecteur Φ admet un moment d’ordre 2 et la matrice E
⇥

ΦΦ
T
⇤

est définie positive.

(A2) La matrice Hessienne H = r2G(✓) est positive.

Ces hypothèses assurent la stricte convexité de la fonction G et donc que ✓ est l’unique
minimiseur de celle-ci. De plus, ces hypothèses assurent que la fonction G est deux fois
continuement différentiable et pour tout h 2 Rp+1,

rG(h) = E
⇥

π
(

hT
Φ
)

Φ
⇤

− E [Y Φ] ,

r2G(h) = E
⇥

π
(

hT
Φ
) (

1− π
(

hT
Φ
))

ΦΦ
T
⇤

.

Lorsque les données arrivent de manière séquentielle, on considère alors l’algorithme de
Newton stochastique défini de manière récursive par

ân+1 = π
(

✓TnΦn+1

) (

1− π
(

✓TnΦn+1

))

✓n+1 = ✓n −
1

n+ 1
S
−1

n Φn+1

(

π
(

✓TnΦn+1

)

− Yn+1

)

S−1
n+1 = S−1

n − ↵n+1

(

1 + ↵n+1Φ
T
n+1S

−1
n Φn+1

)−1
SnΦn+1Φ

T
n+1S

−1
n

où ✓0 est borné, S
−1

n = (n + 1)S−1
n , S0 est symétrique et positive (on peut prendre Id+1

par exemple), et la suite (↵n) est définie pour tout n ≥ 1 par

↵n = max
n

ân,
cβ
nβ

o

avec cβ > 0 et β 2 (0, 1/2). Cet argument de troncature permet de contrôler la plus grande
valeurs propre de S−1

n et ainsi obtenir des résultats de convergence pour nos estimateurs.
En effet, grâce à la formule de Riccati, on a

Sn =
n

X

k=1

↵kΦkΦ
T
k + S0

et Sn (resp. S
−1

n ) est donc un estimateur naturel de H (resp. H−1).

3 Résultats de convergence

Le théorème suivant donne la convergence presque sûre des estimateurs.

Théorème 1 Supposons que les hypothèses (A1) et (A2) sont vérifiées. Alors

✓n
p.s

−−−−!
n!+1

✓ et Sn
p.s

−−−−!
n!+1

H.

3
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De plus, pour tout δ > 0,

k✓n − ✓k2 = o

✓
(lnn)1+δ

n

◆
p.s

Enfin, si Φ admet un moment d’ordre strictement plus grand que 2,

k✓n − ✓k2 = O

✓
lnn

n

◆
p.s.

A noter que le théorème précédent implique notamment la convergence presque sûre de

S
−1

n vers H−1. Le théorème suivant donne les vitesses de convergence presque sûre de
l’estimateur de la Hessienne et de son inverse.

Théorème 2 Supposons que les hypothèses (A1) et (A2) sont vérifiées. Si Φ admet un
moment d’ordre 4, alors

∥∥Sn −H
∥∥2

= O

✓
1

n2β

◆
p.s et

∥∥∥S−1

n −H−1
∥∥∥
2

= O

✓
1

n2β

◆
p.s

A noter que l’on n’a pas une vitesse optimale pour les estimateurs de la Hessienne, ce qui
est dûe à la troncature. Finalement, le théorème suivant donne l’efficacité asymptotique
des estimateurs de Newton stochastiques.

Théorème 3 Supposons que les hypothèses (A1) et (A2) sont vérifiées. Si Φ admet un
moment d’ordre 4, alors

p
n (✓n − ✓)

L
−−−−!
n!+1

N
(
0, H−1

)
.

4 Simulations

4.1 Le modèle

On considère un vecteur aléatoireX deRd avec d = 10 avec des coordonnées indépendantes
et suivant une loi uniforme sur [0, 1]. On considère le paramètre ✓ = (−9, 0, 3,−9, 4,−9, 15, 0,−7, 1, 0)T .
Ce modèle est intérréssant car les valeurs propres de H sont à des échelles très différentes
(cf Table 1).

0.1239 2.832 10−3 2.822 10−3 2.816 10−3 2.778 10−3 2.806 10−3

2.651 10−3 2.517 10−3 2.1567 10−3 9.012 10−4 4.422 10−4

Table 1: Estimation des valeurs propres de H par ordre décroissant.

4
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4.2 Comparaison des différents algorithmes

On compare ici les performances de quatre algorithmes: l’algorithme de Newton stochas-
tique tronqué (TSN), non tronqué (SN), l’algorithme de gradient stochastique (SG) et sa
version moyennée (ASG). A noter que les paramètres pour la descente de gradient ont été
choisis par validation croisée.
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Figure 1: Evolutions de l’erreur quadratique moyenne des différents estimateurs.

La figure 1 montre que les algorithmes de Newton stochastiques se comportent mieux que
les algorithmes de type gradient. Les mauvais comportements de ceux-ci sont dûs au fait
que les valeurs propres de la Hessienne sont à différentes échelles, et il n’est alors pas
judicieux d’avoir le même pas pour chaque direction.

Finalement, Figure 2, on voit que les performances des algorithmes de Newton stochas-
tiques sont proches de celles de la version déterministe (NR).
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Lissage de données fonctionnelles par estimation
de leur régularité locale
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Résumé. Avec les récentes avancées technologiques, de plus en plus d’objets sont
équipés de capteurs leur permettant, par exemple, de connâıtre la position d’autres objets
de leur environnement. Ces capteurs fournissent un grand nombre de signaux pouvant être
modélisés comme des données fonctionnelles entachées d’un bruit. Dans ce travail, nous
supposons que ces données sont enregistrées avec un bruit d’échelle inconnue. Nous nous
intéressons donc à l’estimation adaptative du signal grâce à une estimation ponctuelle de
la régularité des fonctions sous-jacentes.

Mots-clés. Données fonctionnelles, Estimation non-paramétrique, Régularité

Abstract. With recent technological advances, more and more objects are equipped
with sensors that allow them, for example, to know the position of other objects in their
environment. These sensors provide a large amount of data that can be modelled as
functional data. We assume that these data are recorded with a noise of unknown scale.
In this work, we are therefore interested in estimating the signal of interest using an
estimation of the smoothness of the underlying functions.

Keywords. Functional data, Non-parametric estimation, Smoothness

1 Introduction

Les capteurs sont de plus en plus présents dans notre vie quotidienne. Ceux-ci fournissent
un grand nombre de données pouvant être modélisées comme données fonctionnelles.
Comme ces capteurs ne sont pas parfait, il est raisonable de supposer que les données
enregistrées le soient avec un certain bruit.

Supposons un échantillon de N courbes provenant d’un même processus aléatoire et
éventuellement mesurées à des instants différents. De plus, ces courbes sont détériorées par
un bruit aléatoire. Notre but est de définir une procédure, basée sur un sous-échantillon
de N0 courbes bruitées, permettant d’estimer la régularité ponctuelle de l’ensemble de
courbes et de permettre d’estimer chacune des N1 = N −N0 courbes restantes. Pour les
différentes applications, N1 peut être beaucoup plus grand que N0.

1
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2 Modèle

Soit I un interval compact de R. Considérons X(1), . . . , X(N), des réalisations indépen-
dantes du processus stochastique X = (Xt : t 2 I) ayant des trajectoires continues. Pour

chaque 1  n  N , soit Mn un entier positif et soit T
(n)
m , 1  m  Mn, les temps

d’échantillonnage aléatoires de la courbe X(n). Ces temps sont obtenus comme des
réalisations indépendantes d’une variable aléatoire T prenant ses valeurs dans I. Les
entiers M1, . . . ,MN sont des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire discrète
M de moyenne µ. Nous supposons que les réalisations de X, M et T sont mutuellement

indépendantes. Ainsi, nous observons les paires
⇣
Y

(n)
m , T

(n)
m

⌘

2 R ⇥ I avec Y
(n)
m défini

comme
Y (n)
m = X(n)(T (n)

m ) + ε(n)m , 1  m  Mn, 1  n  N,

et les ε
(n)
m sont des réalisations indépendantes de ε, une variable aléatoire de moyenne

nulle et de variance σ2.
Soit t0 2 I fixé. Nous cherchons à estimer X(N0+1)(t0), . . . , X

(N)(t0). Le cadre est un
problème de régression non-paramétrique dépendant de la régularité de la trajectoire du
processus X. Nous proposons une procedure adaptive pour l’estimation de la régularité
des trajectoires générées par X à un point donné utilisant une partie N0 des courbes. À
partir de cette estimation de la régularité, un lissage optimal est réalisé sur le reste des
N −N0 courbes générées par le même processus stochastique.

Soit H(·) : I 7! (0, 1] et L(·) : I 7! (0,1), deux fonctions hölderiennes et notons
Lt0 = L(t0) et Ht0 = H(t0). Définissons le voisinage de t0 de la façon suivante:

Jµ(t0) = (t0 − |I|/ log µ, t0 + |I|/ log µ) \ I,

avec |I| la longueur de l’intervalle I.
Nous faisons l’hypothèse que le processus stochastique X vérifie la condition:

E
⇥

(Xu −Xv)
2
⇤

⇣ L2
t0
|u− v|2Ht0 , u, v 2 Jµ(t0). (1)

La quantité Ht0 correspond à la régularité locale du processus X au point t0. Dans le
cas, où les trajectoires de X admettent une dérivée d’ordre s ≥ 1 presque surement,
cette définition de régularité locale est utilisée sur la dérivée d’ordre s de la réalisation
du processus. Notre intéret premier est d’estimer Ht0 . Une problématique similaire a été
considéré par Blanke et Vial (2014) dans le cas d’une seule trajectoire observée sans bruit,
sur un pas régulier et sous hypothèse d’un processus gaussien.

L’intéret final de ce travail est le débruitage des N1 courbes restantes. Ainsi, pour
tout estimateur bX de X, définissons le risque associé à cette estimateur par :

R( bX) = R( bX;µ,N0, N1) = E


max

1n1N1

∣∣∣ bX(N0+n1) −X(N0+n1)
∣∣∣
2
]
. (2)

2
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L’optimalité à laquelle nous faisons références dans ce travail est celle définie par rapport
à ce risque. Pour des problèmes spécifiques, sous des conditions plus particulières, il est
possible d’en déduire d’autres choix de paramètres de lissage. Voir, par exemple, [Carroll
et al. (2013)].

3 Estimation locale de la régularité

Dans cette partie, nous présentons l’estimateur local de la régularité. Soit K0 2 N et
considérons un échantillon (T1, . . . , TM) de taille M et de loi T . Nous extrayons de cet
échantillon le sous vecteur des K0 plus proches valeurs de t0,

(

T(1), . . . , T(K0)

)

. En général,
t0 sera un point intérieur à I, et ainsi, T(1)  t0  T(K0).

Pour la construction de l’estimateur, nous avons besoin de définir les deux événements
suivant :

An = An(µ,N0) =
n

Mn ≥ K0, T
(n)
(1) 2 Jµ(t0), . . . , T

(n)
(K0)

2 Jµ(t0)
o

, 1  n  N0,

B = {M ≥ K0, T(1) 2 Jµ(t0), . . . , T(K0) 2 Jµ(t0)}
et notons 1An et 1B, les indicatrices associées. Soit EB(·) = E(·1B). En utilisant (1), pour
1  k  l  K0, nous avons

EB

h

(XT(l)
−XT(k)

)2
i

⇣ L2
t0
EB|T(l) − T(k)|2Ht0 .

Définissons, pour k tel que 8k − 7  K0, la quantité suivante:

bθk =
1

N0

N0X

n=1

h
Y

(n)
(2k−1) − Y

(n)
(k)

i2
1An .

Un estimateur de la régularité locale Ht0 est, dans le cas où σ2 est connu,

bHt0(k, σ
2) =

(
log(b✓2k−1−2σ2)−log(b✓k−2σ2)

2 log 2
si bθ2k−1 > 2σ2 et bθk > 2σ2

0 sinon
,

et, dans le cas où σ2 est inconnu,

bHt0(k) =

(
log(b✓4k−3−

b✓2k−1)−log(b✓2k−1−
b✓k)

2 log 2
si bθ4k−3 > bθ2k−1 > bθk

0 sinon
.

En particulier, sous certaines conditions sur le processus X, sur la densité de T , sur
les moments du bruit ε, sur la concentration de M autour de sa moyenne et sur K0 bien
choisi comme fonction de µ, nous montrons que, pour µ suffisamment grand,

P

⇣
| bHt0(k)−Ht0 | > log−2(µ)

⌘


1

µ
.

Le résultat non-asymptotique sur la régularité locale de X permet de construire une
fenêtre (quasiment) optimale pour le lissage des N −N0 courbes.

3
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4 Estimation de la fenêtre de lissage

Le lissage des N1 se fait par régression à noyaux. Il nous manque donc une estimation
de la fenêtre de lissage bn, n = N0 + 1, . . . , N . Ainsi, cette fenêtre sera différente pour
chaque courbe à débruiter.

Un estimateur possible pour bn est le suivant :

bn =

0
@ σ2kKk2

Ht0

[Ht0 ]!
Lt0

R
|K(v)||v|Ht0dv

⇥ 1

Mn

1
A

1
2Ht0

+1

(3)

où K : R ! R est un noyau, que l’on peut choisir comme étant celui d’Epanechnikov
par exemple et [Ht0 ] est la partie entière de Ht0 .

Dans cette formule, les quantités suivantes sont à estimer : σ2, Ht0 and Lt0 . Le choix
du noyau est laissé à l’utilisateur.

• Estimateur de σ2 :

Nous proposons l’estimateur suivant pour σ2 :

bσ2 =
1

N0

N0X

n=1

1

2(Mn − 1)

MnX

l=2

(
Yn,(l) − Yn,(l−1)

)2

• Estimateur de Ht0 :

L’estimateur de Ht0 est développé à la section précédente.

• Estimateur de Lt0 :

Différents estimateur de Lt0 sont possible suivant notre connaissance de la densité
des points d’échantillonnage et de σ2. Considérons uniquement le cas où l’on ne
connait ni l’un ni l’autre, ce qui est usuellement le cas.

Définissons, pour k tel que 8k − 7  K0, la quantité suivante:

b⌘k =
1

N0

N0X

n=1

∣∣Tn,(2k−1) − Tn,(k)

∣∣2Ht0 . (4)

Un estimateur de la constante Lt0 est

bLt0(k) =

 
bθ2k−1 − bθk
b⌘2k−1 − b⌘k

!1/2

.

4
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Ainsi, un estimateur de la fenêtre bn est donné par :

bbn,t0(k) =

0
B@

bσ2kKk2

bHt0 (k)

[ bHt0 (k)]!
bLt0(k)

R
|K(v)||v| bHt0 (k)dv

⇥ 1

Mn

1
CA

1

2 bHt0
(k)+1

.

Finalement, le lissage des courbes est réalisé en utilisant l’estimateur de Nadaraya-
Watson:

bX(n)(t) =

PMn

m=1 K((t− T
(n)
m )/bbn,t(k))Y (n)

mPMn

m=1 K((t− T
(n)
m )/bbn,t(k))

, 8t 2 [0, 1].

Nous étudions la qualité de cet estimateur de la fenêtre de lissage par rapport à deux
estimateurs classiques de celle-ci que sont la validation croisée et l’estimateur plug-in [Rup-
pert et al. (1995)] en considérant le risque définit en (2). De plus, une expérimentation
empirique du temps d’exécution d’un échantillon de N = 1000 courbes est développée
pour chaque méthode. La figure 1 présente ces résultats dans le cas où X est un mouve-
ment brownien, et donc dans le cas où la régularité locale du processus est de Ht0 = 0.5
pour tout point t0.

Our method

CV

Plug-in

0 1 2 3 4 5

Risks
⇥10−3

(a) Risque ponctuel en t0 = 0.5

Our method

CV

Plug-in

1e+02 1e+03 1e+04 1e+05

Time [milliseconds]

(b) Temps de calcul (log scale)

Figure 1: Résultats obtenus dans le cas où X est un mouvement brownien

La méthode peut s’étendre aux cas où la régularité est supérieur à 1 en estimant
la régularité des dérivées successives. Enfin, le cadre peut aussi s’élargir aux cas où la
variance du bruit n’est plus supposée constante mais d’esperance contionnnelle constante,
ce qui permet de considérer un bruit hétéroscédastique.
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Résumé. La prévision à court terme de consommation électrique est une entrée es-
sentielle pour l’optimisation des systèmes électriques. Le développement des smarts grids
induit de nouveaux challenges et opportunités, notamment la question de la prévision à
des niveaux faibles d’agrégation. Les modèles GAM sont très utilisés dans ce domaine.
Ils permettent d’obtenir de bons niveaux de performances tout en étant facilement in-
terprétables par les prévisionnistes. Néanmoins, ces modèles supposent que les données
de consommation soient relativement régulières. A de faibles niveaux d’agrégation, pour
modéliser le caractère très volatile de ces données nous proposons d’introduire des com-
posantes irrégulières dans ces modèles additifs. Nous montrons sur des données réelles
l’intérêt de ces modèles hybrides en terme de performance prédictive.

Mots-clés. GAM, ondelettes, prévision de consommation électrique.

Abstract. Short-Term Load Forecasting (STLF) is a fundamental instrument in the
efficient operational management and planning of electric utilities. Emerging smart grid
technologies pose new challenges and opportunities. Although load forecasting at the
aggregate level has been extensively studied, electrical load forecasting at fine-grained
geographical scales of households is more challenging. Among existing approaches, semi-
parametric generalized additive models (GAM) have been increasingly popular due to
their accuracy, flexibility, and interpretability. Their applicability is justified when fore-
casting is addressed at higher levels of aggregation, since the aggregated load pattern
contains relatively smooth additive components. High resolution data are highly volatile,
forecasting the average load using GAM models with smooth components does not pro-
vide meaningful information about the future demand. Instead, we need to incorporate
irregular and volatile effects to enhance the forecast accuracy. We focus on the analysis of
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such hybrid additive models applied on smart meters data and show that it leads to im-
provement of the forecasting performances of classical additive models at low aggregation
levels.

Keywords. GAM, wavelets, electricity consumption forecasting.

1 Introduction

Load forecasting is a crucial part of electric power system operations. Forecasting at a
local scale is a complex problem. In [8] the authors argue from an extensive study of a
dataset from PG&E Northern California region that hour ahead forecasting errors can go
from a 29% Mean Absolute Percentage Error (MAPE) for a single individual residential
consumer to less that 10% for groups of 100 customers. The study relies on different
forecasting models and the authors mention that for more complicated tasks like day
ahead forecasting, one needs to think carefully about the model to use. Our work is
motivated by these points. We propose a new approach adaptive with time and above all
with the level of aggregation.

We focus on partially linear additive models (PLAMs) based on function basis decom-
positions of their nonlinear additive components (e.g. [6], [9], [1]). These semi-parametric
models combine the flexibility of fully nonparametric models and the simplicity of mul-
tiple regression models. In many applications the nonlinear components are assumed to
be smooth and are therefore approximated by their decompositions into splines bases. In
case the components are less regular in terms of smoothness, as it can be for example with
low level aggregated data, the splines approximation can be inadequate and one should
choose less regular basis functions, an example of which are wavelets.

2 Methodology: estimation and model selection in

PLAMs

PLAMs retain the parsimony and interpretability of linear models and the flexibility of
nonparametric additive regression, by allowing a linear component for some predictors
presumed to have a strictly linear effect, and an additive structure for other predictors,
reducing the “curse of dimensionality”.

Given observations {(Yi,Xi,Ti)}ni=1, where Yi is the response, Xi = (Xi1, . . . , Xip)
T

and Ti = (Ti1, . . . , Tiq)
T are vectors of covariates, the PLAM assumes that

Yi = b+XT
i β +

qX

j=1

fj(Tij) + ✏i, i = 1, . . . , n, (1)
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where b is the intercept, β is the p⇥ 1 vector of unknown coefficients for linear terms, fj
are unknown nonlinear real valued components and the ✏i’s are i.i.d random variables with
mean 0 and variance σ2 independent of the covariates. In order to ensure that the model
is identifiable, one requires that the linear covariates are centred and that identifiability
conditions

R
fj(t)dt = 0, j = 1, . . . , q hold.

2.1 Smooth additive components

We will assume that the unknown nonparametric (smooth) additive components fj belong
to the subspace of centred functions within the Sobolev space of order m, Wm

2 equipped

with the Sobolev norm kfkm =
qR

(f (m)(x))
2
dx, where f (m) denotes the mth derivative

of f .
Under these smoothness assumptions, the fj(t) can be well approximated by their

expansion on O’Sullivan splines basis functions {B(j)
` }`2N introduced by [7]:

fj(t) ⇡

mjX

`=1

↵
(j)
` B

(j)
` (t), j = 1, . . . , q, (2)

where mj is an appropriate truncation index allowed to increase to infinity with n.

2.2 Irregular additive components

Let us consider now PLAMs with nonlinear additive components that are less smooth. To
capture key characteristics of variations and of inhomogeneity in each fj, j = 1, . . . , q, and
to exploit their sparse wavelet coefficients representations, we will assume that fj belong
to the (inhomogeneous) Besov space on the unit interval Bs

π,r([0, 1]) with s+1/⇡−1/2 > 0.
The parameter ⇡ is a degree measuring the function’s inhomogeneity, s is a measure of
its smoothness. Roughly speaking, the (not necessarily integer) parameter s indicates
the number of function’s (fractional) derivatives, where their existence is required in an
Lπ-sense; the additional parameter r is secondary in its role, allowing for additional fine
tuning of the definition of the space (e.g. see [5]).

As with splines basis expansions of smooth functions we approximate the nonparamet-
ric additive components using wavelet bases (see [3]). For each fj, we use its expansion

on wavelet basis functions {W (j)
` }`:

fj(t) ⇡

KjX

`=1

γ
(j)
` W

(j)
` (t), (3)

whereKj is an appropriate truncation index allowed to increase to infinity with n. A func-
tion fj within some Besov ball can be well approximated by the above expansion and its

estimation is equivalent to estimate the wavelet coefficient vector γ(j) = (γ
(j)
1 , . . . , γ

(j)
Kj
)T .
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Similarly to the spline case, as alluded to in [3] we can also define the regression
design matrices containing wavelet basis functions evaluated at the observations of the
corresponding predictors (see [2]).

2.3 Hybrid PLAM

In the previous subsection the additive components were assumed to posses a similar
degree of regularity: they were either belonging to Sobolev spaces or to Besov spaces.
However, a limitation was the use of a single class of basis functions, either splines or
wavelets. A loss of efficiency occurs when the additive part is composed of both smooth
functions and functions with much less regularity, a class of models that we are calling
hybrid PLAM.

Our main contribution is to combine the methods used in the previous subsections
and obtain an estimator that can deal with and overcome the difficulties given from the
non-linear part of such hybrid partially additive models.

The basic idea is exploring the advantage of using a hybrid fitting for the additive
part combining regression splines and wavelets together, and use again a grouped model
selection methods for solving the estimation and variable selection problems.

Hereafter we consider a random sample {Yi,Xi,T
s
i ,T

w
i }i=1,...,n, related through the

hybrid partially linear additive model (HPLAM)

Yi = XT
i β +

qsX

j=1

f s
j (T

s
ij) +

qwX

j=1

fw
j (T

w
ij ) + ✏i, i = 1, . . . , n, (4)

where, Xi = (Xi1, . . . , Xip)
T is the p-dimensional covariate vector representing the linear

regression components, β is the p ⇥ 1 vector of corresponding regression coefficients, f s
j

are unknown smooth functions of T s
ij, where Ts

i = (T s
i1, . . . , T

s
iqs)

T is a qs-dimensional
nonlinear covariate vector with values in [0, 1]qs , fw

j s are unknown non-smooth functions
of Tw

ij , where Tw
i = (Tw

i1 , . . . , T
w
iqw)

T is a qw-dimensional nonlinear covariate vector with
values in [0, 1]qw and where the errors ✏i form a sequence of i.i.d. Gaussian random variables
with mean 0 and variance σ

2 independent of the predictor variables Xi, T
s
i and Tw

i .

3 Forecasting smart meter data at various levels of

aggregation

Electricity consumption data at the level of individual households have several distinctive
features and a wide variety of shapes. The purpose of this section is to analyse how
forecast errors scale with aggregation levels using the semi-parametric forecasting models
introduced in the previous sections.

4
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We use the data collected during a smart metering trial conducted by the Commission
for Energy Regulation (CER) in Ireland (see [4]). The data set contains half-hourly mea-
surements of electricity consumption gathered from 4623 consumers (residential customers
and small-to-medium enterprises) between 14 July 2009 and 31 December 2010.

We model the ith individual electric load Yi at time t as

Yi(t) = m(i) + µi(t) + gi(T (t)) + ✏i(t), i = 1, .., n, t = 1, .., J, (5)

where m(i) = (Xβ)i is the average effect of p time-independent variables on the load
curve; X is the n⇥p design matrix associated to these variables; β is the corresponding p-
dimensional vector of parameters; µi(t) is a time dependent longitudinal effect modelled by
its decomposition in a nonparametric functional basis, including the day-of-week (Dowt)
as exogenous variable, for identifiability reasons

P

t µi(t) = 0. gi(T (t)) is the effect of
temperature T (t) on the load profile of the ith client, and again, for identifiability reasons,
we assume that

P

t gi(T (t)) = 0; ✏i(t) is a noise process. We have tested three different
models for the combined longitudinal effect µi(t)+gi(T (t)), using two different expressions
for µi(t), denoted hereafter µs

i (t) (smooth) and µw
i (t) (wavelet), combined with either a

wavelet approximation gwi (T (t)) or a spline approximation gsi (T (t)) for the effect of the
temperature.

We simulate an online forecasting procedure at different aggregation level and conduct
an intensive simulation with random sub-sampling of the population at each level of ag-
gregation. Additionally to the proposed models which can be used for mid term forecasts
(up to a week ahead here) we implement a correction term on the errors assuming an
autoregressive structure of the noise ✏i(t) in the model of equation (5). We compute the
RMSEs (Root Mean Square Error) at each aggregation levels on the last 5 months. On
the first 23 days of each of these months we compute the fitting error of the mid term
models. On the last 7 days we calculate the forecasting error of the mid term models and
the associated short term correction models.

Figure 1 reports the forecasting errors on the testing data, which measure the predic-
tive performance of the estimation methods. We plot with solid line the mean ratio of
the mid term models with respects to the RMSE of the smooth model (with splines) and
in dashed line the ones of the short term correction models.

Indeed, the spline based model seems to work best across low levels of aggregation (for
L  20). At higher levels of aggregation (for L ≥ 30) wavelets and hybrid work better
than splines with hybrid model always slightly outperforming wavelets. The improvement
goes from around 2 percent to 10 percent in RMSE. Statistical tests confirm these findings.
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Résumé. Dans cette note, nous considérons un modèle appelé CHARME (Condi-
tional Heteroscedastic Autoregressive Mixture of Experts). En quelques mots, c’est un
modèle de mélange généralisé de séries chronologiques non linéaire et non paramétrique
AR-ARCH. Nous garantissons la stabilité (ergodicité et stationnarité) du modèle sous
certaines conditions de type Lipschitz pour les fonctions d’autorégression et de volatilité,
lesquelles sont beaucoup plus faibles que celles présentées dans la littérature existante. Ce
résultat et la propriété d’approximation universelle de réseaux de neurones (RN), possi-
blement avec des architectures profondes (RNP), nous fournit les bases pour développer
une théorie d’apprentissage pour les fonctions d’autorégression-basées-sur-RN du modèle.
En outre, la consistance forte et la normalité asymptotique de l’estimateur des poids et
des biais des RN considéré sont garanties sous de faibles conditions.

Mots-clés. modèle AR-ARCH non-paramétrique ; réseaux de neurones profonds ;
modèles de mélange ; séquence à changement de régime markoviens ; dépendance ⌧ -faible ;
ergodicité ; stationnarité ; identifiabilité ; consistance ; signaux d’EEG.

Abstract. In this note, we consider a model called CHARME (Conditional Heterosce-
dastic Autoregressive Mixture of Experts). Roughly speaking, this is a class of generalized
mixture of nonlinear nonparametric AR-ARCH time series. We guarantee the stability
(ergodicity and stationarity) of the model under certain Lipschitz-type conditions on the
autoregression and volatility functions, which are much weaker than those presented in
the current literature. This result and the universal approximation property of neural
networks (NN), possibly with deep architectures (DNN), provides us with the bases for
developing a learning theory for the NN-based autoregressive functions of the model.By
the way, the strong consistency and asymptotic normality of the considered estimator of
the NN weights and biases are guaranteed under weak conditions.

Keywords. Nonparametric AR-ARCH ; deep neural network ; mixture models ; Mar-
kov switching ; ⌧ -weak dependence ; ergodicity, stationarity ; consistency ; EEG signals.
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1 Introduction

Dans l’analyse de séries chronologiques, il est commun d’étudier les modèles tels que :
AR, ARMA, ARCH, GARCH, etc. ; ou plus généralement, le modèle CHARN

Xt = f(Xt−1, . . . , Xt−p, ✓
0) + g(Xt−1, . . . , Xt−p,λ

0)✏t, t 2 Z, (1)

où f , g sont des fonctions inconnues et (✏t)t2Z est un bruit blanc indépendant. Cependant,
dans la pratique, il n’est pas toujours réaliste de supposer que le processus observé ait
la même tendance f et la même volatilité g à chaque instant t. Entre autre, c’est le
cas des signaux d’EEG, voir Lo et al. (2009), où l’on peut observer des changements de
comportement, même brusques, lesquelles on ne peut pas les modéliser même en utilisant
les modèles localement stationnaires. C’est pour cela que nous nous concentrons sur un
modèle plus général, appelé CHARME, qui prend en compte ces changement brusques de
comportement.

Pour définir ce modèle, considérons l’espace de Banach (E, k · k), doté de sa tribu
borélienne E . L’espace produit Ep est alors naturellement doté de sa tribu produit E⊗p.
Le modèle CHARME(p), à valeurs dans E, est la série chronologique définie par

Xt =
KX

k=1

⇠
(k)
t

(
fk(Xt−1, . . . , Xt−p, ✓

0
k) + gk(Xt−1, . . . , Xt−p,λ

0
k)✏t

)
t 2 Z, (2)

où

— pour chaque k 2 [K] := {1, 2, . . . , K}, fk : Ep ⇥ Θk −! E et gk : Ep ⇥ Λk −! R

sont respectivement les fonctions d’autorégression et de volatilité, avec des espaces
de paramètres respectifs Θk et Λk, E⊗p ⇥ B(Θk)- et E⊗p ⇥ B(Λk)- mesurables, où
B(Θk) est la tribu borélienne sur Θk et pareillement pour Λk ;

— (✏t)t est un bruit blanc indépendant à valeurs dans E ;

— ⇠
(k)
t = I{Rt=k}, avec IC désignant la fonction caractéristique de C (i.e., elle vaut 1 sur
C et 0 sinon), où (Rt)t∈Z est une séquence de variables aléatoires indépendantes à
valeurs dans l’espace fini [K], qui est en plus indépendante du bruit blanc (✏t)t∈Z.
Par la suite, on pose ⇡k = P(R0 = k).

Le modèle (2) peut être étendu au cas p = 1. Nous l’appellerons alors modèle
CHARME à mémoire infinie et que nous désignerons par CHARME(1). Dans ce cadre,
l’espace d’états du modèle est le sous-ensemble de EN :

E∞ :=
{
(xk)k>0 2 EN : xk = 0 for k > N, for some N 2 N

∗
 

,

doté de sa tribu produit E⊗N.
Il est clair que le modèle (2) contient le modèle (1) (cela correspond au cas K = 1 en

(2)). D’ailleurs, des applications de ce modèle ont été traitées d’une manière directe ou
indirecte dans plusieurs domaines de recherche. Voir par exemple : Tadjuidje-Kamgaing,
J. (2005), Weigend, A.S. and Shi, S. (2000), Kirch, C. and Kamgaing, T. (2012) et Liehr
et al. (1999).
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2 Ergodicité et stationnarité des modèles CHARME

Le résultat suivant nous fournit des conditions pour avoir la stabilité du modèle dont
la preuve est donnée dans la Section 8.1 de Gómez-Garćıa et al. (2020).

Théorème 1. Considérons le modèle CHARME(1), i.e., (2) avec p = 1. Supposons

qu’il existe des séquences non-négatives (a
(k)
i )i≥1,k∈[K] et (b

(k)
i )i≥1,k∈[K] telles que, pour

tout x, y 2 E∞ et tout k 2 [K],

kfk(x, ✓
0
k)− fk(y, ✓

0
k)k 

∞X

i=1

a
(k)
i kxi − yik, |gk(x, ✓0k)− gk(y, ✓

0
k)| 

∞X

i=1

b
(k)
i kxi − yik (3)

Notons Ak =
P∞

i=1 a
(k)
i , Bk =

P∞

i=1 b
(k)
i et C(m) = 2m−1

PK
k=1 ⇡k (A

m
k +Bm

k k✏0k
m
m). Alors,

nous obtenons les affirmations suivantes :

(i) si c := C(1) < 1, alors il existe une solution strictement stationnaire (Xt)t∈Z du
modèle CHARME(1) appartenant à L1.

(ii) si en plus C(m) < 1 pour certain m > 1, alors cette solution appartient à Lm.

Remarque 1.

(1.1) Le résultat précédent est également valable dans le cas p < 1. En effet, il suffit de

prendre a
(k)
i = b

(k)
i = 0 pour tout i > p et tout k 2 [K] dans les inégalités (3).

(1.2) Remarquons que le modèle CHARME(1) (2) avec p = 1 peut être réécrit comme
une séquence de Markov Xt = F (Xt−1, Xt−2, . . . ; ⇠̃t), t 2 Z, via la fonction

F (x; (⇠(0), . . . , ⇠(K))) =
K
X

k=1

⇠(k)
(

fk(x, ✓
0
k) + gk(x,λ

0
k)⇠

(0)
)

, (4)

avec des innovations ⇠̃t := (✏t, ⇠
(1)
t , . . . , ⇠

(K)
t ) = (✏t, ⇠t) 2 E⇥Be, oùBe := {e1, . . . , eK}

est la base canonique de RK . Sous les hypothèses du Théorème 1, la fonction F est
continue car les fonctions fk(·, ✓0k) et gk(·,λ0

k) sont continues par la condition (3).
Il découle alors de (Doukhan, P. and Wintenberger, O, 2008, Lemma 5.5) et de
la complétude de Lm, qu’il existe une fonction mesurable H telle que le processus
CHARME(1) peut être écrit comme Xt = H(⇠̃t, ⇠̃t−1, . . .). C’est-à-dire : le pro-
cessus CHARME(1) peut être représenté par un décalage de Bernoulli causal. En
outre, sous ces hypothèses, (Xt)t∈Z est le seul décalage de Bernouli causal, solution
à (2) avec p = 1. Donc, la solution (Xt)t∈Z est automatiquement un processus er-
godique. Enfin, le théorème ergodique implique la LFGN pour ce processus. Cette
conséquence du Théorème 1 sera un résultat clé pour établir la consistance forte
lorsqu’il s’agit d’estimer les fonctions d’autorégression et de volatilité du modèle
CHARME(p).

(1.3) Stockis et al. (2010) montre l’ergodicité du modèle CHARME(p) avec p < 1, sous
réserve de multiple conditions. En particulier, les auteurs demandent la régularité
du bruit blanc (✏t)t∈Z. En revanche, nous n’avons pas besoin de cette restriction ici.

3
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3 Estimation des paramètres du modèle : consistance

Soit (Xt)1−p≤t≤n n+ p observations de la solution strictement stationnaire (Xt)t∈Z du
modèle (2) (cette solution existe grâce au Théorème 1). Supposons que le nombre d’états
K est connu et que nous avons accès aux observations des variables cachées iid (Rt)1−p≤t≤n,

ou bien, des variables (⇠
(k)
t )1−p≤t≤n,k∈[K]. Une hypothèse similaire peut être trouvée dans

la littérature pour des cas spécieux du modèle CHARME. Voir, e.g., Tadjuidje-Kamgaing,
J. (2005) et Stockis et al. (2010).

Notre objectif est d’étudier un estimateur non linéaire des paramètres

(✓0,λ0) := (✓01, . . . , ✓
0
K ,λ

0
1, . . . ,λ

0
K)

du modèle CHARME(p) (2) à partir des observations (Xt)1−p≤t≤n et (⇠
(k)
t )1−p≤t≤n,k∈[K].

Cet objectif est atteint en résolvant le problème de minimisation

(b✓n, bλn) 2 Argmin(✓,λ)∈Θ×Λ Qn(✓,λ), où

Qn(✓,λ) :=
1

n

nX

t=1

KX

k=1

⇠
(k)
t `

(
Xt, fk(Xt−1, . . . , Xt−p, ✓k), gk(Xt−1, . . . , Xt−p,λk)

)
.

(5)

Ici, ` : E ⇥E ⇥R −! R[ {+1} est une certaine fonction de coût. En général, ` devrait
satisfaire `(u, u, ⌧) = 0, 8⌧ .

Afin de présenter notre résultat de consistance, il est plus commode de définir les
processus

Yt = (Xt−p, Xt−p+1, . . . , Xt) et ⇠t = (⇠1t , . . . , ⇠
K
t ), t 2 Z.

Soit (Ep+1 ⇥Be, E⊗(p+1) ⌦ Ξ, P ) l’espace de probabilité commun, dans lequel sont définis
les vecteurs aléatoires Yt et ⇠t. Adoptons la notation suivante :

h(Yt, ⇠t, ✓,λ) :=
KX

k=1

⇠
(k)
t `

(
Xt, fk(Xt−1, . . . , Xt−p, ✓k), gk(Xt−1, . . . , Xt−p,λk)

)
. (6)

En utilisant des arguments complexes du calcul des variations (en particulier sur les
intégrands normaux et l’épi-convergence (voir Rockafellar, R.T. (1976) et Rockafellar,
R.T. and Wets, R.J.B. (1998)), nous pouvons établir la consistance de l’estimateur (5)
sous de faibles conditions. En particulier, sans la nécessité d’avoir un échantillon iid ni la
différentiabilité de la fonction Qn. Ceci est résumé dans le théorème suivant :

Théorème 2. Soit (Xt)t∈Z une solution strictement stationnaire et ergodique du modèle
(2) (elle existe grâce au Théorème 1 avec C(m) < 1 pour certain m ≥ 1). Considérons
les conditions raisonnables (A.1)-(A.7) de Gómez-Garćıa et al. (2020). Alors,

(i) chaque point d’accumulation de (b✓n, bλn)n∈N appartient à Argmin(θ,λ)∈Θ×Λ Eh(Y, ⇠, ✓,λ)
p.s.

(ii) si de plus la suite (Qn)n∈N est équi-coercitive, et Argmin(θ,λ)∈Θ×Λ Eh(Y, ⇠, ✓,λ) =

{✓0,λ0}, alors (b✓n, bλn) ! (✓0,λ0) et Qn(b✓n, bλn) ! Eh(Y, ⇠, ✓0,λ0) p.s.

4
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4 Apprentissage du modèle avec des RNP

Il est connu que, étant donné toute fonction cible continue f et une précision cible
✏ > 0, les réseaux de neurones (RN) avec suffisamment paramètres (poids et biaises) judi-
cieusement choisis donnent une approximation de la fonction pour une erreur de taille ✏.
Cette propriété d’approximation universelle des RN, nous permet de considérer le modèle
CHARME(p) (2) avec les fonctions fk et gk exactement modélisées par des RN, avec
E = Rd. Pour une introduction de réseaux de neurones (profonds), voir Section 2.2 de
Gómez-Garćıa et al. (2020). Avec les mêmes notations de cette dernière section, pour

chaque k 2 [K], soit ✓k =
⇣
(W

(1)
k , b

(1)
k ), . . . , (W

(Lk)
k , b

(Lk)
k )

⌘
, où W

(l)
k et b

(l)
k sont respective-

ment la matrice des poids et le vecteur de biaises de la l-ème couche du RN fk. Similai-

rement λk =
⇣
(W̄

(1)
k , b̄

(1)
k ), . . . , (W̄

(L̄k)
k , b̄

(L̄k)
k )

⌘
pour le RN gk. De plus, nous considérons la

même fonction d’activation ' pour toutes les couches des RN fk, gk, avec k 2 [K].

Ergodicité et Stationnarité. En considérant les notations du Théorème 1, les précédentes
notations et en notant kW l

kk la norme spectrale de la matrice correspondante, on peut
démontrer que

Ak =
(
Lip(')Lk−1

LkY

l=2

kW
(l)
k k

) pX

i=1

kW
(1)
k,i k et Bk =

(
Lip(')L̄k−1

L̄kY

l=2

kW̄
(l)
k k

) pX

i=1

kW̄
(1)
k,i k.

Par conséquence, si C(m) = 2m−1
PK

k=1 ⇡k (A
m
k +Bm

k k✏0k
m
m) < 1 pour un certain m ≥ 1,

il existe une solution strictement stationnaire du modèle CHARME(p)-basé-sur-RN.

Consistance. Les conditions (A.1)-(A.7) de Gómez-Garćıa et al. (2020) sont satisfaites
pour les RN fk et gk, pour tout k 2 [K] (cela a été montré dans le cité article). Donc,
l’existence de la solution stationnaire et ergodique du modèle CHARME(p)-basé-sur-RN,
implique le Théorème 2(i).

Pour pouvoir appliquer le Théorème 2(ii), nous avons besoin d’une certaine équi-
coercitivité et unicité des vrais paramètres (✓0,λ0). Ceux-ci sont discutées et assurées
dans la Section 6.2.1 de Gómez-Garćıa et al. (2020).

5 Commentaires

Établir la normalité asymptotique de l’estimateur (5) est très complexe dans un cadre
variationnel. C’est pour cela que nous nous restreignons aux arguments habituels de la
théorie d’inférence statistique qui demandent, en particulier, la dérivabilité d’ordre trois
de la fonction Qn. En plus, pour simplifier les résultats, nous prenons `(u, v, ⌧) = ku −
vk2/⌧ 2 et gk ⌘ 1, pour tout k 2 [K]. Sous ces conditions et restrictions, nous établissons

5
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la normalité asymptotique de l’estimateur (5). Les détails peuvent être trouvés dans la
Section 5 de Gómez-Garćıa et al. (2020) et seront aussi discutés lors de cette présentation.
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dominique.fourdrinier@univ-rouen.fr
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Résumé. Nous considérons le problème d’estimation de la matrice d’échelle Σ du
modèle additif Yp⇥n = M+E , du point de vue de la théorie de la décision. Ici, p représente
le nombre de variables, n le nombre d’observations,M une matrice de paramètres inconnus
de rang q < p et E un bruit aléatoire de distribution à symétrie elliptique, de matrice
de covariance proportionnelle à In ⌦ Σ. Ce problème d’estimation est abordé sous une
représentation canonique où la matrice d’observation Y est décomposée en deux matrices,
à savoir, Zq⇥p qui résume l’information contenue dans M et une matrice Um⇥p, où m =
n− q, qui résume l’information suffisante pour l’estimation de Σ. Comme les estimateurs
naturels de la forme Σ̂a = aS (où S = UT U et a est une constante positive) se comportent
mal lorsque p > m (S n’est pas inversible), nous proposons des estimateurs alternatifs
de la forme Σ̂a,G = a

(
S + S S+G(Z, S)

)
où S+ est l’inverse de Moore-Penrose de S (qui

cöıncide avec l’inverse S−1 lorsque S est inversible). Nous fournissons des conditions sur
la matrice de correction SS+G(Z, S) telles que Σ̂a,G améliore Σ̂a sous le coût basé sur

les données LS(Σ, Σ̂) = tr
(
S+

Σ (Σ̂ Σ
−1 − Ip)

2
)
. Nous adoptons une approche unifiée des

deux cas où S est inversible (p  m) et S est non inversible (p > m).
Mots-clés. Distribution à symétrie elliptique, coût basé sur les données, identité de

type Stein-Haff , matrice de covariance, matrice d’échelle.

Abstract. We consider the problem of estimating the scale matrix Σ of the additif
model Yp⇥n = M + E , under a theoretical decision point of view. Here, p is the number
of variables, n is the number of observations, M is a matrix of unknown parameters with
rank q < p and E is a random noise, whose distribution is elliptically symmetric with
covariance matrix proportional to In ⌦ Σ . We deal with a canonical form of this model
where Y is decomposed in two matrices, namely, Zq⇥p which summarizes the information

1
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contained in M , and Um⇥p, where m = n−q, which summarizes the sufficient information

to estimate Σ. As the natural estimators of the form Σ̂a = aS (where S = UT U and
a is a positive constant) perform poorly when p > m (S non-invertible), we propose
estimators of the form Σ̂a,G = a

(
S+S S+ G(Z, S)

)
where S+ is the Moore-Penrose inverse

of S (which coincides with S−1 when S is invertible). We provide conditions on the
correction matrix SS+G(Z, S) such that Σ̂a,G improves over Σ̂a under the data-based loss

LS(Σ, Σ̂) = tr
(
S+

Σ (Σ̂ Σ
−1 − Ip)

2
)
. We adopt a unified approach of the two cases where

S is invertible (p  m) and S is non-invertible (p > m).
Keywords. Eliptically symmetric distributions, data-based loss, Stein-Haff type iden-

tity, covariance matrix, scale matrix.

1 Introduction

Consider the following additive model

Y = M + E , E ⇠ ES(0np, In ⌦ Σ), (1)

where Y is an observed n⇥ p matrix, M denotes an n⇥ p matrix of unknown parameters
and E is an n⇥p elliptically symmetric distributed noise with unknown covariance matrix
proportional to In ⌦ Σ, where Σ is an unknown p ⇥ p invertible scale matrix and In is
the n-dimensional identity matrix. Note that, the class of elliptically symmetric distribu-
tions encompasses a large number of important distributions such as Gaussian, Cauchy,
exponential, Student and Weibull distributions. Our main assumption is that M is of
low-rank, that is,

rank(M) = q < p (2)

Note that Model (1) is a common alternative representation of the multivariate low-
rank regression model Y = X β + E , where X is an n ⇥ q matrix of known constants of
rank q < p and β is an q ⇥ p matrix of unknown parameters. In the Gaussian setting,
Model (1) arises in many fields that require to estimate M as in signal processing, image
processing, collaborative filtering. Thus, it has been considered by various authors such
as Candès and Recht (2009), Ji et al. (2010) and Candès et al. (2013). Recently, Canu
and Fourdrinier (2017) introduced the extended elliptical setting in Model (1). It is worth
noting that many estimation procedures of M rely on an accurate estimation of the scale
matrix Σ, which is the aim of this paper.

Thanks to the low-rank assumption in (2), there exists a n ⇥ n orthogonal matrix
Q = (Q1Q2), with QT

2 M = 0, so that the canonical form of Model (1) is given by

QT Y =

✓
QT

1

QT
2

◆
Y =

✓
Z
U

◆
=

✓
✓

0

◆
+QT E , (3)

2
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where Z and U are respectively q ⇥ p and m ⇥ p matrices with m = n − q (cf. Canu
and Fourdrinier (2017) for more details). Note that, the canonical form (3) separates
information about the mean structure Z and the information concerning the scale U , since
S = UT U summarizes the information to estimate Σ. Now, we restrict our attention to
the setting where the joint density of Z and U is of the form

(z, u) 7! |Σ|−n/2 f
⇥

tr{(z − ✓)Σ−1(z − ✓)T}+ tr{Σ−1 uTu}
⇤
, (4)

for some function f .
In the following, E✓,Σ will denote the expectation with respect to the density (4) and

E⇤
✓,Σ the expectation with respect to the density

(z, u) 7!
1

K⇤
|Σ|−n/2 F ⇤

⇥
tr{ (z − ✓)Σ−1(z − ✓)>}+ tr{Σ−1 uT u}

⇤
,

where F ⇤(t) = 1
2

R1
t

f(ν) dν and the normalizing constant K⇤ is assumed to be finite.
Note that, in the setting of a multivariate normal distribution, since F ⇤ = f , these two
expectations coincide.

As mentioned by James and Stein (1961), the natural estimators of the form Σ̂a =
aS (where a is a positive constant) perform poorly. Therefore, we consider alternative
estimators of the form Σ̂a,G = a (S+SS+G(Z, S)) and we derive dominance results under
the data-based loss function

LS(Σ̂,Σ) = tr
(
S+

Σ
(
Σ̂Σ

−1
− Ip

)2)
, (5)

and its associated risk

R(Σ̂,Σ) = E✓,Σ[LS(Σ̂,Σ)] , (6)

where Σ̂ is an estimator of Σ and S+ is the Moore-Penrose inverse of S. It is worth noticing
that this type of loss function, called data-based since it involves S+, was introduced by
Efron and Morris (1976). Since then, it was considered by various authors, in a Gaussian
setting by Kubokawa and Srivastava (2008) and Tsukuma and Kubokawa (2015), and in
a spherical setting by Fourdrinier and Strawderman (2015).

The two main features of our approach is that we consider the general elliptically
symmetric distribution context and we unify the two cases where S is non-invertible
(p > m) and S is invertible (p  m). The primary decision-theoretic results are presented
in Section 2. More precisely, we derive a sufficient condition on the correction matrix
function SS+G(Z, S) for which Σ̂a,G improves on Σ̂a under the data-based loss in (5). In
Section 3, we provide numerical results through simulations.

3
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2 Main result

Among the usual estimators Σ̂a = aS, there exists ao > 0 such that Σ̂ao is optimal (that
is, the risk of Σ̂ao is less than or equal to the risk of Σ̂a, for any a > 0); this is

ao =
1

K⇤(p _m)
,

where p _ m = max{p,m} (cf. Haddouche (2019) for a proof). The improvement over
the class of aS’s will be shown through the improvement of

Σ̂ao,G = ao (S + SS+G(Z, S)) , (7)

over Σ̂ao = ao S, where

G(Z, S) =
t

tr(S+)
SS+

and t is a positive constant. Note that the choice of this specific form of G(Z, S) is
motivated by the estimator considered by Konno (2009) in the normal case. We give
sufficient conditions on the corrected factor SS+G(Z, S), that is on the constant t, such
that the risk difference

∆(G) = R(Σ̂ao,G,Σ)−R(Σ̂ao ,Σ)

between Σ̂ao,G and Σ̂ao is non-positive. Of course, ∆(G)  0 makes only sense if and only

if R(Σ̂ao,G,Σ) < 1. It is shown in Haddouche (2019) that this occurs as soon as the
expectations E✓,Σ [kS+ Gk2F ], E✓,Σ [kΣ−1SS+Gk2F ], E✓,Σ [tr(ΣS+)] and E✓,Σ [tr(Σ−1 S)] are
finite. In that case,

∆(G) = a2o K
⇤ E✓,Σ

⇥
tr
(
Σ

−1SS+G
{
Ip + S+G+ SS+

 ) ⇤
− 2 ao E✓,Σ

⇥
tr
(
S+ G

) ⇤
. (8)

The dependence of the risk difference in (8) on the unknown parameter Σ−1 is problem-
atic. As a remedy, we apply the Stein-Haff type identity in the framework of elliptically
symmetric distribution given in Fourdrinier Haddouche and Mezoued (2019).

Lemma 1 Let G(z, s) be a p ⇥ p matrix function such that, for any fixed z, G(z, s) is
weakly differentiable with respect to s. Assume that E✓,Σ

⇥∣∣tr (Σ−1S S+ G)
∣∣⇤ < 1. Then

we have

E✓,Σ

⇥
tr
(
Σ

−1 SS+ G
)⇤

= K⇤ E⇤
✓,Σ

⇥
tr
(
2SS+ Ds{SS+G}T + (m− (p ^m)− 1)S+ G

) ⇤
.

Thanks to this identity, sufficient conditions for improvement of Σ̂ao,G over Σ̂ao , are
given in the following theorem (cf. Haddouche (2019) for a proof) through an upper
bound of the risk difference in (8).

4
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Theorem 1 Consider a density of the form (4). Let

Σ̂ao,G = ao

✓
S +

t

tr(S+)
SS+

◆
(9)

where t is a positive constant. Then Σ̂ao,G improves over Σ̂ao as soon as

0  t 
2 ((p ^m)− 1)

(p _m)− (p ^m) + 1
.

where p ^m = min{p,m} .

3 Numerical study

We deal here with the non-invertible case (p > m) for a Gaussian distribution (K⇤ = 1)
where the scale matrix have an autoregressive structure of the form (Σ)ij = 0.9|i−j|. Note
that simulation on the Student distributions are under study. We evaluate numerically
the performance of the alternative estimator Σ̂ao,G in (9) where ao = 1/p and t = 2 (m−
1)/(p − m + 1), through the percentage relative improvement in average loss PRIAL of
Σ̂ao,G over Σ̂ao defined as

PRIAL(Σ̂ao,G) =
average loss of Σ̂ao − average loss of Σ̂ao,G

average loss of Σ̂ao

⇥ 100 ,

which is reported in the following table.

p m PRIAL (%)
20 4 15.00
20 8 18.56
20 12 25.56
20 16 47.034
100 20 3.39
100 40 4.19
100 60 5.76
100 80 10.42

Results of 1000 Monte Carlo simulation for (Σ)ij = 0.9|i−j|.

For p = 20 and p = 100, the PRIAL increases with the values of m. Note that, when
p = 20 and m = 16 the PRIAL is close de 50%. Note that the data-based Loss is much
more discriminant then the usual quadratic loss for which the PRIAL is lower.
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Résumé. Nous étudions différentes approches de machine learning pour prévoir des
courbes de charge électrique individuelles à partir de variables clients. Plus précisément,
nous utilisons un auto-encodeur pour faire de la réduction de dimension sur les courbes.
Nous appliquons ensuite des réseaux de neurones profonds à propagation avant, des pro-
cessus gaussiens et des ”deep Gaussian processes” pour estimer la fonction de régression
expliquant la couche latente de l’autoencodeur à l’aide des prédicteurs (variables clients).
Nous mettons en œuvre les méthodes citées pour un cas d’usage EDF sur la consommation
d’électricité normalisée des clients non résidentiels.

Mots-clés. apprentissage profond, courbes de charge électrique, méthodes bayésiennes,
processus gaussiens, inférence variationnelle, autoencodeurs

Abstract. We explore different machine learning methods to predict individual elec-
trical load curves using customers informations. More precisely, we use an autoencoder
to perform dimensionality reduction on the curves. We then apply deep feedforward neu-
ral networks, Gaussian processes and deep Gaussian processes to estimate the regression
function between the latent space of the autoencoder and the predictors (customers’ vari-
ables). We implement the methods mentioned above on a use-case from EDF concerning
the scaled electricity consumption of non-residential customers.

Keywords. deep learning, electrical load curves, Bayesian methods, Gaussian pro-
cesses, variational inference, autoencoders

1 Introduction

The transformations occurring on the French electricity market lead companies like Elec-
tricité de France (EDF) to innovate and provide new customer services. Those services
are developed using statistical methods applied to customer data. Our study focuses on
one use case that aims at finding for a new customer, a load curve among a library of
known load curves, that suits the customer. Learning from customers with a relatively

1

454 sciencesconf.org:jds2020:316012

→



long data history, we want to be able to find similar curve shapes for new or potential
customers. This study focuses on non-residential customers, labelled by their contract
power, specifically C2 and C4 customers. Those two groups differ on their consumption,
C2 being larger consumers than C4. For a new client or a prospect, we want to find,
among a library of scaled consumption curves, one that, in terms of shape, would be
similar to the one of the potential client. The dataset used for the study is provided by
EDF and contains about 7% of C4 customers and 93% of C2 customers. For both types of
clients, we have their consumption time series (load curves), over one year, by half hourly
period and their billing informations (such as the business sector, or the peak power per
month). We aim at predicting C4 consumptions, but we lack historical data on them.
Hence we use informations from the bigger database of C2 customers to find a ”twin”
load curve that corresponds to C4 clients. Due to the imbalanced database, the weight of
the C4 group is too small for the C4 customers to impact strongly the global estimation,
hence they are not used during training in this study.

The load curves of non-residential customers are highly heterogeneous though not very
thermosensitive, their period of activity can vary substantially as well (for instance some
are active only during certain months, while others are active throughout the whole year).
This heterogeneity makes prediction and forecasting tasks challenging, but those tasks are
essential to companies like EDF, e.g. to evaluate the sourcing on the wholesale market.

In this study, we focus on deep learning approaches. Deep learning is a field of machine
learning with many recent successful applications in various domains. It mostly refers
to artificial neural networks such as feedforward neural networks, convolutional neural
networks, deep belief networks etc. . For an extended review of deep learning models,
refer to Goodfellow et al. (2016). We first apply an autoencoder to reduce the dimension of
the load curves and then we model the latent space using various types of neural networks,
some including skip connections that allow to capture information that might have been
lost between different layers. We also use Gaussian processes and deep Gaussian processes
to that end. Deep Gaussian processes (DGP) are deep models made of composition of
functions, where each function is drawn from a Gaussian process prior. See Damianou &
Lawrence (2013) for the complete specification of this type of model, and Bui et al. (2016)
for a detailed survey on DGP applied to regression.

The complete methodology is described in Section 2. Section 3 contains the application
of the method to EDF data.

2 Our Methodology

We want to estimate the individual load curves written X as a function of the clients’
features V constituted of billing informations. Then, the estimated function is used to
predict the load curves of new customers. Due to the high dimension of the curves X, we
work on a condensed version of them. To predict the curves of C4 customers, we build our
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models on the C2 customers’ database (XC2,VC2) while assuming that the two groups
have similar behaviors that allow us to apply the same models. This hypothesis is quite
strong and could be relaxed in future work. The methodology consists in the following
steps :

1. Reduction of dimension using an autoencoder

We use a particular architecture of neural networks called autoencoder to reduce
the dimension of the load curves. Recall that a one-hidden-layer neural network is
defined by :

h = σ1(W
T
1 · x+ b1), (1)

y = σ2(W
T
2 · h+ b2), (2)

The autoencoder is a particular case of neural network, as described in equations
(1) and (2), with y = x, and is defined by :

I = e(x), (3)

x = d(I), (4)

where e and d are the encoding and the decoding functions respectively, I is the
latent or encoded space. The functions e and d are made of one or several layers
illustrated in equations (1) and (2).
Let n be the number of C2 customers. On (XC2

k )1kn, the set of C2 load curves, we
train an autoencoder. We then extract the latent space written IC2 = (IC2

k )1kn.

2. Modelling of the latent space I with the features V

Considering the following non linear regression model :

I = f(V) + ε,

where f is the regression function and ε some error term, we want to estimate f in
high dimension hence we focus on different approaches. We estimate the function f
with the following models :

• NN1 : a one-hidden-layer feedforward neural network.

• GP2NN1 : a 2 layers feedforward neural network composed of a Dense layer
and a Gaussian process layer.

• RN1 : a 9 layers neural network with skip connections.

• GP1RN1: a 10 layers neural network with skip connections and one Gaussian
process layer.

• GP2RN1 : an 11 layers neural network with skip connections and two Gaus-
sian process layers.

3
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Hereafter, the estimator of each model is denoted f̂C2.

3. Prediction the latent space of the C4 curves

For a C4 customer, we predict the latent variables using their billing informations
VC4 :

ÎC4 = f̂C2(V
C4).

4. Identifying the ”twin” load curves

For a C4 customer, we have the estimated latent variables ÎC4 and we seek the
nearest neighbor in (IC2

k )1kn. More precisely, we want to find the value of k for
which the L1 distance between ÎC4 and IC2

k is minimal :

k̂ = argmin1kn|IC2
k − ÎC4|.

We then predict, for a C4 customer the associated load curve (XC2
k̂
).

Remark 1 When building the latent space, the ReLU activation function in the autoen-
coder creates several nil columns. They are removed in the second part of the method.
We also focus on columns with an ”acceptable” rate of zero values, which means that any
latent variable that exceeds said rate is not considered for our study.

Remark 2 DGP and Gaussian process layers are Bayesian models, their posterior dis-
tributions is intractable. They are approximated using variational methods (see Blei et
al. (2017) for a detailed survey).

3 Results and Discussion

For our implementation and experiments, we use R software (R Core Team (2019)), Ten-
sorFlow (Abadi et al. (2015)) and TensorFlow Probability (Dillon et al. (2017)). To
evaluate the performances at each stages, we consider the relative L1 error. The error
between Z and Ẑ, its estimation, is :

E(Z, Ẑ) =
Pn

i=1 |Zi − Ẑi|Pn
i=1 |Zi|

. (5)

We first estimate the functions e and d (recall the equations (3) and (4)) on the C2
load curves. We evaluate the autoencoder’s properties in terms of the reconstruction error
E(XC2, d̂(ê(XC2))). This error is calculated on the C4 load curves as well to see if the
autoencoder is robust. In Figure 1,we show the boxplots of the reconstruction error on
the C2 load curves (on the left) and on the C4 load curves (on the right). As expected,
the reconstruction error on the C4 curves is slightly higher than on the C2 curves, and
they both seem to have the same order of magnitude. This validates the assumption that
the same latent variables summarize well both databases.

4
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Figure 1: Boxplots of the reconstruction errors E(XC2, d̂(ê(XC2))) and E(XC4, d̂(ê(XC4))).

Remark 3 To evaluate the stability of the autoencoder, we have run it six times on the C2
database. The six replications showed very similar errors so only one of them is displayed.

We extract the latent space predicted by the autoencoder on the C4 curves IC4 and
compare it with its estimations ÎC4. We compute the error terms E(IC4, ÎC4) and plot
boxplots for each model in Figure 2. Comparing the median of errors, the best model is
GP2RN1, however, the interquartile range is slightly larger than the one of the RN1.
The median of errors of RN1 and NN1 are the second and third lowest of the five models
respectively.

Figure 2: Boxplots of the errors E between IC4 and ÎC4 for each model.

We represent the boxplots of the error E(XC4,XC2
k̂
) for each model (see Figure 3), after

minimizing the distances between ÎC4 and IC2. Here, the same models as in Figure 2 seem
to have the lowest median error. The GP2RN1 performances are slightly deteriorated,
but are very similar to the RN1 and NN1 ones. Due to the complexity of this problem
(consumption time series by half-hourly period over one year), the errors obtained are
quite satisfactory. The poor performances of the more complex models can be explained
by the difficulty to estimate them on this size of data, thus NN1, the simpler model,
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Figure 3: Boxplots of the errors E between the twin load curve XC2 and real load curve
XC4 for each model.

gives out the best performances. Those results are in line with Ockam’s Razor principle.
The benefit of using GP2RN1 is to get prediction intervals, because GP layers output
distributions. Hence, it could be used to build prediction intervals on the load curves of
each consumer.

An alternative to finding the ”twin” load curve is to decode the predicted latent spaces
by taking d̂(̂IC4). However, to apply this, we need to model every latent variable. Here,
we choose to model only the variables in the latent space that contain a reasonable rate
of zero values. Future research could include the modelling of said variables in addition
to the initial methods considered. We also may consider using transfer learning to add
some C4 contributions to our models as a way to counter the imbalanced database.
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Résumé. Le groupe IFP commercialise des catalyseurs et doit s’engager sur leur
performance. Il est donc nécessaire de disposer de modèles prédictifs fiables pour chaque
nouvelle génération de catalyseurs. Ces modèles sont construits à partir de données
expérimentales très couteuses. Afin d’optimiser les coûts, notre ambition est de réduire
le nombre d’expérimentations nécessaires pour estimer un modèle associé à un nouveau
type de catalyseur, en transférant l’information contenue dans les modèles d’anciennes
générations. Cet article décrit nos travaux sur le transfert de modèle linéaire par inférence
bayésienne.

Mots-clés. Transfer learning, inférence bayésienne, modèle linéaire

Abstract. IFP group develops catalysts and has to guarantee their performances. It
is therefore crucial to have good predictive models for all new catalysts. These models
are built upon very expensive experimental data. In order to minimize costs, we aim at
reducing the number of new data points to measure to fit a model on the new catalyst,
that is by using the knowledge available in the previous model. This paper describes our
work on linear model transfer using Bayesian inference.

Keywords. Transfer learning, Bayesian inference, linear model

1 The problem

IFP group develops and sells catalysts to the chemical, bio chemical producers. Catalysts
are solids that render the reaction feasible, faster, and / or at lower temperature and
pressure. The performance must be guaranteed and it is therefore crucial to have good
predictive models for all new catalysts. These models are built upon very expensive
experimental data and generally without accounting for the former catalysts’ datasets. In
order to minimize costs, we aim at reducing the number of new data points to measure on
the new catalyst by transferring the models. By transferring, we mean use the knowledge
available in the previous model and mix it with the new data points to build a good
prediction model with a minimum of experimentation.

The problem is a transfer learning problem. Let’s define a domain as D = (X,P (X))
with X a feature space and P (X) its probability distribution, and an associated task

1
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T = (Y, f) with f the function used to predict y 2 Y given x 2 X. Pan & Yang
(2010) define transfer learning as follow: ”Given a source domain Ds and learning task
Ts, a target domain Dt and learning task Tt, transfer learning aims to help improve the
learning of the target predictive function ft in Dt using the knowledge in Ds and Ts,
where Ds 6= Dt, or TS 6= TT”. In our case, Ds = Dt and Ts 6= Tt as the catalyst and
its performance is different, which put us in the inductive transfer learning case (Pan &
Yang (2010)). The catalyst changes, so reaction will change and features have no reason
to follow a particularly different distribution. There are different methods to solve these
problems, such as transferring knowledge of instances, features or parameters.

We want a model to predict the output property Yi with some information on feed and
operating conditions, described using 12 features identical for the source and the target
catalyst. Different models are tested to predict the output property on source data,
specifically linear model, support vector, multi-layer perceptron, random forest, gradient
boosting and kriging (Matheron (1969)). Best predictions are achieved with kriging but
the linear model also offers satisfying results. Therefore, in this work the linear model is
considered for its simplicity.

The model for the source catalyst is

Yi = βs0 +

pX

j=1

βsjXij + ✏i (1)

with ✏i ⇠ N (0, σs
2) and p = 12. Let θ̂s be the maximum likelihood estimate of θs =

(βs0, . . . , βsp, σ
2
s). The training data set available for the source catalyst is assumed to be

sufficiently large such that θ̂s can be considered as satisfying estimate of θs.
Our goal is to estimate the same model but for the target catalyst

Yi = βt0 +

pX

j=1

βtjXij + ✏i (2)

for which the available training data set is of a smaller size nt.
We choose to focus on transfer knowledge of parameters because it’s well adapted for

the transformation of the linear model. Two approaches are considered. The first one is
inspired from Bouveyron & Jacques (2010) and consists in identifying a link between ✓s
and ✓t. The second one is a Bayesian approach and consider a Bayesian linear model for
(2) with prior distribution on ✓t depending on ✓s.

2 Transfer models

The objective is to have a good model with as few points as possible. In the experiments
presented in this paper, the performance of the transfer techniques are evaluated for
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different numbers nt of new points. The evaluation of the transferred model may depend
on the sampling of training set. For this reason we present average results for 10 random
samplings. For each sampling, RMSE score are evaluated on a test set independent of
the training set. In the present industrial context, a model is considered satisfying if the
RMSE score is lower than 0.005. With the source model the RMSE score is 0.0033 on the
source data.

2.1 Transfer learning using parametric link

This method uses the idea of Bouveyron & Jacques (2010): keep some parameters un-
changed for the target model (βsj = βtj for some j), considering the influence doesn’t
change between both models, and then learn only others parameters.

If M is the set of index of parameters to be modified, then βtj = βsj for j 2
{1, ..., p}\M and βtj = λjβsj for j 2 M . Only a reduced number of parameters have
to be estimated for the target model. The challenge with this approach is the choice of
M. In this work M is selected by leave-one-out cross validation on the nt target points,
for all possible size of M. For a given size nt, we start by choosing a parameter to modify
by taking the one minimizing the RMSE by leave one out on the nt target points. Then a
second parameter is chosen in the same way, this time learning a model by modifying these
two parameters. We add one parameter at a time until we modify them all. With this
approach, a performing model can be fitted with less points than if a totally new model
is learned (Figure 1 left). For example, with 10 observations and modifying 1 parameter,
RMSE is smaller than the objective of 0.005. In contrast, 30 observations are needed to a
learned from scratch model to achieve such good results. With 100 observations, learned
from scratch model is better. Changing a small number of parameters is more efficient
for small training set but worse when a lot of data is available. An emerging challenge is
the choice of the size of M. Choosing a small size for M offers quick results. But by also
trying to determine its size by cross validation, the results deteriorate.

Another remark, for a given size of M, the modified parameters are not the same for
small and large values of nt where they do not change. In other words, we are not able
to find the best parameters to transform with a few points. Assuming to know the best
parameters to change, results are better in terms of number of target points, nt (Figure 1
right). Parameters chosen to be modified are those chosen with 100 observations. So far,
we have not been able to identify a technique to decide which are the best parameters to
change on the available nt points. For this reason, we explored Bayesian inference.

2.2 Transfer learning using Bayesian approach

In this section a Bayesian approach is used to learn parameters for the new linear model.
The idea is to choose prior distributions depending on the source data. The model is
then:
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Figure 1: Graphs shows the evolution of RMSE according to nt. On the left, parameters
to modify are chosen by cross validation, on the right they are chosen knowing they are
the best to modify.

Yi = βt0 +

pX

j=1

βtjXij + ✏i,

βt ⇠ ⇡(βt),

✏i ⇠ N (0, σt
2),

σt = σs,

where βt = (βt0, βt1, . . . , βtp)
T .

The Bayes Theorem gives that the posterior of βt is

π(βt|Y t) =
π(βt)f(Y t|βt)

f(Y t)
,

with Y t = (Y1, ..., Ynt)T .
We consider different prior distribution π(βt). The first one is the well known Zellner’s

prior (Zellner, 1986), also known as g-prior, for parameters βt:

π(βt) ⇠ N (bβs, gσ
2
t (X

T
t X t)

−1),

with bβs the maximum likelihood estimator (MLE) learned on the source data and X t the
nt ⇥ (p+ 1) matrix of target observations, (X t)i1 = 1 for i = 1, ..., n.

Using such a prior, only the mean of the prior distribution depends on the source data.
The variance of the prior depends only on target data and on a fixed parameter g. Notice
that the posterior’s mean using such a prior is a weighted average between the MLE and
the mean of the prior. In our case, a weighted average between the MLE for source data
and the MLE for target data is calculated: bβt =

1
g+1

(gbβMLE,t +cβs).
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Figure 2: Comparison between an estimation of βt with a Bayesian approach and a g-prior
for different values of g, and a model learned without any prior.

With this prior, results are not satisfying whatever the value of g. bβs is not a good
estimator for βt, thus averaging with the MLE for target doesn’t improve results.

An idea to improve the results is to increase the information transferred. Source data
is employed to learn both the mean and the variance of prior. Once again, a Gaussian
prior is considered for parameters βt. The prior mean is bβs. The variance is chosen as

the variance of bβs scaled with a scalar λ. Let remark that when λ = 1, this prior for βt

corresponds to the posterior distribution of βs estimated in a Bayesian model with an
uniform prior for βs. The introduction of the factor λ allows more flat prior:

π(βt) = N (bβs,λσ
2
s(X

T
s Xs)

−1).

The mean of the corresponding posterior distribution leads to:

bβt = (XT
t X t + σ2

t λ
−1
Σ

−1)−1(XT
t Y t + σ2

t λ
−1
Σ

−1bβs),

with Σ = σ2
s(X

T
s Xs)

−1.
The parameter value λ must yield the best performance with the fewest observations

possible. When λ ! 1 the posterior mean tends to the MLE. When λ ! 0 the posterior
mean tends to the prior. To see the impact of lambda, different values are tried and
RMSE evolution is evaluated (Figure 3 left). There is an optimum in the λ value in the
range 100− 1000 for our data.

Data are normalized, thus parameters βt take values in [−1, 1]. A compromise must be
found between prior information and variability of parameters. A good choice of standard
deviation for each parameter seems to be near from 1 to cover the [−1, 1] interval and not
be too wide. Taking a λ = (mean((Σjj)j=0,..,p))

−1 ' 800 on our data yields an average
variance of 1 for each parameter. This value of λ offers good results with few points
(Figure 3 right). With this approach, performing models can be fitted with a number of
target points smaller than without knowledge on old catalyst. RMSE score of 0.004 can
be reached with only 5 target points instead of 50 for a learned from scratch model.
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Figure 3: Impact of λ on π(βt|Y t).

3 Perspectives

Bayesian inference with an optimized learning parameter (lambda) gives good results on
transfering linear models on our data set. The knowledge from an old catalyst, namely
the parameter covariance matrix and values, is shown to improve the quality of the linear
model for the new catalyst. Future works will focus on 2 mains areas: the transfer of
kriging models, still with a bayesian transfer knowledge, and the design of experiments
by choosing the best target data to use for transfer.

References

Bouveyron, C., & Jacques, J. (2010). Adaptive linear models for regression: improving
prediction when population has changed. Pattern Recognition Letters, 2237-2247.
Matheron, G. (1969) Le krigeage universel (Universal kriging) Vol. 1. Cahiers du Centre
de Morphologie Mathematique, Ecole des Mines de Paris, Fontainebleau, 83 p.
Pan, S., & Yang, Q. (2010). A Survey on Transfer Learning. IEEE Transactions on
Knowledge and Data Engineering, 1345-1359.
Zellner, A. (1986). On assessing prior distributions and Bayesian regression analysis with
g-prior distributions. In: Goel, P. and Zellner, A., Eds., Bayesian Inference and Decision
Techniques: Essays in Honor of Bruno de Finetti, Elsevier Science Publishers, Inc., New
York, 233-243

6

465 sciencesconf.org:jds2020:319055

£



Estimation itérative en propagation
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Résumé.
En quantification d’incertitudes de modèles numériques, l’estimation de quantiles des

sorties du modèle est réalisée usuellement par l’analyse statistique de l’échantillon com-
plet de la variable étudiée. Cette approche n’est pas applicable lorsque des quantités
prohibitives de données sont générées à chaque simulation. Ce problème peut être résolu
grâce à une technique d’estimation à la volée (itérative) basée sur l’algorithme de Robbins-
Monro. Nous étudions numériquement cet algorithme afin d’estimer une fonction quantile
discrétisée à partir d’échantillons de taille limitée (quelques centaines d’observations). En
pratique, la distribution de la variable sous-jacente étant inconnue, il est essentiel de
définir des valeurs “robustes” des paramètres de l’algorithme, afin que les estimations des
quantiles soient raisonnablement bonnes dans la plupart des situations.

Mots-clés. Quantification d’incertitudes, Quantile, Estimation itérative, Robbins-
Monro, Moyennisation

Abstract.
In uncertainty quantification of numerical simulation models, the classical approach

for quantile estimation requires availability of the full sample of the studied variable. This
approach is not suitable at exascale as large ensembles of simulation runs would need to
gather a prohibitively large amount of data. This problem can be solved thanks to an on-
the-fly (iterative) approach based on the Robbins-Monro algorithm. We numerically study
this algorithm for estimating a discretized quantile function from samples of limited size
(a few hundreds observations). As in practice, the distribution of the underlying variable
is unknown, the goal is to define “robust” values of the algorithm parameters, which
means that quantile estimates have to be reasonably good in most situations.

Keywords. Uncertainty Quantification, Quantile, Iterative estimation, Robbins-
Monro, Averaging

1 Introduction

Lors du développement et de l’utilisation des modèles de simulation numérique, les analy-
ses d’incertitudes et de sensibilité sont des outils précieux (Smith, 2014). Elles nécessitent
d’exécuter plusieurs (voire de nombreuses) fois le modèle de simulation avec différentes

1

466 sciencesconf.org:jds2020:315033

g



valeurs des entrées du modèle (suivant des lois de probabilité prédéfinies) afin de cal-
culer des quantités statistiques d’intérêt (notées QoI) sur les sorties du modèle (i.e. leur
moyenne, variance, quantiles, indices de sensibilité, . . . ). La pratique usuelle consiste à
stocker tous les résultats de simulation avant de calculer les QoI. Dans certains cas où des
variables d’état dépendant du temps et de l’espace sont simulées, la masse de données pro-
duites rend prohibitifs leur stockage et leurs temps de lecture (nécessaires à l’estimation
des QoI). Une solution proposée récemment dans Terraz et al. (2017) consiste à ne pas
stocker les sorties des simulations en calculant les QoI à la volée. Cela amène à con-
sidérer des problèmes d’estimation statistique itérative, sujet relativement classique dans
le traitement des gros volumes de données mais peu explorés dans les études d’incertitudes
de modèles numériques.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’élaboration d’un algorithme d’estimation
itératif en propagation d’incertitudes (dans la suite de Ribés et al., 2019), alors que
l’analyse de sensibilité itérative a été étudiée dans Terraz et al. (2017). Nous nous
focalisons sur l’estimation de quantiles, éléments essentiels pour le calcul d’intervalles de
prédiction ou de tolérance, et pour la détection d’outliers, en particulier dans les études de
sûreté (voir un exemple dans le domaine de l’ingénierie nucléaire dans Iooss and Marrel,
2019). En se restreignant (par souci de concision) à une sortie scalaire, nous cherchons
un estimateur q̂↵ des ↵-quantiles q↵ (de la variable aléatoire Y 2 R) définis par:

q↵ = inf{y 2 R |P(Y  y) ≥ ↵} , (1)

avec ↵ 2 [↵min,↵max] où ↵min (2]0, 1[) et ↵max (2]0, 1[) sont les valeurs minimale et
maximale des ordres des quantiles estimés. Dans notre étude, ↵min (resp. ↵max) sera
égal à 5% (resp. 95%). L’estimateur empirique de q↵, associant à l’échantillon i.i.d.
(Y1, . . . , YN) l’échantillon ordonné (Y(1), . . . , Y(N)), s’écrit q̂

N
↵ = Y(b↵Nc+1).

A la place de cet estimateur, nous étudions l’algorithme de Robbins-Monro (RM)
(Robbins and Monro, 1951) bien connu pour l’estimation itérative de quantile. L’une
des spécificités de notre étude, comme dans Tierney (1983), réside dans la faiblesse de la
taille de l’échantillon disponible (quelques centaines d’observations). Ainsi, les propriétés
asymptotiques de l’estimateur considéré, quoique apportant des garanties de convergence
essentielles, seront peu exploitables pour le réglage des algorithmes.

L’algorithme RM consiste à mettre à jour l’estimateur courant du quantile (noté q↵(n))
à chaque nouvelle observation Yn+1 avec n ≥ 1 par la formule de récurrence

q↵(n+ 1) = q↵(n)−
C

nγ

⇣
1Yn+1qα(n)

− ↵
⌘

, (2)

avec q↵(1) = Y1 (étape d’initialisation issue de la première donnée), C > 0 une constante et
γ 2]0, 1] régissant la vitesse de descente de l’algorithme stochastique. A taille d’échantillon
N finie, l’estimateur RM du ↵-quantile de Y est donc q̂↵ = q↵(N). Cet estimateur est
consistant et asymptotiquement gaussien pour γ 2]0.5, 1] (Duflo, 1997). La valeur de γ

ne semble donc pas d’une importance cruciale mais, pour des N peu élevés, nous allons
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voir dans la section 2 que son réglage est important. La section 3 discute du réglage de la
constante C qui est primordial pour que le pas de descente soit d’amplitude convenable.
La section 4 présente finalement une version moyennée de l’algorithme RM.

2 Réglage robuste de γ

Nous cherchons une valeur de γ qui donne des résultats “acceptables” quelle que soit
la distribution de Y (inconnue en pratique). Notre test numérique considère les cas
Y ⇠ N (0, 1) et Y ⇠ U [0, 1], avec N = 1000, C = 1 et trois ordres de quantile ↵ (0.05,
0.5 et 0.95). Pour chacun de ces cas, la Figure 1 montre 50 trajectoires indépendantes de
l’estimateur RM q↵(n) pour n = 1, . . . , N en considérant trois étalonnages différents de
γ : 0.6, 1 et une variation linéaire en fonction de n qui s’écrit

γ(n) = 0.5 + 0.5
n− 1

N − 1
. (3)
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(b) γ = 1.
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(c) Linear γ evolution.
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(d) γ = 0.6.
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(f) Linear γ evolution.

Figure 1: Simulations de trajectoires de l’algorithme RM (N = 1000, haut : Y ⇠ N (0, 1),
bas : Y ⇠ U [0, 1]). Les lignes rouges donnent les quantiles exacts d’ordre 0.05, 0.5 et 0.95.
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L’idée du profil de γ(n) donné par l’Eq. (3) est d’avoir des fluctuations fortes de
l’estimateur au début de l’algorithme (pour effacer sa dépendance aux valeurs de Y tirées
en premier) puis des fluctuations faibles en fin d’algorithme (pour stabiliser l’estimateur
aux dernières itérations). En effet, nous pouvons constater que les fluctuations avec
γ = 1 sont trop faibles dans le cas gaussien (γ = 0.6 est satisfaisant dans ce cas-là) et
les fluctuations avec γ = 0.6 sont trop fortes dans le cas uniforme (γ = 1 est satisfaisant
dans ce cas-là). Le profil d’une variation linéaire de γ réalise un compromis entre ces
deux cas extrêmes (et dans les nombreux autres tests réalisés). Par ailleurs, les propriétés
théoriques asymptotiques de l’algorithme RM sont conservées avec le réglage de l’Eq. (3).

3 Réglage robuste de C

Dans la section précédente, la constante C a été fixée à 1. Ce choix s’avère catastrophique
lorsque la variable considérée a une dispersion qui n’est pas de cet ordre de grandeur.
Il faut rappeler qu’en pratique cette dispersion est inconnue. La Figure 2 montre 50
trajectoires indépendantes de l’estimateur RM q↵(n) pour n = 1, . . . , 1000 et Y de loi
lognormale (log(Y ) ⇠ N (0, 1)). γ est de profil linéaire et trois étalonnages différents de
C sont testés : 1, 10 et un réglage adaptatif qui s’écrit

C(n) = |q↵max(n− 1)− q↵min
(n− 1)| , (4)

où n ≥ 2 et C(1) = |Y2−Y1|. Sur la Figure 2, il est clair que, pour le quantile d’ordre 0.95,
C doit être suffisamment grand pour que les fluctuations soient importantes dès le début
de l’algorithme RM. Le réglage adaptatif de C via l’Eq. (4) permet de réguler automa-
tiquement ces fluctuations. De nombreux autres tests numériques sur des distributions
de différents types ont permis de confirmer la justesse de ce choix.
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(c) C adaptatif.

Figure 2: Simulations de trajectoires de l’algorithme RM (N = 1000, Y ⇠ LN (0, 1)). Les
lignes rouges donnent les quantiles exacts d’ordre 0.05, 0.5 et 0.95.
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4 Version moyennée de Robbins-Monro

Il est connu que la version moyennée de RM (notée ici RMM) converge plus rapidement que
celle de l’Eq. (2). Nous avons cependant constaté que, si le quantile moyenné est introduit
dans (2), les fluctuations de l’estimateur le long des itérations ne sont pas d’ampleur
suffisante pour converger vers la valeur exacte. Il faut donc conserver la formulation (2)
pour q↵(n) et stocker en plus, à chaque itération, l’estimateur moyenné (noté q̄↵(n)) :

q̄↵(n+ 1) = q̄↵(n) +
q↵(n+ 1)− q̄↵(n)

n+ 1
, (5)

avec n ≥ 1 et q̄↵(1) = Y1.
La Figure 3 compare les algorithmes RM et RMM pour Y ⇠ N (0, 1), N = 1000 et

le réglage adaptatif de C (cf. Eq. (4)) . Les quantiles sont estimés pour des ordres ↵
discrétisés dans l’intervalle [0.05, 0.95] par pas de 0.01. La métrique utilisée (en ordonnée)
est l’erreur quadratique moyenne entre les quantiles exacts et les quantiles estimés. Les
estimations sont répétées 100 fois de manière indépendante afin de capturer la variabilité
des erreurs due à l’échantillonnage. L’estimateur de référence est l’estimateur empirique
(qui n’est pas itératif). Sur cet exemple, les performances de RM et RMM avec un γ de
profil linéaire sont similaires et proches de celles de l’estimateur empirique. Un γ constant
et faible (égal à 0.6) donne des résultats encore meilleurs avec RMM (mais pas avec RM).
En fait, la moyennisation dans RMM (qui fait converger plus rapidement l’estimateur du
quantile) rend inutile l’augmentation du γ vers 1 que l’on a avec le profil linéaire. D’autres
tests avec différentes distributions, non montrés ici, présentent des conclusions similaires.
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Figure 3: Erreurs quadratiques moyennes des fonctions quantiles discrétisées pour les
estimateurs empirique, RM et RMM. γ(n) est le réglage de γ en profil linéaire.
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5 Conclusions

Ce travail a permis de dégager quelques heuristiques pour l’estimation itérative de quantile
par l’algorithme RM avec un échantillon de faible taille. Le choix d’un C adaptatif est
bénéfique dans tous les cas et le choix d’un γ de profil linéaire est robuste et doit être
privilégié pour RM. Par contre, pour l’algorithme RMM, γ faible donne de meilleurs
résultats. Enfin, l’utilisation de séquences de points bien réparties au lieu d’échantillons
i.i.d (tests non montrés ici) permettent d’améliorer la précision des estimateurs de manière
drastique, avec γ de profil linéaire et C adaptatif. Cette idée semble judicieuse et sera
étudiée en profondeur dans le cas où la variable Y provient d’un modèle dont les entrées
sont de grande dimension et où le choix d’un bon plan d’expériences (de type “space
filling design”) est important. Dans le même ordre d’idée, il sera fructueux de combiner
l’algorithme RM et les techniques de simulation d’événements rares (cf. e.g. Kohler et
al., 2014). Une autre perspective majeure de ce travail sera d’avoir accès à un intervalle
de confiance sur le quantile estimé, quantité indispensable dans les applications pratiques.
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Abstract. Model selection with high-dimensional data becomes an important issue in
the last two decades. With the presence of missing data, only a few methods are available
to select a model. We propose a novel approach – missKnockoff, which stands for knockoff
with missing values. The advantage of knockoff is that the model selection relies on the
modeling of covariates, without requirement to know how the outcome depends on them.
We propose multiple imputation before generating knockoff copies, and present several
ways to aggregate the supports. Through extensive simulations, we demonstrate the
performance in terms of power and FDR under a wide range of scenarios. Finally, we
analyze a real dataset consisting of patients from Paris hospitals who underwent severe
trauma.

Keywords. incomplete data, FDR control, multiple imputation

1 Introduction

1.1 Problem statement

In the contemporary statistical analysis, challenges involves a large quantity of covariates
and nonlinear models: we consider a supervised learning setting with potential explana-
tory variables X = (X1,X2,�,Xp) and response variable Y . We then have access to n
i.i.d. realizations (Xi1,Xi2,�,Xip)i∈[n] ∼ PX and (Yi)i∈[n] ∼ PY �X . Following classical sta-
tistical procedure, one may want to recover PY �X by estimating the parameters in a given
model, for example a linear regression. However, this estimation can be strongly biased
considering a high-dimensional setting where p is large and even larger than n. But in
most cases, we believe that Y only depends upon a small fraction of the entire variables.
For example, in molecular genetics, a large number of genetic predictors is available but
only a few are relevant for explaining a certain biological phenomena. The objective is to
identify a subset S ⊂ [p] indexing important variables; in other words, variable Xj with
j ∈ H0 ∶= [p]�S is null, if Y ⊥⊥ Xj � X−j, where X

−j denotes the remaining p − 1 variables
excluding Xj.

Candes et al. (2018) propose a framework knockoff in order to address the variable
selection problem. They assume no knowledge of the conditional distribution PY �X but
the joint distribution of the covariates PX is known. Therefore X is modeled and Y is
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not, which is in contrast with the classical approach. Cases in which these assumptions
hold can include, for instance,

• The distribution of covariates is known, such as genetic case-control studies (Con-
sortium et al., 2007), and sensitivity analysis of numerical climate models (Saltelli
et al., 2008).

• We have semi-supervised data: there is a large amount of unlabeled data in addition
to the n labeled observations.

1.2 False discovery control

When selecting variables, we aim at controlling the False Discovery Rate (FDR) (Ben-
jamini and Hochberg, 1995), which can be defined as follows: let Ŝ be a model selection
outcome through a certain procedure, then:

FDR ∶= E��Ŝ ∩H0�
�Ŝ � � = E� number of false positives

number of selected variables
� ,

where �⋅� denotes the length of a set. For the parametric model such as penalized linear
regression, one available method is SLOPE (Bogdan et al., 2015) which penalizes larger
coefficients more stringently. Differently, based on the assumption that we are capable to
model X rather than Y , Barber et al. (2019); Candes et al. (2018) suggest a methodology
named as Knockoff. Intuitively, Knockoff first generates a set of “fake” variables that
depend on the original covariates and mimic its correlation structure. Then it returns
true variables which are clearly more important than their knockoff copies according to
some feature importance measures.

2 Knockoff with missing data

In the high-dimensional dataset, apart from the issue of model selection, the problematic
of missing data can be ubiquitous. For example, genetic data obtained from microarray
experiments often contain missing values for several reasons: insufficient resolution, im-
age corruption, manufacturing errors, etc. The most common practice for dealing with
missing data, listwise deletion, leads to estimation bias unless the missingness is randomly
generated, and often results in significant information loss, especially for large data. The
literature of missing values is abundant but only few methods are available to select a
model when values are missing.

Throughout this paper, we assume the MAR (Missing at random) mechanism (Little
and Rubin, 2002; Rubin, 1976) which implies that the missing data depends only on
the observed variables, and the missing values mechanism can therefore be ignored when
maximizing the likelihood (Little and Rubin, 2002).
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In this paper, we propose a new methodology – missKnockoff, which stands for knockoff
with missing values. we propose multiple imputation before generating knockoff copies,
and the algorithm is composed of five stages:

1. Sample multiple plausible values for the missing elements;

2. Sample one set of knockoff copies based on each completed dataset;

3. For each pair of imputation and knockoff set, perform a supervised learning algo-
rithm, such as cross-validation LASSO on response, then obtain fitted coefficient
vectors and statistics;

4. Aggregate the statistics based on multiple knockoff (Holden and Hellton, 2018;
Gimenez and Zou, 2018; Nguyen et al., 2019);

5. Calculate FDR threshold and decide whether to reject the variables.

Figure 2 illustrates the whole procedure of processing missing values and model se-
lection via multiple knockoff. Through extensive simulations, we demonstrate the perfor-
mance in terms of power and FDR control under a wide range of scenarios.
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Figure 1: Diagram of stages for handling missing values in model selection via Knockoff.
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Résumé. Dans un contexte d’inversion Bayésienne de modèle physique, on souhaite
effectuer une analyse de sensibilité pour comprendre et ajuster le modèle. Pour ce faire,
on introduit des indicateurs inspirés des indices de Sobol, mais visant le modèle inverse.
Comme le modèle inverse n’a en général pas d’expression analytique, on propose d’utiliser
un modèle paramétrique pour l’approximer. Les paramètres de ce modèle peuvent être
estimés par un algorithme EM. On peut ensuite exploiter l’expression analytique de la
postérieur par une intégration numérique de type Monte-Carlo, ce qui permet une esti-
mation efficace de ces pseudo indices de Sobol.

Mots-clés. Analyse de sensibilité, indices de Sobol, problème inverse, régression,
apprentissage statistique

Abstract. In a bayesian inverse problem setting, we aim at performing sensitivity
analysis to help understand and adjust the physical model. To do so, we introduce
indicators inspired by Sobol indices but focused on the inverse model. Since this inverse
model is not generally available in closed form, we propose to use a parametric surrogate
model to approximate it. The parameters of this model may be estimated via standard EM
inference. Then we can exploit its tractable form and perform Monte-Carlo integration
to efficiently estimate these pseudo Sobol indices.

Keywords. Sensitivity analysis, Sobol indices, inverse problem, regression, statistical
learning

1 Introduction

A wide class of problems from medical imaging [Mesejo et al., 2016, Lemasson et al.,
2016, Nataraj et al., 2018] to astrophysics [Deleforge et al., 2015, Schmidt and Fernando,
2015] can be formulated as inverse problems [Tarantola, 2005, Giovannelli and Idier, 2015].
An inverse problem refers to a situation where one aims at determining the causes of a
phenomenon from experimental observations of its effects. Such a resolution generally
starts by the so-called direct or forward modelling of the phenomenon. It theoretically
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describes how input parameters x are translated into effects y. Then from experimental
observations of these effects, the goal is to find the parameters values that best explain
the observed measures.

Typical features or constraints that can occur in practice are that 1) both direct and
inverse relationships are (highly) non-linear, e.g. the direct model is available but is a
(complex) series of ordinary differential equations as in [Mesejo et al., 2016, Hovorka et al.,
2004]; 2) the observations y are high-dimensional because they represent signals in time or
spectra, as in [Schmidt and Fernando, 2015, Bernard-Michel et al., 2009, Ma et al., 2013];
3) many such high-dimensional observations are available and the application requires a
very large number of inversions, e.g. [Deleforge et al., 2015, Lemasson et al., 2016]; 4)
the parameters x to be predicted is itself multi-dimensional with correlated dimensions so
that predicting its components independently is sub-optimal, e.g. when there are known
constraints such as their sum is one like for concentrations or probabilities, [Deleforge
et al., 2015, Bernard-Michel et al., 2009].

A common issue when dealing with inverse problems is to be sure that the problem is
well defined. In this regard some natural questions arise. Is the direct model one-to-one ?
And if it’s the case, are the output sensitive enough to the parameters ? If not, small noise
in the observations may lead to high errors in predictions (high variance in probabilistic
settings), making the model barely usable in practice. To answer these questions, one may
use Sensitivity Analysis, which aims at providing qualitative or quantitative indicators
on the variation of the output y with respect to the input x. Sensitivity analysis may be
useful on its own, to gain inner knowledge on the forward model. More over, in a setting
where one has freedom to select the forward model, it can be used to enhance the quality
of the inversion.

Among various methods, we focus in this paper on Sobol sensitivity analysis, applied
to an inverse problem setup. We aim at computing what we call pseudo Sobol indices
for the inverse model. We propose to use a surrogate model, estimated via a regression
approach and exploited via numerical integration.

2 Sobol indices for an inverse problem

We start by specifying the notations for our inverse problem, before introducing the so-
called Gaussian Locally-Linear Mapping model (GLLiM) ([Deleforge et al., 2015]) as a
surrogate model, and proposing an efficient way to estimate inverse Sobol indices.

2.1 Context

The parameters and observations are assumed to be random variables X 2 RL and Y 2
RD of dimension L and D respectively where D is usually much greater than L. The
forward model is then described by a likelihood function linking parameters values x to
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the probability of observing some y and denoted by Lx(y) = p(y |X = x) .We will further
assume that the relationship between x and y is described by a known function F and
that the uncertainties on the theoretical model are independent on the input parameter
x. In other words,

Y = F (X) + ✏ (1)

where ✏ is a random variable. For instance ✏ can be assumed to be a centered Gaussian
variable with covariance matrix Σ, so that Lx(y) = N (y;F (x),Σ), where N ( . ;F (x),Σ)
denotes the Gaussian pdf with mean F (x) and covariance Σ. We denote the prior density
on X by p(x).

Sensitivity analysis often deals with the forward model. Thus, first order Sobol indices
are defined as

Sl,d =
V ar[E[Yd|Xl]]

V ar[Yd]
(2)

As we will show later on, our approach also yields estimation of Sobol indices for F .
However, we mainly propose in this paper to study the sensitivity of the inverse model.
It’s challenging because it requires the expression of F−1 which is not available. Reversing
the role of X and Y , we propose to define the inverse Sobol indices as

S⇤
d,l =

V ar[E[Xl|Yd]]

V ar[Xl]
(3)

We propose in the next section a model which enables the computation of S⇤ by
exploiting an explicit density.

2.2 Surrogate model

We propose to use a learning approach. We approximate (X,Y) by a Gaussian Locally-
Linear Mapping model (GLLiM) which builds upon Gaussian Mixture Models to approx-
imate non linear functions ([Deleforge et al., 2015]). This is modeled by introducing a
latent variable Z 2 {1, . . . , K} such that

Y =
KX

k=1

1IZ=k(AkX+ bk + ✏k) (4)

where 1I is the indicator function, Ak a D ⇥ L matrix and bk a vector of RD that define
an affine transformation. Variable ✏k corresponds to an error term which is assumed to
be zero-mean and not correlated with X capturing both the observation noise and the
reconstruction error due to the affine approximation.

In order to keep the posterior tractable, we assume that ✏k ⇠ N (0,Σk) and X is a
mixture of K Gaussians : p(x|Z = k) = N (x; ck,Γk) and p(Z = k) = πk. The GLLiM
model is thus characterized by the parameters ✓ = {πk, ck,Γk,Ak, bk,Σk}k=1:K

3
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This model can be learned against a training set, sampled along the prior onX and the
likelihood defined in (1), via an EM algorithm. More specifically, we sample a dictionary
(xn,yn)n=1..N where xn are realizations of the prior p(x) and yn = F (xn) + ✏n. We
then run the EM algorithm on (xn,yn)n=1..N to estimate ✓ and use the resulting GLLiM
distribution denoted by pG (and depending on ✓) as a surrogate model for the pdf of
(X,Y)

2.3 Sobol indices for the GLLiM model

We have shifted the computation of Sobol indices from the real model to an approximated
one, and in this section (X,Y) will thus denote random variables following the GLLiM
distribution. The purpose is to exploit the tractable density pG given by the GLLiM
model. Indeed, from pG, the conditional distribution is available in closed form :

pG(x|Y = y,✓) =
KX

k=1

w⇤
k(y)N (x;A⇤

ky + b⇤k,Σ
⇤
k) (5)

with w⇤
k(y) =

πkN (y; c⇤k,Γ
⇤
k)

PK
j=1 π

⇤
jN (y; c⇤j ,Γ

⇤
j)

A new parametrization ✓
⇤ = {c⇤k,Γ⇤

k,A
⇤
k, b

⇤
k,Σ

⇤
k}k=1:K is used to illustrate the similarity

between the two conditional distributions. The parameters ✓⇤ are easily deduced from ✓

as follows:

c⇤k =Akck + bk

Γ
⇤
k =Σk +AkΓkA

>
k

Σ
⇤
k =

(
Γ

−1
k +A>

k Σ
−1
k Ak

)−1

A⇤
k =Σ

⇤
kA

>
k Σ

−1
k

b⇤k =Σ
⇤
k

(
Γ

−1
k ck −A>

k Σ
−1
k bk

)

(6)

To compute E[Xl|Yd] as required in (3), we observe that (X, Yd) still follows a GLLiM
distribution, with D = 1 and

A
(d)
k := Ak[d, :] (row d)

b
(d)
k := bk[d] (coefficient d)

Σ
(d)
k := Σk[d, d] (coefficient in row and column d)

(7)

Since (5) is a Gaussian mixture, E[Xl|Yd = yd] is easy to compute from (5), with ✓

adjusted as in (7) :

fd(yd) := E[Xl|Yd = yd] =
KX

k=1

w⇤
k(yd) (A

⇤
kyd + b⇤k) (8)
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Unfortunately, the variance of fd(Yd) is not straightforward. Thus, we propose to
compute it via Monte-Carlo integration. It can be shown that Y follows a Gaussian
mixture model, with parameters (πk, c

⇤
k,Γ

⇤
k)k=1..K : pG(y|θ) =

PK
k=1 πkN (y; c⇤k,Γ

⇤
k), from

which we can efficiently sample.
Finally, since X is also a mixture of Gaussian distributions, its variance has a closed

form :

Cov(X) =
KX

k=1

πk

⇥
Γk + ckck

>
⇤
−
 

KX

k=1

πkck

! 
KX

k=1

πkck

!>

To sum up, given a GLLiM model characterized by θ, we propose to compute the
inverse Sobol indices S⇤

d,l by sampling (y
(n)
d )n=1..N according to its mixture of Gaussians

distribution and estimating vd := V ar(fd(Yd)) with Monte-Carlo integration using samples

(y
(n)
d )n=1..N . The index S⇤

d,l can be then computed by

S⇤
d,l =

vd
Cov(X)l,l

3 Illustration on a photometric model

We apply the proposed approach to the Hapke’s model, a highly-non linear model used in
remote sensing. It is a semi-empirical photometric model that relates physically meaning-
ful parameters to the reflectivity of a granular material for a given geometry of illumination
and viewing. A geometry denoted by G is described by three angles (θ0, θ, φ). Thus, our
forward model takes the form F (x) = (fhapke,G1(x), ..., fhapke,GD

(x)) where D is the num-
ber of geometries, and x = (ω, θ, b, c) are the physical parameters. The exact expression
of fhapke may be found for example in [Schmidt and Fernando, 2015]. The figure 1 plots
the inverse Sobol indices for the parameter ω, with respect to the geometries.

Figure 1: D = 108 geometries, regrouped according to the incidence θ0. Radial coordinate is θ, polar
angular coordinate is φ.
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4 Conclusion

We proposed an efficient computation of sensitivity indicators inspired by Sobol indices
using a surrogate model. We focused on the Sobol indices for inverse models. Regarding
forward models, a surrogate model is not usually needed as the forward model is often
available in closed form. Still, our approach also yields direct Sobol indices, by reversing
the role of X and Y. It could be used in a setup where only a dictionary of samples (x,y)
is available, and not the functional model F .

So far, we have implicitly assumed that Y components where independent, which is a
common assumption when using Sobol indices. If it is wrong, Sobol indices are still well
defined, but the property of variance decomposition does not hold anymore. Studies on
sensitivity analysis in the dependent case suggest to use generalized Sobol indices, which
take into account the dependency between components. For instance, a future work could
be to apply the methodology proposed in [Chastaing et al., 2014].
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Résumé. Dans ce papier, nous analysons des variantes de l’algorithme classique
de Partitionnement Spectral dans le cas d’un Modèle à Bloc Stochastique Dynamique
(DSBM). Des résultats existants montrent que certaines analyses du cas statique s’étendent
au cas dynamique dans le cas relativement parcimonieux, où le degré moyen crôıt loga-
rithmiquement avec la taille du graphe. Les bornes d’erreur peuvent alors être améliorées
lorsque le DSBM est suffisamment régulier, c’est-à-dire que les communautés ne changent
pas trop au cours du temps. Nous améliorons cette analyse en établissant un lien entre la
parcimonie et la régularité du modèle : plus le DSBM est régulier, plus il peut être parci-
monieux. En particulier, une régularité raisonnable permet de traiter le cas parcimonieux
(degré moyen borné). Nous étendons également notre analyse au Laplacien normalisé.
Une conséquence de nos résultats est d’obtenir, à notre connaissance, la meilleure borne
de concentration spectrale du Laplacien normalisé pour le SBM classique.

Mots-clés. Partitionnement Spectral, Modèle à Bloc Stochastique Dynamique, Graphes
Parcimonieux

Abstract. In this paper, we analyse classical variants of the Spectral Clustering (SC)
algorithm in the Dynamic Stochastic Block Model (DSBM). Existing results show that,
in the relatively sparse case where the expected degree grows logarithmically with the
number of nodes, guarantees in the static case can be extended to the dynamic case and
yield improved error bounds when the DSBM is sufficiently smooth in time, that is, the
communities do not change too much between two time steps. We improve over these
results by drawing a link between the sparsity and the smoothness of the DSBM : the
more regular the DSBM is, the more sparse it can be, while still guaranteeing consistent
recovery. In particular, a mild condition on the smoothness allows to treat the sparse case
with bounded degree. We also extend these guarantees to the normalized Laplacian, and
as a by-product of our analysis, for the classical static SBM, we obtain to our knowledge
the best spectral concentration bound available for the normalized Laplacian.

Keywords. Spectral Clustering, Dynamic Stochastic Block Model, Sparse Graph
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1 Introduction

De nombreux phénomènes peuvent être modélisés par des réseaux évoluant dans le
temps : les interactions au sein d’un réseau social, la diffusion de maladies infectieuses, ou
encore la transmission de l’information dans un réseau de machines. Sur de tels graphes dy-
namiques, une tâche classique consiste à grouper les nœuds en communautés évoluant dans
le temps, par exemple les utilisateurs d’un réseau social. Pour ce faire, les méthodes les
plus utilisées sont des variantes du classique algorithme de partitionnement spectral (SC)
adaptées pour le cas dynamique. Nous donnons dans cet article des garanties théoriques
état-de-l’art pour deux variantes simples du SC, sous un modèle à blocs stochastiques
(SBM) dynamique (DSBM). Des résultats plus généraux ainsi que les preuves peuvent
être trouvés dans la version longue de l’article [4].

Il est connu qu’une quantité clé pour analyser les méthodes sur SBM est la probabilité
moyenne de connection entre deux nœuds, que nous appellerons ici ↵n pour un graphe à
n nœuds. En particulier, le régime “dense” ↵n ⇠ 1 est le plus souvent trivial à analyser,
tandis que le régime “parcimonieux” ↵n ⇠ 1

n
est particulièrement complexe [1]. Dans [6],

Lei et Rinaldo donnent des garanties fortes pour l’algorithme SC (sur matrice d’adjacence)
dans le régime relativement parcimonieux ↵n ⇠ logn

n
, qui ne peuvent en particulier pas

être obtenues dans le régime parcimonieux [1]. Leur technique de preuve est adaptée par
la suite par Pensky et Zhang au cas dynamique [9], pour lequel une nouvelle quantité clé
est la régularité temporelle "n : plus "n est faible, moins les communautés changent au
cours du temps. Les auteurs montrent que, pour une adaptation simple de l’algorithme SC
avec une matrice d’adjacence lissée, les garanties de Lei et Rinaldo peuvent être améliorées

lorsque "n = o
⇣

1
logn

⌘

. Néanmoins, ces travaux n’établissent pas de lien entre la parcimonie

et la régularité temporelle.
Dans [4], nous montrons qu’il est effectivement possible d’obtenir des garanties établissant

un lien entre ↵n et "n. En particulier, pour une régularité suffisante "n ⇠ 1
log2 n

, il est

possible d’obtenir les mêmes garanties que [9] dans le cas parcimonieux ↵n ⇠ 1
n
. Nous

étendons également les résultats au SC sur Laplacien normalisé, qui est bien plus couram-
ment utilisé en pratique, ainsi qu’à un DSBM sous forme de modèle de Markov à états
cachés (HMM) introduit dans [12].

2 Modèles et notations

Un graphe à n nœud est représenté par une matrice d’adjacence symmétrique A 2
{0, 1}n⇥n, où aij = aji = 1 indique la présence d’une arête entre les nœuds i et j. La

matrice des degrés est une matrice diagonale D(A) = diag
⇣⇣

P

j aij

⌘n

i=1

⌘

, et le Laplacien

normalisé du graphe est défini comme L(A) = D(A)−
1
2AD(A)−

1
2 (en supposant les degrés

non-nuls par simplicité). La norme spectrale k·k est définie par kAk = supkxk2=1kAxk2.

2
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SBM. Un SBM à K communautés est paramétré par une matrice d’appartenance Θ 2
{0, 1}n⇥K contenant un unique 1 sur chaque ligne, tel que Θik = 1 si le nœud i appartient à
la communauté k, ainsi que par une matrice de probabilités de connection B 2 [0, 1]K⇥K .
Les arêtes sont alors tirées indépendemment selon des lois de Bernoulli : pour le nœud i
dans la communauté k et le nœud j 6= i dans la communauté `, on tire aij ⇠ Ber(bk`). On
définit P = ΘBΘ> la matrice contenant les probabilités de connection entre nœuds.

La matrice B contient typiquement des termes élevés sur sa diagonale et faible en
dehors, pour représenter les probabilités de connection respectivement au sein d’une com-
munauté et entre communautés. Une quantité cruciale est l’évolution de ces termes avec
n, pour cela nous supposons que B = ↵nB0, pour un facteur de parcimonie ↵n 2 (0, 1).
Par simplicité nous supposerons que B0 contient 1 sur sa diagonale, et ⌧ 2 (0, 1) ailleurs
(des résultats plus généraux sont donnés dans [4]).

DSBM. Le DSBM est paramétré par des communautés Θ1, . . . ,Θt évoluant en fonction
du temps, et une matrice B définie comme ci-dessus. Étant donnés les Θq, les matrices
d’adjacence Aq ⇠ SBM(Θq, B) sont tirées indépendemment selon un SBM classique. Par
simplicité, la matrice B ainsi que n et K n’évoluent pas en fonction du temps. Nous
considérons alors deux modèles possibles pour les Θq.

Dans le DSBM dit déterministe, noté D-DSBM, les Θq ne sont pas des variables
aléatoires. Nous supposons alors qu’au plus n"n nœuds changent de communauté entre
deux étapes temporelles, pour un facteur de régularité "n (plus "n est faible, plus
le modèle est régulier). Nous supposons également que la taille des communautés est

toujours comprise entre nmin et nmax à chaque étape, et définissons n̄min
def.
= nmin + ⌧n,

n̄max
def.
= nmax+ ⌧n, et µB

def.
= n̄max

n̄min
. On notera que, lorsque la taille des communautés est de

l’ordre de n
K

et ⌧ ⇠ 1
K
, alors n̄min, n̄max ⇠ n

K
. Pour un ⌧ fixe en revanche, n̄min, n̄max ⇠ n.

Dans le deuxième modèle, noté M-DSBM, les Θq suivent un modèle de Markov selon
lequel chaque nœud a, entre chaque étape temporelle, une probabilité (1 − "n) de res-
ter dans la même communauté et une probabilité uniforme "n

K−1
d’aller dans n’importe

quelle autre communauté, indépendemment des autres nœuds. Les Aq étant indépendantes
conditionellement aux Θq, le M-DSBM est un HMM.

3 Partitionnement spectral

L’algorithme SC fonctionne de la manière suivante : étant donné une matriceW , qui est
ici soit la matrice d’adjacenceA soit le Laplacien L(A), on construit une matrice U 2 Rn⇥K

formée par les K vecteurs propres correspondant au K valeurs propres dominantes de W ,
et on applique l’algorithme des k-moyennes [7] sur les lignes de U pour obtenir Θ̂. S’il est
connu que le problème exact des k-moyennes est NP-complet, il est possible d’approcher
son objectif à un facteur multiplicatif (1 + δ) près [5], ce que l’on considère ici.

Dans le cadre dynamique, nous nous plaçons à un instant t et considérons que notre

3
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but est d’estimer Θt le plus précisément possible en exploitant les données observées
A0, . . . , At (un but légèrement différent serait d’estimer tous les Θq simultanément). Une
méthode simple [2, 11, 10] est d’appliquer l’algorithme SC à une version temporellement
lissée de la matrice d’adjacence notée Asmooth

t , ou au Laplacien normalisé L(Asmooth
t ). Dans

la littérature, deux variantes ont principalement été étudiées :

Aunif
t =

1

r

r−1X

k=0

At−k, Aexp
t = (1− λ)Aexp

t−1 + λAt (1)

L’estimateur Aunif
t “uniforme” [9] est une simple moyenne sur les r dernières valeurs de

At, tandis que l’estimateur Aexp
t “exponentiel” [2, 11] est défini récursivement avec un

“facteur d’oubli” λ 2 (0, 1), et initialisé à Aexp
0 = A0. Nous supposerons dans la suite que

t est suffisamment grand pour que l’effet de l’initialisation soit négligeable (voir [4]).
Suivant [6], nous mesurons la qualité d’un partitionnement par l’erreur suivante :

E(Θ̂,Θ)
def.
= n−1 minQ2PK

kΘ̂Q − Θk0, où PK est l’ensemble des matrices de permutation
de {1, . . . , K}, et k·k0 compte le nombre d’éléments non-nuls. Il est possible de relier la
performance de l’algorithme SC à une certaine concentration en norme spectrale.

Lemme 1 (Adapté de [6]). Soit un SBM (Θ, B) avec des communautés de taille comprise
entre nmin et nmax et B = ↵nB0 définie comme ci-dessus. Soit P̂ un estimateur de P (resp.
L̂ un estimateur de L(P )), et Θ̂P le résultat de l’algorithme SC appliqué à P̂ (resp. Θ̂L

le résultat de l’algorithme appliqué à L̂). On a alors :

E(Θ̂P ,Θ) . (1+δ)nmaxK

nn2
min↵

2
n(1−⌧)2

kP̂ − Pk2, E(Θ̂L,Θ) . (1+δ)nmaxn̄2
maxK

nn2
min(1−⌧)2

kL̂− L(P )k2 (2)

4 Concentration de la matrice d’adjacence

Dans le cadre du SBM classique, Lei et Rinaldo [6] montrent que, dans le cas relati-
vement parcimonieux ↵n & logn

n
, avec forte probabilité la matrice d’adjacence concentre

en kA − Pk .
p
n↵n. En particulier, dans le cas de communautés de tailles similaires,

d’après le Lemme 1 l’erreur E(Θ̂,Θ) tend vers 0 lorsque K = o(
p
log n).

Dans [9], Pensky et Zhang étudient le D-DSBM, toujours dans le cas relativement
parcimonieux ↵n & logn

n
. Ils définissent un facteur ρn = min(1,

p
↵nn"n) et montrent que,

pour r ⇠ 1
⇢n
, l’estimateur uniforme concentre en kAunif

t − Ptk .
p
n↵nρn, ce qui améliore

le résultat par rapport au cas statique dès lors que εn = o(1/(n↵n)). Notre contribution
principale est similaire, mais lie crucialement les facteurs de parcimonie et régularité.

Théorème 1. On se place dans le cas du D-DSBM, pour t suffisamment grand. Soit
ρn

def.
= min(1,

p
n↵nn̄max). On considère l’estimateur Asmooth

t = Aunif
t avec r ⇠ 1

⇢n
ou

Asmooth
t = Aexp

t avec λ ⇠ ρn. Si
↵n

ρn
&

log n

n
, (3)
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alors on a le résultat suivant : pour tout ν > 0, il existe une constante Cν telle que, avec
probabilité 1− n−ν,

kAsmooth
t − Ptk 6 Cν

p
n↵nρn (4)

Par rapport à [9], on remarque que le facteur ρn est légèrement amélioré en remplaçant
n par n̄max. Plus important, la condition (3) améliore l’hypothèse de relative parcimonie :
lorsque le modèle est suffisamment régulier (εn petit), ↵n peut également être plus faible.
Par exemple, "n ⇠ 1

log2 n
suffit pour atteindre le modèle parcimonieux ↵n ⇠ 1

n
.

On notera qu’il existe une conjecture sur le cas parcimonieux et "n ⇠ 1 avec une
analyse inspirée de la physique statistique [3], similaire au cas parcimonieux statique [1].
Néanmoins, ces analyses ne s’appliquent pas au SC traditionnel ou au cas K > 2, et il est
impossible d’obtenir les garanties fortes de consistance présentées ci-dessus.

La proposition ci-dessous montre que le M-DSBM donne le même résultat que le D-
DSBM, mais que la régularité ne peut pas être trop forte dans ce cas. Néanmoins, la borne
inférieure obtenue sur "n est très faible et n’affecte pas le cas "n ⇠ 1

log2 n
.

Proposition 1. Le résultat du Théorème 1 est encore valide dans le cas du M-DSBM
avec probabilité jointe 1 − n−ν sur les Aq et Θq, en remplaçant n̄max par n et sous la

condition que "n &
q

logn
n

.

5 Concentration du Laplacien normalisé

La concentration spectrale du Laplacien normalisé a été moins abordée dans la littérature.
À notre connaissance, la meilleure borne disponible [8] dans le cas SBM relativement par-

cimonieux est kL(A)− L(P )k .
q

logn
n↵n

, et le cas dynamique n’a pas été traité.

Théorème 2. On se place dans le cas du D-DSBM, pour t suffisamment grand. Soit ρn =
min(1,

p
n↵nn̄max). On considère l’estimateur Asmooth

t = Aunif
t avec r ⇠ 1

⇢n
ou Asmooth

t =

Aexp
t avec λ ⇠ ρn. On a le résultat suivant : pour tout ν > 0, il existe des constantes

C⌫ , C
0
⌫ telles que, si

↵n

ρn
> C 0

⌫µB
log n

n̄min

, (5)

alors, avec probabilité 1− n−⌫,

kL(Asmooth
t )− L(Pt)k 6

C⌫µB

n̄min

r
nρn
↵n

(6)

Dans le cas de communautés de taille similaire, combinées avec le Lemme 1, la borne
(6) donne un résultat similaire aux garanties obtenues avec la matrice d’adjacence (4) (il
est néanmoins connu qu’en pratique, l’algorithme SC donne de meilleures performances
avec le Laplacien normalisé). On remarquera également la condition de parcimonie (5)
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qui est légèrement plus forte que (3), en particulier, l’ordre des quantifieurs vis-à-vis de la
constante ν n’est pas le même. Dans le cas du SBM statique relativement parcimonieux,
une conséquence du Théorème 2 est d’obtenir une borne en kL(A) − L(P )k . 1p

n↵n
, ce

qui est la meilleure borne à notre connaissance.
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Abstract. We introduce the deep latent recommender system (deepLTRS) for pro-
viding users with high quality recommendations based on other user ratings but also
comments. Our approach extends the standard variational auto encoder architecture
associated with deep latent variable models in order to handle both ordinal entries and
texts made by users about products. DeepLTRS assumes a latent representation of both
users and products, allowing a natural visualisation of the positioning of users in relation
to products. A desirable feature of our approach is its ability to forecast the most likely
words that would be used by an user to review a new product. Numerical experiments on
simulated data sets demonstrate that deepLTRS outperforms existing models, in particular
in the context of extreme sparsity.

Keywords. recommender system, variational auto encoder, deep latent variable model

1 Introduction

With the development of information technology and the Internet industry, information
overload has become a challenge for people in processing information. For users, how to
quickly and accurately locate the content they need in the exponentially growing resources
is very important and extremely challenging. For merchants, how to present the right
items to users in time to promote transaction volume and economic growth is also a very
difficult matter. Recommender systems are information filtering systems that can learn
user interests based on user profile or historical behavior records, and predict the user
rating or preference for a given item. In the last ten years, such systems have changed the
way merchants communicate with users and strengthened the interactivity between users.

Due to the extreme sparsity of data sets, the task of completing a matrix of rating is
challenging and many authors have proposed different strategies to tackle this problem.
Introduced by Gopalan et al. (2013), Hierarchical Poisson Factorization (HPF) assumes
that the matirx of user ratings follows a Poisson distribution with latent user preferences
and latent item attributes as model parameters. Compared to HPF whose sparse model
(absence of a rating) and response model (rating values) are tightly coupled, Hierarchical
Compound Poisson Factorization (HCPF, Basbug and Engelhardt (2016)) allows to choose

1
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the most appropriate response model from addictive exponential dispersion model family
and better captures the relationship between sparsity and response. More recently, Coupled
Compound Poisson Factorization (CCPF, Basbug and Engelhardt (2017)) proposed a
more general framework capable of selecting an arbitrary data-generating model among
different mixture models, matrix factorization models and linear regression models.

Unfortunately, the aforementioned models only considered user ratings and ignored the
importance of reviews. In the paper of McAuley and Leskovec (2013), the Hidden Factors
and Hidden Topics (HFT) model combined latent rating factors with latent review topics.
It can predict top ten words that users are most likely to use in comments. However, when
a large amount of user ratings are missing, the performance of the prediction turns out to
be limited.

Combining the advantages of dealing with extreme sparseness and considering the
impact of user reviews on ratings, we proposed the deep latent recommender system
(deepLTRS). It associated the standard variational auto encoder (VAE) architecture
introduced by Kingma and Welling (2013) with deep latent variable models, handling both
ordinal rating entries and comment texts made by users about products. The particularity
of the neural network makes the inference method more flexible, and by assuming latent
representations of both users and products, our model can better capture the relationships
between them.

In this article, we first introduce the principles and developments of deepLTRS, and
then demonstrate the results of numerical experiments by implementing our model on
simulated data sets.

2 Deep lower rank matrix factorization

Consider an M ◊ P data matrix Y of ordinal data involving a relation between the i-th
row and the j-th column (e.g. a customer reviewing a product). One or more entries in
this matrix would be missing (i.e. not observed) and we might be interested into inferring
the missing value(s) from the observed ones. The following generative model is introduced

Yij = fγ(< Ri, Cj >) + ‘ij, (1)

where Ri œ RD is the latent representation of the i-th row of Y (denoted by Yi) and Cj

is the latent representation of the j-th column of Y (denoted by Y j), D << min{M, P}.
The function fγ is called decoder, which depends on a set of parameters “. We can assume
that it is a neural network as long as fγ is continuous. The residuals ‘ij are supposed i.i.d.
normally distributed random variables, with zero mean and unknown variance ÷2.

In the following, Ri and Cj are seen as two independent random variables, such that

Ri
i.i.d
∼ N (0, ID), ∀i; Cj

i.i.d
∼ N (0, ID), ∀j (2)

2
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R ∈ RM◊D denotes the matrix whose i-th row is Ri and C ∈ RP ◊D the matrix whose
j-th row is Cj. Since R and C are random matrices, we might be interested into solving
the following maximization problem

max
γ,η2

log p(Y |γ, ÷2), (3)

where
p(Y |“, ÷2) =

⁄

(R,C)
p(Y, R, C|“, ÷2)dRdC

is the observed data log-likelihood. Solving this problem should allow us to predict any
entry Yij based on some values of Ri and Cj, since a maximum likelihood (ML) estimate
of the decoder would be available. However, computing the most likely posterior value
of Ri or Cj with the given data is not straightforward, and the maximization problem
in Eq.(3) is difficult to derive directly. Therefore, we propose a variational strategy to
replace the observed data log-likelihood by a lower bound

log p(Y |“, ÷2) ≥ Eq(R,C)

C

log
p(Y, R, C|“, ÷2)

q(R, C)

D

, (4)

for all q(·, ·), joint distribution over the pair (R, C). Relying on a mean field approximation,
it is also assumed that

q(R, C) =
Ÿ

i

q(Ri)
Ÿ

j

q(Cj), (5)

q(Ri) = g(Ri; µR
i := h1,φ(Yi), SR

i := h2,φ(Yi)), (6)

and
q(Cj) = g(µC

j := l1,ι(Y j), SC
j := l2,ι(Y j)), (7)

where g(·, µ, Σ) denotes the multivariate Gaussian distribution density function correspond-
ing to the distribution N (µ, Σ). The two functions hφ : RP → R2◊D and lι : RM → R2◊D

are the encoders parametrized by „ and ÿ, respectively.
The deep latent variable model (DLVM, Rezende et al. (2014)) described so far could

be fitted to some data by using a Monte Carlo variational EM algorithm. Then the idea
would be using the variational maximum at posteriori (VMAP) estimates µ̂R

i and µ̂C
j to

replace Ri and Cj in Eq. 1. Thus, the ML estimate “̂ could be employed to predict Yij.
This prediction would be particularly useful in case the true Yij is missing (not observed).
Instead, we assume that more information is available in the form of text. For instance,
when a customer rates a product, a review is usually available. In the next section, we
will extend the DLVM detailed so far to account for this additional information.

3
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3 A text based recommender system

By considering all the available reviews, it is possible to gather all the different vocables
employed by the users into a dictionary, whose size is V . Thence, with a slight abuse of
notation, we denote W (i,j) ∈ NV the review by the i-th user of the j-th product. The v-th
entry of W (i,j), denoted by W (i,j)

v , is the number of times that a word v appears into the
corresponding review.

Following the Latent Dirichlet Allocation (LDA) by Blei et al. (2003), each document
W (i,j) follows a mixture distribution over a set of K latent topics. The topic proportions
in the document W (i,j) are denoted by θij, a vector in lying in the K − 1 simplex. Being
βvk the probability that vocable v is extracted from the k-th topic, with

qK
k=1 βkv = 1,

LDA assumes that
p(W (i,j)|θij) ∼ Multinomial(Lij, βθij),

where Lij is a parameter accounting for the number of words in the review W (i,j) and
supposed β ∈ RV ◊K is a matrix whose entry (v, k) is βvk. Moreover, conditionally to θij,
all the reviews {W (i,j)} are independent random vectors.

In order to relate this generative model for text to the one outlined in Section 2, we
further assume that the topic proportion as sampled as follows

θij = σ

3

Ri + Cj

2

4

, (8)

where σ(·) denotes the softmax function and Ri, Cj are the very same random vectors
appearing in Eq. 1. This assumption replaces the one according to which the parameters
θij would follow independent Dirichlet distributions, as in LDA. The interpretation of the
equation above is clear: the topic proportions used in the review W (i,j) are a function of
the mid point between the embedding vectors of the user i and the product j respectively,
in the latent space RD.

Finally, given a pair (Ri, Cj), it is assumed that Yij and W (i,j) are independent and we
describe a framework in which the dependence between them is completely captured by
the latent embedding vectors Ri and Cj.

A graphical representation of the generative model described so far can be seen in
Figure 1. All the above assumptions allow us to define a lower bound of the data
log-likelihood of the observed data (Y, W )

log p(Y, W |η2, γ, β) ≥ Eq(R,C)

C

log p(Y, W, R, C|η2, γ, β)

q(R, C)

D

= Eq(R,C)

C

log p(W, R, C|β)

q(R, C)
+

log p(Y, R, C|η2, γ)

q(R, C)

D

= Eq(R,C) [log p(W |R, C, β)] + Eq(R,C)

Ë

log p(Y |R, C, η2, γ)
È

+ 2DKL(q(R, C)||p(R, C))

(9)
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Figure 1: Graphical representation of the generative model.

where DKL(q(·)||p(·))) denotes the Kullback-Leibler divergence between the variational
posterior distribution of the latent random matrices and their prior distribution. The
above inequality applies to every joint distribution over the pair (R, C). In the following,
the mean field approximation in Eq. 5 is maintained while, in order to account for the
additional textual information, Eqs. 6-7 are modified as follows

q(Ri) = g(Ri; µR
i := h1,„(Yi, W (i,·)), SR

i := h2,„(Yi, W (i,·))) (10)

and
q(Cj) = g(µC

j := l1,ÿ(Y j, W (·,j)), SC
j := l2,ÿ(Y j, W (·,j))), (11)

where W (i,·) :=
q

j W (i,j) corresponds to a document concatenating all the reviews written
by user i and, similarly W (·,j) :=

q

i W (i,j) corresponds to all the reviews about the j-th
product. Notice also that the encoders h„, lÿ are now functions being defined on RP +V

and RM+V , respectively.

4 Experiments on simulated data

An ordinal data matrix Y with M = 750 rows and P = 600 columns is simulated in order
to study the robustness of deepLTRS regarding the sparsity. Our model is also compared
to several state-of-the-art competitors. Figure 2 presents the RMSE results on test data.

5
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Figure 2: Test RMSE of models: HFT, HPF, CCPF and deepLTRS with different sparsity.
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Abstract. Toroidal time series are temporal sequences of bivariate angular obser-
vations that often arise in environmental and ecological studies. A hidden semi-Markov
model is proposed for segmenting these data according to a finite number of latent classes,
associated toroidal densities. The model conveniently integrates circular correlation, mul-
timodality and temporal auto-correlation. A computationally efficient EM algorithm is
proposed for parameter estimation. The proposal is illustrated on a time series of wind
and sea wave directions.

Keywords. hidden semi-Markov model, EM algorithm, model-based clustering, toroidal
data

1 Introduction

Bivariate sequences of angles are often referred to as toroidal time series, because the
pair of two angles can be represented as a point on a torus. These data often arise in
environmental and ecological studies. Examples include time series of wind and wave
directions [8], time series of wind mean directions and directions of the maximum gust
observed each day [2] and time series of turning angles in studies of animal movement
[10].

The analysis of toroidal time series is complicated by the difficulties in modeling the
dependence between angular measurements over time [7]. An additional complication is
given by the multimodality of the marginal distribution of the data, because environmental
toroidal data are observed under time-varying heterogeneous conditions.

This paper introduces a toroidal hidden semi-Markov model (HSMM) that simultane-
ously accounts for dependence across circular measurements, temporal auto-correlation,
multimodality and latent time-varying heterogeneity. Under this model, the distribution
of toroidal data is approximated by a mixture of toroidal densities, whose parameters
depend on the evolution of a latent semi-Markov process. While the toroidal density

1
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accommodates dependence between two circular variables, a mixture of toroidal densities
allows for multimodality and, finally, a latent semi-Markov process accounts for temporal
correlation and, simultaneously, for time-varying heterogeneity.

Our proposal extends previous approaches that are based on toroidal hidden Markov
models [9, 1]. Under a toroidal hidden Markov model, the data are approximated by a
mixture of toroidal densities, whose parameters depend on the evolution of a latent, first-
order Markov chain with a finite number of states. The sojourn times of each state of a
Markov chain are distributed according a geometric distribution. Hence the most likely
dwell time for every state of a hidden Markov model with underlying first-order Markov
chain is 1. Our proposal relaxes this restrictive assumption by replacing the latent Markov
chain with a latent semi-Markov model, allowing for sojourn times that are not necessarily
geometrically distributed.

2 A hidden semi-Markov model for toroidal data

Let z = (x, y) be a pair of angles, x, y 2 [0, 2⇡). Moreover, let f(x;α) and f(y; β) be two
circular densities, respectively known up to the parameters α and β. Further, let F (x;α)
and F (y; β) be the two cumulative distribution functions of x and y, defined with respect
to a fixed, although arbitrary, origin. Finally, let g(u; γ), u 2 [0, 2⇡) be a parametric
circular density, known up to a parameter γ. Then,

fq(z; ✓) = 2⇡g (2⇡ (F (x;α)− qF (y; β))) f(x;α))f(y; β)) q = ±1 (1)

is a parametric toroidal density with support [0, 2⇡)2, known up to the parameter vec-
tor ✓ = (α, β, γ), having the marginal densities f(x;α) and f(y; β) [3]. Equation (1)
is a typical example of a copula-based construction of a bivariate density, obtained by
decoupling the margins from the joint distribution. When the binding density g is the
uniform circular distribution, say g(x) = (2⇡)−1, then equation (1) reduces to the product
of the marginal densities. Otherwise, the dependence between x and y is captured by the
concentration of g: when g is highly concentrated, the dependence is high; when g is
more diffuse, dependence is low. Finally, the constant q = ±1 determines whether the
dependence between x and y is positive (q = 1) or negative (q = −1).

The proposed hidden semi-Markov model can be described as a dynamic mixture of
copula-based toroidal densities. To illustrate, let z = (zt, t = 1, . . . , T ), zt = (xt, yt),
xt, yt 2 [0, 2⇡), be a toroidal time series. We assume that the distribution of the data
is driven by the evolution of an unobserved semi-Markov process with K states, which
represents (time-varying) latent classes and can be specified as a sequence u = (ut, t =
1, . . . , T ) of multinomial variables ut = (ut1 . . . utK) with one trial and K classes, whose
binary components represent class membership at time t. The joint distribution p(u; ⇡)
of the chain is fully known up to a parameter ⇡ that includes K initial probabilities
⇡k = P (u1k = 1), k = 1, . . . , K,

P
k ⇡k = 1, K2−K transition probabilities ⇡hk = P (utk =

2
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1|ut−1,h = 1), h, k = 1, . . . , K,
P

k ⇡hk = 1, h 6= k (whereas ⇡kk = 0, k = 1 . . . K), and,
finally, p parameters of the dwell time distributions of each state.

The specification of the HSMM is completed by assuming that the observations are
conditionally independent, given a realization of the semi-Markov process. As a result,
the conditional distribution of the observed process, given the latent process, takes the
form of a product density, say

f(z|u; ✓1, . . . , ✓K) =
T
Y

t=1

K
Y

k=1

f(zt; ✓k)
utk , (2)

where f(z; ✓k), k = 1, . . . , K are the K cylindrical densities defined by (1) and known up
to a vector of parameters ✓k.

The likelihood function of the model is therefore obtained by integrating the joint
density of the observed data and the unobserved class memberships with respect to the
segmentation u, namely

L(⇡, ✓; z) =
X

u

p(u; ⇡)f(z|u; ✓1, . . . , ✓K). (3)

By computing the maximum likelihood estimate ✓̂ [11, chapter 12], the toroidal time series
can be segmented according to the posterior probabilities of class membership

⇡̂tk = P (utk = 1 | z; ✓̂), (4)

based on ✓̂. More precisely, the observation at time t can be allocated to class k? if
⇡̂tk? ≥ ⇡̂th, for each h = 1 . . . K (maximum a posteriori, MAP, allocation).

When the dwell distribution of each latent state is geometric, the model reduces to
a hidden Markov model that ignores alternative dwell time distribution. If, additionally,
the transition probability matrix of the model has equal rows, the model reduces to a
mixture model where observations are clustered by ignoring the information redundancy
that is due to temporal correlation.

3 An application to marine data

The proposed methods have been implemented to segment a time series of T = 1326
semi-hourly wind and wave directions, taken in wintertime by the buoy of Ancona, which
is located in the Adriatic Sea at about 30 km from the coast. Figure 1 displays the
scatter plot of the data. Point coordinates indicate the direction (in radians) from which
winds blow and waves travel. For simplicity, these bivariate observations are plotted on
the plane, although data points are actually on a torus. The interpretation of these data
is not easy. While in the ocean wind and wave directions are strongly correlated, this
is not necessarily true in the Adriatic Sea, due to the orography of the basin and the
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Figure 1: Wave directions and heights, as observed by the buoy of Ancona in wintertime
(−⇡, −pi/2, 0, ⇡/2 respectively indicate South, West, North, East). For simplicity, the
data are plotted on the plane, although they are points on the torus [−pi/2, ⇡/2)2.

location of the buoy. Coastal winds generate synchronized waves only when the waves
travel unobstructed, that is, either northwesterly or southeasterly, along the major axis
of the basin. When western and south-western winds blow from the coast, waves are not
synchronized with wind and travel along the major axis of the Adriatic basin from SE
to NW. This explains the clusters shown in Figure 1 and suggests the occurrence of two
latent wind–wave regimes. Accordingly, a HSMM with two states have been estimated
from these data.

The proposed HMM requires a parametric specification of the toroidal density (1),
which reduces to the choice of the binding density g and the choice of the marginal densities
f(x;α) and f(y; β) that respectively model the marginal distribution of the wind and wave
direction. However, depending on the choice of the binding density, the density (1) can be
multimodal [4]. Using multimodal densities in segmentation and classification problems,
such as the one motivating this paper, may unnecessarily complicate the interpretation of
the results. Unimodal densities can however be obtained by using the wrapped Cauchy
as a binding density g [4].

Accordingly, for this study, the binding density has been specified as a centered
wrapped Cauchy

g(u; γ) =
1

2⇡

1− γ2

1 + γ2 − 2γ cos(u)
u 2 [0, 2⇡).

This circular density depends on a single concentration parameter γ 2 [0, 1) and reduces
to the uniform circular density when γ = 0.

Wrapped Cauchy densities that include additional location parameters α1 and β1 have
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Figure 2: Segmentation of a time series of wind and wave directions. Left: observations
colored with grey levels according to the estimated membership probabilities of each class
(black indicates a probability equal to 1). Right: contour plot of state-specific toroidal
densities.

been instead exploited to model the marginal distributions of wind and wave direction,
say

f(x;α) = 1
2π

1−α2
2

1+α2
2−2α2 cos(y−α1)

x 2 [0, 2⇡) (5)

f(y; β) = 1
2π

1−β2
2

1+β2
2−2β2 cos(y−β1)

y 2 [0, 2⇡) (6)

The proposed toroidal density is therefore obtained by taking a wrapped Cauchy density
that binds wrapped Cauchy marginals, a model known as the bivariate wrapped Cauchy
model [5].

Figure 2 shows the shapes of the two state-specific toroidal distributions and the
segmented observations. The model successfully segment the observations according to
to clusters, and offers a clear-cut indication of the distribution of the data under each
regime. Under state 1, wind and wave directions are essentially independent, because
coastal winds do not generate waves. Under state 2, winds blows along the major axis
of the Adriatic basin and their directions are highly correlated with the directions of the
wave that they generate.

Overall, the model describes the plasticity of the wind–wave interaction in the Adriatic
Sea, indicating that the joint distribution of wind and wave data changes under different
environmental regimes. Regime switching changes not only the modal directions and con-
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centrations around these modes but also, and more interestingly, the correlation structure
of the data. As a result, on the one side, the (marginal) weak correlation between wind
and wave directions is explained by the presence of coastal winds (component 1). On the
other side, the model indicates that the wind direction is an accurate predictor of the
wave direction only under a specific regime (state 2).
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Résumé. Dans un contexte en ligne où des données arrivent de façon continue, on
souhaite actualiser les paramètres d’un score “batch” construit à l’aide d’une méthode
d’ensemble. On utilise pour cela des processus d’approximation stochastique, dont la
convergence a été établie théoriquement par les auteurs, permettant d’actualiser les esti-
mations des paramètres lors de la prise en compte de nouvelles observations sans avoir à
conserver toutes les données obtenues précédemment. Nous étudions ici empiriquement la
convergence du score en ligne vers le score “batch”, en utilisant différents jeux de données
à partir desquels on simule des flux de données et différents types de processus.

Mots-clés. Apprentissage pour les données massives, approximation stochastique,
médecine, méthode d’ensemble, score en ligne.

Abstract. In an online setting, where data arrives continuously, we want to update
the parameters of a “batch” score constructed with an ensemble method. To do so, we
use stochastic approximation processes, the convergence of which has been theoretically
established by the authors, so that parameter estimates can be updated when new obser-
vations are taken into account without the need to store all the data obtained previously.
Here we study empirically the convergence of the online score to the “batch” score, us-
ing different datasets from which data streams are simulated and using different types of
processes.

Keywords. Learning for big data, stochastic approximation, medicine, ensemble
method, online score.
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1 Introduction

Afin d’établir un score d’événement en ligne actualisé lors de l’arrivée de nouvelles données
d’apprentissage sans avoir à stocker l’ensemble des données obtenues, nous avons entrepris
une étude en plusieurs étapes.

Pour cela, deux classifieurs ont été utilisés, l’analyse discriminante linéaire et la régres-
sion logistique, ainsi qu’une méthode de construction d’un score d’ensemble qui a été
définie dans Duarte et al (2018a). Les méthodes d’ensemble, en construisant une collection
de prédicteurs “de base” (en faisant varier l’échantillon initial, les variables sélectionnées,
la méthode de régression ou de classification utilisée...) puis en agrégeant leurs prédictions,
permettent souvent d’obtenir de meilleurs résultats que les prédicteurs individuels (si
ceux-ci sont relativement bons et suffisamment différents, Genuer et Poggi 2017).

Nous avons tout d’abord défini et démontré la convergence de plusieurs types de pro-
cessus d’approximation stochastique pour actualiser en ligne les paramètres d’une fonction
de régression linéaire (Duarte et al. 2018b) ou logistique (Lalloué et al. 2019b) et montré
l’intérêt d’utiliser des données standardisées en ligne plutôt que des données brutes, en
particulier pour éviter une explosion numérique.

Le principe général de construction d’un score en ligne a ensuite été présenté dans
Lalloué et al. (2019a).

Pour terminer cette étude, nous avons implémenté en R la construction de ce score
en ligne et en avons testé empiriquement la convergence sur plusieurs jeux de données,
en utilisant pour chaque classifieur plusieurs processus d’approximation stochastique et
en comparant la précision des estimations obtenues. Nous présentons ici certains de ces
résultats empiriques.

2 Expérimentations

2.1 Données et score “batch” de référence

Cinq jeux de données ont été utilisés : quatre disponibles sur Internet et un dérivé de
l’étude EPHESUS (Pitt 2003), tous déjà utilisés pour tester les performances de processus
de gradient stochastique (Duarte et al. 2018b, Lalloué et al. 2019b). Twonorm et Ringnorm
sont des jeux de données simulées avec des variables homogènes (Breiman 1996). Quantum
contient des données observées réelles, sans valeurs aberrantes et dont la plupart des vari-
ables sont sur la même échelle. Adult2 et HOSPHF30D contiennent des données observées
réelles, avec des valeurs aberrantes et des variables de différents types et sur différentes
échelles. La table 1 résume ces données. Les détails des pré-traitements sont donnés dans
Lalloué et al. (2019b)

Pour chaque jeu de données, on construit un score d’ensemble de référence en utilisant
la méthode définie dans Duarte et al. (2018a) avec les paramètres suivants :

2
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Table 1: Description of the datasets.

Dataset name Na N pa p Source

Twonorm 7400 7400 20 20 www.cs.toronto.edu/ delve/data/datasets.html
Ringnorm 7400 7400 20 20 www.cs.toronto.edu/ delve/data/datasets.html
Quantum 50000 15798 78 12 dérivé de www.osmot.cs.cornell.edu/kddcup
Adult2 45222 45222 14 38 dérivé de www.cs.toronto.edu/ delve/data/datasets.html
HOSPHF30D 21382 21382 29 13 dérivé de EPHESUS study

Na: nombre d’observations disponibles; N : nombre d’observations sélectionnées; pa: nombre de paramètres

disponibles; p: nombre de paramètres sélectionnés.

• Deux règles de classification sont utilisées : analyse discriminante linéaire (LDA) et
régression logistique (LR).

• 100 échantillons bootstrap sont générés pour les deux règles.
• Toutes les variables disponibles sont incluses (des expérimentations avec des modalités
de sélection et des nombres différents de variables tirées au sort sont en cours).

• Pour chaque règle de classification, les 100 prédicteurs associés sont agrégés par
moyenne arithmétique puis les coefficients sont normalisés de manière à ce que le
score varie entre 0 et 100.

• L’agrégation entre les deux scores synthétiques S1 (LDA) et S2 (LR) est faite par
combinaison convexe : S = λS1 + (1 − λ)S2 avec ici λ = 0.5 (ultérieurement, une
valeur optimale de λ pourra être déterminée).

Le score ainsi obtenu pour chaque jeu de données est utilisé comme “gold standard”
pour évaluer la convergence des processus en ligne testés.

A partir de chaque jeu de données, un flux de données est simulé en effectuant à chaque
étape un tirage au hasard avec remise de 100 nouvelles observations. Les scores en ligne
sont alors construits et mis à jour à partir de ces flux.

2.2 Processus

Types de processus
Les processus stochastiques (Xn) utilisés sont de trois types différents :
• gradient stochastique “classique” (notation C ). À l’étape n, card In = mn ob-
servations (Zj, Sj) sont prises en compte et on calcule récursivement :

Xn+1 = Xn − an
1

mn

X

j∈In

Zj

(
h(Z 0

jXn)− Sj

)
;

avec Zj vecteur des variables explicatives ; Sj 2 {0, 1} ; h(u) = u pour la LDA,
h(u) = eu

1+eu
pour la LR.
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• gradient stochastique “moyennisé” (notation A ) : Xn+1 =
1

n+1

Pn+1
i=1 Xi.

• uniquement dans le cas de la LDA : processus prenant en compte à chaque étape
toutes les observations (Zj, Sj) jusqu’à cette étape, j 2 I1 [ ... [ In (mention finale
“all”)(Duarte et al. 2018b).

Dans tous les cas, les variables explicatives sont standardisées en ligne (notation S ) :
le principe et l’intérêt pratique de cette méthode pour éviter des explosions numériques
ont été montrés dans Duarte et al. (2018b) et dans Lalloué et al. (2019b). En effet,
pour certains jeux de données (Adult2, HOSPHF30D) les processus avec données brutes
conduisent à une explosion numérique, contrairement à ceux avec données standardisées
en ligne.

Choix du pas
Le pas an peut être :
• continûment décroissant : an = c

(b+nα)
(notation V).

• constant : an = 1/p (avec p le nombre de variables explicatives) (notation C).
• constant par paliers (Bach 2014) : an = c

(b+bn
τ
c)α

(b.c est la partie entière, τ la taille

des paliers) (notation P).
On prend dans tous les cas ↵ = 2/3, b = 1 et c = 1.

Notation des processus
Dans un couple de processus, le premier est celui utilisé pour la LDA, le second celui

pour la LR.
Par exemple, AS100Call AS100P200 désigne le couple formé pour la LDA d’un pro-

cessus moyennisé (A) avec données standardisées en ligne (S), 100 nouvelles observations
par étape (100), à pas constant(C) et prenant en compte toutes les observations jusqu’à
l’étape en cours (all) ; et pour la LR d’un processus moyennisé (A) avec données stan-
dardisées en ligne (S), 100 nouvelles observations par étape (100) et à pas constant par
paliers de taille 200 (P200).

Processus testés
Les six couples de processus testés font partie de ceux ayant eu les meilleures perfor-

mances lors des études dédiées à la LDA en ligne (Duarte et al. 2018b) et à la régression
logistique en ligne (Lalloué et al. 2019b), ou sont des processus “classiques” habituellement
utilisés (mis à part la standardisation en ligne des données).

On utilise 100 nouvelles observations par étape. Chaque processus a été appliqué sur
chacun des flux issus des jeux de données, avec un nombre d’observations utilisées de
100N , correspondant à N itérations.

Critère de convergence

On a utilisé comme critère de convergence la différence relative des normes k✓b−✓̂Nk
k✓bk

entre le vecteur θb des coefficients obtenus pour le score “batch” et le vecteur θ̂N des coef-
ficients estimés par un processus après N itérations. On considère qu’il y a eu convergence
lorsque la valeur de ce critère est inférieure au seuil arbitraire de 0.05.
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2.3 Résultats

Trois résultats sont comparés pour chaque couple de processus : la valeur du critère
sur les coefficients normalisés (modifiés pour que le score varie entre 0 et 100) et stan-
dardisés (divisés par l’écart-type de la variable associée) pour le score synthétique S1

obtenu par l’agrégation des LDA, celle pour le score synthétique S2 obtenu par agrégation
des régressions logistiques, et celle pour le score final S (table 2).

Table 2: Différences relatives des normes après 100N observations utilisées

Processus Twonorm Ringnorm Quantum Adult2 HOSPHF30D

CS100V
CS100V

S1 0.0010⇤ 0.0020⇤ 0.0073⇤ 0.0076⇤ 0.0165⇤

S2 0.0033⇤ 0.0009⇤ 0.0168⇤ 0.1002 0.0566
S 0.0015⇤ 0.0014⇤ 0.0083⇤ 0.0414⇤ 0.0289⇤

AS100P50
AS100P50

S1 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0027⇤ 2.7560 0.0176⇤

S2 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0032⇤ 0.0346⇤ 0.0203⇤

S 0.0005⇤ 0.0007⇤ 0.0029⇤ 1.6968 0.0192⇤

AS100C
AS100P200

S1 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0028⇤ 0.0066⇤ 0.0165⇤

S2 0.0007⇤ 0.0007⇤ 0.0033⇤ 0.0069⇤ 0.0206⇤

S 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0030⇤ 0.0067⇤ 0.0190⇤

CS100Vall
CS100V

S1 0.0005⇤ 0.0006⇤ 0.0033⇤ 0.0287⇤ 0.0153⇤

S2 0.0033⇤ 0.0009⇤ 0.0168⇤ 0.1002 0.0566
S 0.0017⇤ 0.0007⇤ 0.0090⇤ 0.0281⇤ 0.0290⇤

AS100P50all
AS100P50

S1 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0046⇤ 0.0100⇤ 0.0060⇤

S2 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0032⇤ 0.0346⇤ 0.0203⇤

S 0.0005⇤ 0.0007⇤ 0.0039⇤ 0.0193⇤ 0.0147⇤

AS100Call
AS100P200

S1 0.0006⇤ 0.0007⇤ 0.0046⇤ 0.0153⇤ 0.0060⇤

S2 0.0007⇤ 0.0007⇤ 0.0033⇤ 0.0069⇤ 0.0206⇤

S 0.0005⇤ 0.0007⇤ 0.0039⇤ 0.0120⇤ 0.0149⇤

∗ marque les valeurs du critère < 0.05.

Première abréviation : processus pour la LDA; Deuxième : processus pour la régression logistique.

Type de processus : C pour SGD classique, A pour ASGD.

Données : R pour brutes, S pour standardisées en ligne (1er nombre : nombre de nouvelles observations par étape).

Pas : V pour variable, C pour constant, P pour constant par palier (2e nombre : taille des paliers).

On constate que, pour tous les couples de processus testés, le score en ligne final S est
très proche du score de référence “batch” sur quatre des cinq jeux de données testés. Seul
le couple de processus AS100P50 AS100P50 appliqué au jeu de données Adult ne converge
pas en N itérations. Dans la plupart des cas, la valeur du critère pour le score final S est
comprise entre celles des deux scores intermédiaires. Ceci conduit, pour deux couples de
processus (CS100V CS100V et CS100Vall CS100V) appliqués à Adult2 et HOSPHF30D, à
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une convergence du score final alors que le score intermédiaire S2 n’a pas encore convergé.
Si l’on range les couples de processus du plus performant au moins performant pour chaque
jeu de données puis qu’on calcule le rang moyen sur l’ensemble des jeux de données, le
meilleur couple de processus est AS100P50all AS100P50.

3 Conclusion

Nous avons mis au point un programme de construction d’un score en ligne en associant
des processus avec données standardisées en ligne dont la convergence a déjà été établie
théoriquement. On observe empiriquement la convergence de ce score d’ensemble en ligne
vers le score “batch” avec plusieurs processus, ainsi que la supériorité de certains choix :
processus moyennisés et pas constant par paliers notamment. On a inclus ici toutes les
variables disponibles, le score est ainsi obtenu par bagging et agrégation de deux méthodes.
D’autres expérimentations ont été effectuées avec des modalités de sélection aléatoire des
variables.
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Lalloué, B., Monnez, J.-M and Albuisson, E. (2019b). Streaming constrained binary
logistic regression with online standardized data, hal-02156324.
Oza, N.C. and Russell, S.J. (2001). Online Bagging and Boosting. In: Proceedings of the
Eighth International Workshop on Artificial Intelligence and Statistics, AISTATS 2001.
Pitt, B., Remme, W., Zannad, F., Neaton, J., Martinez, F., Roniker, B., Bittman, R., Hur-
ley, S., Kleiman, S., and Gatlin, M. (2003). Eplerenone, a selective aldosterone blocker,
in patients with left ventricular dysfunction after myocardial infarction. New England
Journal of Medicine, 348, pp. 1309-1321.

6

505 sciencesconf.org:jds2020:315837

IF



Construction of a copula estimator through
recursive partitioning of the unit hypercube
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Résumé. Nous construisons un estimateur de copule linéaire par morceau, flexible et
consistant. Pour cela, nous nous appuyons sur la formalisation des copules patchwork ainsi
que sur les divers estimateurs constants par morceaux de densités multivariés existants
dans la littérature. Si les copules checkerboards imposent une partition, notre estimateur
la construit à partir de l’échantillon disponible, en minimisant une distance choisie sur
l’espace des copules. De plus, si l’ajout des contraintes de marges rend parfois certains
estimateurs non-paramétriques inutilisables, notre estimateur n’estime que la structure
de dépendance et garantit l’uniformité des marges. Des raffinements, comme la réduction
de dimension localisée ou le bagging, sont développés, analysés et testés sur des données
simulées.

Mots-clés. Estimation de copule, statistiques non-paramétriques, erreur quadratique
intégrée, réduction de dimension localisée, dépendance, arbres d’estimation de densité,
agrégation.

Abstract. We construct a flexible, consistent, piecewise linear estimator for a copula,
leveraging the patchwork copula formalization and various piecewise constant density esti-
mators. While the patchwork structure imposes the grid, our estimator is data-driven and
constructs the grid recursively from the data, minimizing a chosen distance on the copula
space. Furthermore, while the addition of the copula constraints makes the available so-
lutions for density estimation unusable, our estimator is only concerned with dependence
and guarantees the uniformity of margins. Refinements such as localised dimension reduc-
tion and bagging are developed, analyzed, and tested through applications on simulated
data.

Keywords. Copula estimation, nonparametric statistics, integrated square error,
localised dimension reduction, dependence, density estimation tree, bagging.
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1 Introduction

Although the estimation of copulas is a wide-treated subject, most performant estimators
avaliable in the litterature are based on restricted, parametric estimation: vine copulas
(see Nagler and Czado (2016)) and graphical models (see Li et al. (2018)) for exemple
are potential solutions but under restrictive assumptions. Classical density estimators
such as kernels or wavelets do not satisfy marginal copula constraints. There also exists
several tree-structured piecewise constant density estimators, but they do not always lead
to proper copulas when applied on pseudo-observations or true copula samples.

We propose a non-parametric, piecewise constant, copula density estimator inspired by
the patchwork framework of Durante et al. (2015) and the density estimation trees from
Ram and Gray (2011). We build a recursive estimation procedure for this class, and as-
sess its consistency. Our estimator is, under mild conditions, a proper copula. It provides
a fast evaluation on new data points, can be rapidly simulated, and could be used for
compression purposes.

This overview is organised as follows: Section 2 describes the piecewise linear copula class,
Section 3 introduces the estimation procedure and the consistency result, and Section 4
finaly deals with numerical aspects.

2 Piecewise linear copulas

Let X = (X1, ..., Xd) be a d-dimensional random vector. We are here interested in the
dependence structure between components of X. The copula, whose formalisation is due
to Sklar (1959), is a key concept to the study of dependence between random variables.
Suppose now that X has marginal distribution functions (d.f.) F1, ..., Fd and copula C
with density c.

Let I = [0, 1]d be the unit hypercube, L be a finite partition of I consisting of (non-
degenerated) hyperrectangles called leaves, and p be a vector of non-negative weights
summing to one, indexed by these leaves. The piecewise linear copula with parameters
(p,L) is defined by its d.f. Cp,L and density cp,L as:

8u 2 I, Cp,L(u) =
X

`2L

p`λ`(u) and cp,L(u) =
X

`2L

p`
λ(`)

1u2` (1)

where λ denotes the Lebesgue measure of a set and λ`(u) = λ(`)−1λ([0, u] ∩ `). Under
some conditions on (p,L) that we will analyze, Cp,L will be a copula. Note that if for all
` 2 L, p` = λ(`), then Cp,L is the independence copula, since leaves are hyperrectangular.
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The above formulation of the piecewise linear copula allows to obtain closed-form ex-
pressions for classical quantities of interest in copula modeling, e.g. Kendall’s tau and
Spearman’s rho, which can be useful for validation purposes.

3 The CORT estimator

Suppose that we have a dataset (ui)i21:n of observations in I, from a copula C with density

c. We seek parameters (p,L) of c(n)p,L, an approximation of c in the piecewise linear copula
class. We adopt a two stage estimation procedure, considering first the partition L to be
known. Following Ram and Gray (2011), we use an Integrated Square Error (ISE) loss to
build the weights p knowing L. The quantity to be minimised writes:

kcp,L − ck22 =

Z

I

(cp,L(u)− c(u))2du = kcp,Lk
2
2 − 2 hcp,L, ci+ kck

2
2 (2)

By a simple Monte-Carlo plug-in of the empirical d.f. in the cross-product, we obtain that
weights p are the unique solution of the quadratic program with objective p0Ap− 2p0Af,
where A and f are given by, (denoting |L| the cardinal of L,)

A =
(
λ(`)−11`=k

)
`2L,k2L

(size |L|⇥ |L|)

f =

 

1

n

nX

i=1

1ui2`

!

`2L

(size |L|)

We denote h., .iL the scalar product on R|L| given by hx, yiL = x0Ay. The associated
norm and distance are denoted k.k2L and dL. In particular, we have kcp,Lk

2
2 = kpk2L and

1
n

n
P

i=1

cp,L(ui) = hp, fiL.

One can then show that the global minimiser of the Monte-Carlo plug-in in the ISE,
without more constraints, is f. In order to obtain a proper copula, however, there are
marginal uniformity constraints, which write:

8u 2 I, 8j 2 {1, ..., d},
X

`2L

p`λ`j(uj) = uj. (3)

Denoting C the space defined by these constraints, we show that C is an affine half-space
of R|L|, and in particular a convex, closed, non-empty subset of [0, 1]|L|. By convexity we
have the existence and the unicity of a solution. This leads to p = PL,C(f) where PL,S

denotes the orthogonal projection on a set S with respect to h., .iL.

From these results, we construct the partition L recursively, by splitting a leaf on a
breakpoint of dimension k, 2  k  d chosen to minimise the ISE. Rescaling the new
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leaves to I allows to start over and split again, until a proper stopping condition is reached
(no more points, independence, or no further reduction in the loss). A localised dimension
reduction procedure was included by testing for independence through a Monte-Carlo
resampling of a specific test statistic, allowing a selection a splitting dimensions. A
summary of the procedure is given in Algorithm 1.

Algorithm 1: CORT estimation

Data: Observed ranks u1, ..,un 2 I

Result: Parameters p and L of the estimated piecewise linear copula
1 Initialize the tree by L = {I} and pL = {1}.
2 while there exist leaves ` 2 L that are still splittable do
3 foreach ` 2 L that is splittable do
4 Select some splitting dimensions D ⇢ {1, ..., d} through the localised

dimension reduction procedure.
5 if D⇤ 6= ; then
6 Find a breakpoint x minimizing the surrogate loss.
7 Split the leaf ` on this breakpoint and dimensions.

8 end

9 end

10 end
11 Compute weights p through the quadratic program detailed above.
12 return p and L
The resulting estimator is called CORT for Copula Recursive Tree. Note that since con-
straints takes degree of freedoms, splits are done in a higher dimension than in the density
estimation procedure from Ram and Gray (2011). Furthermore, the quadratic program
for the weigths has no closed-form solution and is therefore only computed once at the end.

We extend a consistency result from Ram and Gray (2011) which was related to f
(n)
f,L ,

the density estimator without the marginal constraints. Under certain conditions they
showed, based on a generalisation by Vapnik-Chervonenkis of the Glivenko-Cantelli The-
orem, that kf

(n)
f,L − fk22 ! 0, a.s. We provide the following extension:

Theorem 1 (Consistency of the CORT estimator) For c the density of the true
copula, assuming the diameter of the leaves goes to 0 as n goes to 1, the estimator
c
(n)
pL is consistent, i.e:

P

✓
lim

n 7!+1

kc
(n)
p,L − ck22 = 0

◆
= 1

The detailed proof is given in Laverny et al. (2020). It mainly uses the projection PL,C

on the normed space (Rn, k.k2L).
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4 Numerical aspects

Bagging and cross validation procedures can be used in density estimation: using out-
of-bag samples, Wu, Hou, and Yang (2017) poposed definitions of an out-of-bag ISE and
an out-of-bag Kullback-Leibler divergence. We extended these principle to provide other
out-of-bags metrics, based on L2 distances between densities or distribution functions.
These metrics allow to check the performance of the copula recursive trees alone, and to
check the improvement provided by the forest principle.

The current implementation of this algorithm is avaliable on CRAN, as an R package1.
Simulations studies are avalibales as vignettes of this package, including datasets, and
deeper analysis can be found in Laverny et al. (2020). Overall, we concluded on several
datasets that the model performs as expected.
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Estimation des paramètres d’un modèle de culture
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Jean-Benoist Leger 1 & Estelle Kuhn 2 & Boris Parent 3 & François Tardieu 4 Claude
Welcker 5

1 UTC, CNRS, UMR 7253 Heudiasyc, Compiègne, France
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Résumé. Les modèles de culture élaborés par des écophysiologistes décrivent les
processus de développement d’une plante. Ils permettent en particulier de rendre compte
des différences de comportement de plusieurs variétés dans différents environnements, dues
aux interactions génotype-environnement. Pour les utiliser à des fins prédictives, il est
nécessaire de calibrer auparavant leurs paramètres. Nous considérons le modèle de culture
APSIM et proposons un modèle joint bayésien à effets mixtes dans lequel nous inférons
la valeur des paramètres inconnus à partir de données issues d’expérience de plein champ
et mesurées en plateforme de phénotypage. Nous choisissons des lois a priori informatives
pour intégrer les connaissances d’expert et implémentons un algorithme de type Gibbs
hybride pour simuler la loi a posteriori. Les résultats obtenus sur données simulées et
réelles mettent en évidence le gain obtenu sur la précision des estimations en utilisant les
données issues de plateforme de phénotypage en sus des données du champ.

Mots-clés. Modèle de culture, données hétérogènes, modèles à effets mixtes, modèle
bayésien, algorithme Gibbs hybride.

Abstract. Crop models were developed by ecophysiologists to describe plant devel-
opment. They allow in particular to report difference existing between several genotypes
in several environments, due to genotype by environment interaction. It is first necessary
to calibrate these models to use them for prediction purpose. We consider the crop model
APSIM and present a joint bayesian model with mixed effects. We infer models parameter
values from data collected in the field and in phenotyping platform. Prior distribution are
chosen in order to integrate expert knowledge. We implement an hybrid Gibbs algorithm
to simulate the posterior distribution. Results obtained from simulated and real data
highlight clearly the advantage of using phenotyping platform data in addition to field
data.

Keywords. crop model, heterogeneous data, mixed effects models, bayesian model,
Gibbs hybrid algorithm.
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1 Introduction

1.1 Contexte de l’amélioration des plantes

Un des enjeux actuels en sciences du végétal vise à mieux comprendre les mécanismes
impliqués dans le développement des plantes et leurs réponses aux conditions environ-
nementales. Ces mécanismes diffèrent d’une espèce à l’autre, chacune ayant des phases
de développement spécifiques. Au sein d’une même espèce, les différents processus qui se
succèdent au cours de la croissance ont lieu de façon différente selon la variété considérée :
ils se réalisent plus ou moins rapidement, à des périodes plus ou moins précoces, donnant
lieu à une importante variabilité de comportements. Mieux comprendre comment cette
variabilité dans les processus de croissance est reliée au génotype caractérisant la variété
est un objectif essentiel en amélioration des plantes.

De plus, une forte interaction existe entre la variété considérée et l’environnement,
incluant non seulement les aspects météorologiques mais également la composition du
sol, les intrants, etc. Ainsi, une même variété va évoluer différemment dans différents
environnements et différentes variétés vont se comporter différemment dans un même
environnement (cf. Millet et al. (2016)). Mieux comprendre ces interactions génotype-
environnement-conduite de culture est un levier important pour fournir de meilleures
recommandations dans le choix des variétés selon l’environnement, en particulier dans un
contexte de changement climatique fort, incluant de plus en plus d’événements climatiques
extrêmes (cf. Millet et al. (2019)).

La modélisation mathématique est un outil extrêmement pertinent pour mieux com-
prendre, quantifier et prédire ces interactions. Des modèles linéaires ont tout d’abord été
utilisés, donnant lieu à un cadre relativement limité du point de vue de la modélisation
des effets génotypiques et environnementaux. Plus récemment, des modèles descriptifs des
mécanismes de croissance des plantes, appelés modèles de culture, ont été développés par
des écophysiologistes des plantes, comme par exemple le modèle APSIM (cf. Keating et al
(2003)). Ces modèles dynamiques rendent compte des processus qui interviennent lors du
développement de la plante. Ils utilisent en entrée des variables environnementales et des
paramètres dépendant du génotype et fournissent en sortie des caractères plus ou moins
intégrés de la plante comme par exemple la date de floraison, le rendement, la biomasse
au cours du temps. Ces modèles descriptifs permettent également de modéliser les in-
teractions génotype-environnement-conduite de culture. Utiliser à des fins prédictives,
ils sont un outil efficace pour prédire ces interactions. Cependant un grand nombre de
paramètres de ces modèles sont généralement inconnus et doivent être calibrés. La valeur
des paramètres peut être ajustée manuellement en comparant les sorties du modèle à des
données. Cette approche requiert néanmoins beaucoup de temps, d’autant plus si le nom-
bre de paramètres est important. Une approche plus rapide consiste à ajuster un modèle
statistique basé sur le modèle de culture à partir des données disponibles, en inférant la
valeur des paramètres via un estimateur statistique. Ce type d’approche reste néanmoins
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difficile à mettre en oeuvre du fait de la complexité du modèle de culture et demande la
mise en place de méthodes numériques efficaces. Des premières approches ont été pro-
posées ( cf. Cooper et al (2016)). Cependant elles ne permettent de traiter qu’un nombre
réduit de données et d’estimer un petit nombre de paramètres.

1.2 Le modèle de culture APSIM

Nous considérons le modèle de culture Agricultural Production Systems sIMulator (AP-
SIM) avec le module mäıs et une extension du module feuille réalisée par l’unité INRAE
LEPSE (Lacube et al. (2017)). Il s’agit d’un modèle à pas de temps journalier qui simule
un couvert constitué de plantes moyennes en mettant à jour un vecteur de descripteurs
de la plante qui évolue au cours du temps. Les entrées de ce modèle sont des covariables
météorologiques, des covariables descriptives du sol et de la conduite de culture. Il fournit
en sortie la date de floraison et les composantes du rendement. Certains paramètres ont
un sens physique, comme par exemple l’efficacité d’interception lumineuse, d’autres ne
sont pas interprétables. Par ailleurs, certains processus sont communs à toute l’espèce,
les paramètres associés auront une valeur commune à tous les génotypes de cette espèce,
tandis que d’autres processus sont variables génétiquement, les paramètres associés auront
des valeurs dépendant du génotype, comme par exemple le nombre final de feuilles.

1.3 Les données de sources hétérogènes

Nous disposons d’un riche jeu de données issu du projet DROPS European Project in-
cluant un panel de diversité composé de 230 génotypes hybrides observés en plein champ
dans 13 conditions environnementales. Une condition environnementale est définie par
un lieu et une année. Les lieux sont répartis en Europe du nord au sud, rendant compte
de conditions climatiques très contrastées. Les années considérées varient de 2012 à 2013.
Les données comprennent la date de floraison, les composantes du rendement (nombre de
grains, poids d’un grain) et les conditions environnementales.

De plus, des expériences auxiliaires complémentaires ont été réalisées sur la plate-
forme INRAE PhénoArch à Montpellier (Cabrera-Bosquet et al. (2016)). Ces expériences
ont permis d’obtenir des données supplémentaires sur des paramètres mécanistes inter-
venant dans le modèle de culture. Ainsi, des mesures de quantité telle que le nombre
final de feuilles observées ont été effectuées en plateforme, apportant des informations
complémentaires au jeu de données obtenu en plein champ.

L’objectif est d’utiliser les deux sources d’information champ et plateforme dans la
procédure d’inférence statistique des paramètres du modèle de culture.
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2 Modélisation statistique

2.1 Modélisation de la variabilité génotypique

Nous disposons pour chaque génotype du panel DROPS de mesures répétées du rende-
ment, du nombre de grains et de la date de floraison dansM conditions environnementales.
Nous considérons un modèle statistique à effets mixtes (cf. Pinheiro et Bates (2000))
basé sur le modèle de culture APSIM qui permet de prendre en compte simultanément
les variabilités inter-génotype et intra-génotype. On note Ygm la mesure vectorielle dans
la condition expérimentale m pour le génotype g et on modélise pour tout g et tout m :

log Ygm = logG(em, βg, γg) + εgm (1)

où G représente la sortie du modèle de culture APSIM, em le vecteur de variables descrip-
tives de l’environnement m, βg le vecteur des paramètres du génotype g non mesurées en
plateforme, γg le vecteur des paramètres du génotype g mesurées en plateforme, εgm un
terme d’erreur supposé gaussien centré de variance diagonale (σ2

1, σ
2
2, σ

2
3). On suppose que

les vecteurs d’effets aléatoires (βg) et (γg) sont indépendants identiquement distribués de
loi gaussienne d’espérance β̄ resp. γ̄, et de matrice de covariance diagonale Σβ, resp. Σγ.

2.2 Modélisation des données de plateforme de phénotypage

Nous considérons un modèle joint pour intégrer les données issues de la plateforme à
l’inférence des paramètres du modèle de culture. Pour cela, nous modélisons les mesures
des paramètres effectuées en plateforme de phénotypage via un modèle linéaire en fonction
de la valeur des paramètres du modèle de culture APSIM. On note Zg le vecteur de taille
p des mesures de paramètres du génotype g. Pour 1  l  p, on a :

Zg,l = µl + ζlγg,l + ηg,l (2)

où µ et ζ sont des vecteurs inconnus de Rp et ηg,l un terme d’erreur résiduel supposé
gaussien centré de variance τ 2l .

3 Inférence bayésienne du modèle joint

Du fait de la complexité du modèle de culture APSIM et du grand nombre de paramètres
à estimer, nous faisons le choix d’une approche bayésienne qui va permettre de régulariser
la procédure d’estimation. Nous souhaitons choisir des lois a priori uniformes pour les
paramètres du modèle de culture qui prennent leurs valeurs dans des intervalles bornés.
Toutefois, pour des raisons computationnelles, nous avons effectué une reparamétrisation
du modèle, et les nouveaux paramètres sont à valeurs réelles. Nous choisissons pour ces
paramètres des lois a priori normales, telles que leurs transformées par la reparamétrisation
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inverse soient les plus proches au sens de la divergence de Kullback-Leibler des lois uni-
formes de départ. Pour les paramètres µ et ζ du modèle des données issues de la plate-
forme, nous choisissons des lois a priori normales centrées sur la valeur attendue, 0 pour
l’ordonnée à l’origine et 1 pour la pente. Nous fixons des lois inverse gamma qui sont
conjuguées pour les lois a priori des paramètres de variances des bruits.

Nous appliquons un algorithme de Monte Carlo Markov Chain de type Gibbs hybride
(cf. Carlin et Louis (2008) ) pour générer une chaine de Markov qui sous des hypothèses
de régularité du modèle est ergodique et a pour loi stationnaire la loi a posteriori. A partir
des réalisations de cet algorithme, nous construisons des estimateurs empiriques des lois
a posteriori des paramètres du modèle.

Figure 1: Histogramme de la loi a posteriori de Nfinal sans (gauche, haut) et avec (gauche,
bas) les données plateforme supplémentaires ; Simulations versus prédictions via inter-
valles de crédibilité à 90% pour Nfinal sans (centre) et avec (droite) les données plateforme
supplémentaires.

4 Expériences numériques

Nous effectuons une étude de simulation en considérant les 13 environnements réels du
jeu de données DROPS et les valeurs des paramètres proches de ceux du génotype de
référence B73. Nous simulons 100 génotypes. Nous estimons les trois paramètres du
modèle correspondants au nombre final de feuilles (noté Nfinal), au premier ligulochrone
et au poids moyen potentiel d’un grain, les autres étant fixés à la valeur de référence. Nous
mettons en évidence que les estimateurs obtenus à partir des données issues du champ et
de la plateforme dans le modèle joint sont plus précis que les estimateurs obtenus à partir
des seules données issues du champ dans le modèle initial (cf Figures 1 et 2 gauche).

Nous ajustons ensuite le modèle proposé aux données réelles. Les prédictions obtenues
à partir du modèle avec les paramètres estimés à partir des données issues du champ et
de la plateforme sont meilleures que celles obtenues avec les paramètres estimés à partir
des seules données champ (cf Figure 2 droite).

Ce travail a été financé par le projet AMAIZING ANR-10-BTBR-01. Les auteurs
remercient la plateforme MIGALE, INRAE, 2020, Migale bioinformatics Facility pour les
moyens de calcul et les capacités de stockage.
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Figure 2: Ecart-types de la distribution a posteriori de Nfinal obtenus sans (abscisse)
et avec (ordonnée) les données plateforme supplémentaires en simulation (gauche) et sur
données réelles (droite).
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Résumé. Le problème de déconvolution se formule ainsi : étant donné des observations
Yi, i = 1, . . . , n i.i.d. qui s’écrivent

Yi = Xi + εi,

oùXi est le signal et εi du bruit, comment retrouver la loi du signal à partir de l’échantillon
(Y1, . . . ,Yn) ? Ce problème fait l’objet d’une abondante littérature lorsque la loi du bruit
est connue. Toutefois, lorsque cette loi est inconnue, ce modèle n’est en général plus
identifiable. Dans ce travail, nous montrons que si le signal et le bruit peuvent être séparés
en deux composantes X = (X(1), X(2)) et ε = (ε(1), ε(2)) telles que la queue de distribution
du signal est assez légère et que les composantes du bruit sont indépendantes, alors sous
une hypothèse sur les zéros de la fonction génératrice des moments du couple (X(1), X(2)),
le modèle est identifiable. Nous introduisons également un estimateur non paramétrique
et montrons qu’il est consistant pour la topologie de la convergence en loi.

Mots-clés. estimation non paramétrique, déconvolution, identifiabilité, modèle à va-
riable latente.

Abstract. In deconvolution problem, i.i.d. observationsYi, i = 1, . . . , n, are generated
by

Yi = Xi + εi,

where Xi is the signal and εi is the noise. The objective is to infer the distribution of
the latent data based on (Y1, . . . ,Yn). There is a wide range of literature on density
deconvolution when the distribution of the noise εi is assumed to be known. However,
when the distribution of the noise is also unknown, this model can not be identified in
full generality. We show that when the signal and noise can be split in two components
X = (X(1), X(2)) and ε = (ε(1), ε(2)) such that the tails of the signal distribution is light
enough and the noise components are independent, the model is identifiable under an
assumption on the zeros of the moment generating function of the couple (X(1), X(2)). We
also introduce a nonparametric estimator and show its consistency with respect to the
weak convergence topology.

Keywords. nonparametric estimation, deconvolution, identifiability, latent data mo-
del.
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1 Introduction

Le problème de déconvolution a été l’objet d’un important travail lorsque la distribu-
tion du bruit est supposée connue, voir par exemple [Devroye, 1989], [Liu and Taylor, 1989],
[Stefanski and Carroll, 1990], pour les premières méthodes de déconvolution non paramétriques,
[Carroll and Hall, 1988] et [Fan, 1991] pour les vitesses minimax, ou encore [Dedecker et al., 2015]
et ses références pour un travail récent. Toutefois, tous ces travaux supposent la loi du
bruit connu. Et en effet, si la loi du bruit est inconnue, le modèle de déconvolution n’est
en général pas identifiable, et a fortiori l’estimation de la loi du signal est impossible.

L’enjeu du présent travail est de montrer que dans le cas particulier où les observations
sont générées par paires (Y (1), Y (2)) = (X(1), X(2)) + (ε(1), ε(2)), il est possible, sous une
hypothèse non paramétrique faible sur le signal X et sans aucune hypothèse sur le bruit
ε (en dehors de l’indépendance de ε(1) et ε(2)), de retrouver la loi du signal à partir de la
loi des observations.

Une fois ce résultat d’identifiabilité établi, nous l’utilisons pour montrer la consistance
de deux estimateurs non paramétriques et illustrons leurs performances sur des données
simulées.

Cette soumission est issue de [Gassiat et al., 2020]. Nous ne décrivons pas ici l’estima-
teur du maximum de vraisemblance introduit dans l’article, qui est également consistant.

2 Résultats

2.1 Identifiabilité

Soient X = (X(1), X(2)) et ε = (ε(1), ε(2)) des variables aléatoires telles que pour
tout i 2 {1, 2}, X(i) et ε(i) sont à valeurs dans Rdi , ε est indépendant de X et ε(1) est
indépendant de ε(2). Pour i 2 {1, 2}, soit

Y (i) = X(i) + ε(i) .

Soit PR,P la loi de Y = (Y (1), Y (2)) lorsque X a pour loi R et pour tout i 2 {1, 2}, ε(i) a
pour loi Pi, où P = (P1, P2). Notons R1 la loi marginale de X1 et R2 la loi marginale de
X2. Pour tout ⇢ > 0 et tout d > 1, soit Md

⇢
l’ensemble des mesures µ sur Rd telles qu’il

existe A,B > 0 tels que pour tout λ 2 Rd,

Z
exp

(
λ>x

)
µ(dx) 6 A exp (Bkλk⇢) ,

où on note kλk la norme euclidienne du vecteur λ. Si R est une mesure de probabilité
sur Rd1 ⇥ Rd2 telle que R1 2 Md1

⇢
et R2 2 Md2

⇢
, alors l’extension ΦR sur Cd1 ⇥ Cd2 de la

2

518 sciencesconf.org:jds2020:321654

•



fonction caractéristique de R, définie par

ΦR : Cd1 ⇥ C
d2 −! C

(z1, z2) 7−!

Z
exp

(
iz>1 x1 + iz>2 x2

)
R(dx1, dx2) ,

est une fonction analytique.
H1 Pour tout z0 2 Cd1 , z 7! ΦR(z0, z) n’est pas la fonction nulle et pour tout z0 2 Cd2 ,

z 7! ΦR(z, z0) n’est pas la fonction nulle.

Théorème 1. Soient R et eR des mesures de probabilité sur Rd1 ⇥ Rd2 qui vérifient H1.
Supposons également qu’il existe ⇢ < 2 tel que R1 et eR1 sont dans Md1

⇢
et R2 et eR2 sont

dans Md2
⇢
. Alors PR,P = P eR, eP implique R = eR et P = eP à translation près.

Ce théorème ne fait absolument aucune hypothèse sur la loi du bruit. La condition
⇢ < 2 implique notamment que la queue de distribution X est plus légère qu’une queue
gaussienne. La condition ⌧ à translation près " est inévitable : il est toujours possible
d’ajouter une constante à X et de la retrancher à ε sans changer la loi des observations.

2.2 Consistance

Dans cette section, nous énonçons la consistance d’un estimateur des moindres carrés.
Nous accolons une étoile ? aux vrais paramètres du modèle.

Soit S un voisinage compact de 0 dans Rd1+d2 . Soient ΦP ?
1
et ΦP ?

2
les fonctions ca-

ractéristiques de "1 et "2. Pour toute mesure de probabilité R sur Rd1 ⇥ Rd2 , soit

M(R) =

Z

S

|ΦR?(t1, t2)ΦR(t1, 0)ΦR(0, t2)− ΦR(t1, t2)ΦR?(t1, 0)ΦR?(0, t2)|2

|ΦP ?
1
(t1)ΦP ?

2
(t2)|2dt1dt2 .

Cette quantité apparâıt dans la preuve du Théorème 1, qui assure que M(R) = 0 si et

seulement si R = R? (à translation près). Étant donné un estimateur bΦn de la fonction
caractéristique de (Y1, Y2), posons

Mn(R)=

Z

S

∣∣∣bΦn(t1, t2)ΦR(t1, 0)ΦR(0, t2)− ΦR(t1, t2)bΦn(t1, 0)bΦn(0, t2)
∣∣∣
2

dt1dt2 .

Soit R un ensemble de mesures de probabilité sur Rd1 ⇥ Rd2 telles qu’il existe ⇢ < 2 tel
que pour tout R 2 R, les distributions marginales de R sont dans M⇢ et R vérifie H1.

On prend comme estimateur bRn un élément de R qui vérifie

Mn( bRn) = inf
R∈R

Mn(R).
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Théorème 2. Supposons que R est compact pour la topologie de la convergence en loi,
que R? 2 R et que

sup
(t1,t2)∈S

|bΦn(t1, t2)− ΦR?(t1, t2)ΦP ?
1
(t1)ΦP ?

2
(t2)| = oPR?,P? (1) . (1)

Soit d une distance qui métrise la convergence en loi sur R. Alors d( bRn,R?) tend vers 0
en probabilité sous PR?,P ?, où R? est l’ensemble des R 2 R égaux à R? à translation près.

2.3 Simulations

Les simulations sont fondées sur le modèle suivant : Z0 ⇠ U(0, 2⇡) et pour tout k > 1,

Zk = Zk−1 + σx"k , Xk = cos (Zk) et Yk = Xk + σy⌘k ,

où (σx, σy) 2 R⇤
+⇥R⇤

+ et où ("k, ⌘k)k>1 sont des v.a. gaussiennes centrées réduites i.i.d. et
indépendantes de Z0. Nous avons utilisé (σx, σy) = (0.1, 0.1) et échantillonné n = 100 000
observations. Les estimateurs se fondent sur les couples ((Yk, Yk+1))16k6n.

La Figure 1 illustre qualitativement la convergence de l’estimateur ci-dessus et de
l’estimateur du maximum de vraisemblance de [Gassiat et al., 2020]. Plus de simulations
peuvent être trouvées dans [Gassiat et al., 2020, Sections 4 et C].

Notez que même si les variables aléatoires (Yk)k>1 = ((Yk, Yk+1))k>1 ne sont pas i.i.d.,

l’équation (1) est vérifiée en prenant bΦn(t) = 1
n

Pn
k=1 e

it>1 Yk+it>2 Yk+1 car (Xk)k>1 est une
châıne de Markov fortement ergodique. La moyenne empirique se comporte alors essen-
tiellement comme dans le cas i.i.d., pour lequel (1) est vérifiée dès que " admet un moment
d’ordre 2, voir par exemple la procédure suivie dans la Proposition 13 de [De Castro et al., 2016].
Le choix de R comme l’ensemble des lois à densité constante par morceaux sur un
découpage fixé ne permet par contre pas de satisfaire l’hypothèse R? 2 R. En pratique, il
faut ajuster la taille du découpage avec n pour retrouver la vraie densité.
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Figure 1 – Approximation par des fonctions constantes par morceaux de la densité de
(X(1), X(2)). En haut à gauche : estimateur oracle (lorsque les états X sont observés).
En haut à droite : estimateur de la Section 2.2. En bas : estimateur du maximum de
vraisemblance (voir [Gassiat et al., 2020]).
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Modèle de régression multi-tâche par processus
gaussiens avec moyenne informée

Arthur LEROY∗

Servane GEY†

Pierre LATOUCHE‡

Benjamin GUEDJ§

Résumé : La régression par processus gaussien est un outil classique de l’apprentissage supervisé qui présente
l’avantage de fournir un cadre probabiliste permettant une quantification de l’incertitude des prédictions.
L’apprentissage dans de tels modèles se concentre généralement sur l’estimation des hyper-paramètres du
noyau associé à la structure de covariance, et non sur la moyenne a priori du processus. Ainsi, la qualité
de prédiction peut se retrouver fortement affectée dès lors que l’on s’éloigne des points d’observation avec
une moyenne a priori non pertinente. Ce travail propose l’utilisation d’un modèle multi-tâche, dont les
données de plusieurs individus sont supposées partager une structure commune. Cette structure est modélisée
par un processus moyen, commun à tous les individus, permettant une prediction plus pertinente même
lorsque les observations d’un nouvel individu sont peu nombreuses ou mal reparties sur l’espace des entrées.
L’apprentissage des hyper-paramètres du modèle est effectué par un algorithme EM parallélisable. Une étape
de calcul de la loi a posteriori du processus moyen est ensuite effectuée pour intégrer l’information de tous les
individus des données d’apprentissage. Enfin, après marginalisation, l’étape de prédiction est analogue au cas
classique de la régression par processus gaussien. Les prédictions ainsi obtenues pour un nouvel individu sont
centrées sur des valeurs informées par les autres individus, avec prise en compte des deux sources d’incertitude
distinctes. Une étude de simulations illustre les bénéfices et les coûts calculatoires d’une telle approche.

Mots clefs. Processus Gaussiens, Apprentissage multi-tâche, Algorithme EM, . . .

Abstract. Gaussian process regression is a common tool of supervised learning that provides a convenient
probabilistic framework, leading to predictions associated to uncertainty quantification. The learning step
in such a model generaly focuses on hyper-parameters estimation of the kernel associated to the covariance
structure, rather than the prior mean of the process. Therefore, the quality of prediction might severely
decrease, with an unappropriate prior mean, as we move away from observation points. This work presents a
multi-task model, where data come from several individuals supposed to share some structure altogether. We
model this structure through a mean process, common to all individuals, leading to more reliable predictions
even though a new individual is observed on few or sparse input locations. An EM algorithm, that can be
parallelized, is used to learn the model hyper-parameters. An additional step integrates knowledge from all
individuals in the training dataset through the computation of the mean process posterior. Finally, after
marginalization, the prediction step is analogous to the classic gaussian process regression. Such predictions
for a new individual are centered on values informed by the other individuals, with uncertainty coming from
the two distinct sources. A simulation study illustrates the advantages and computational costs of such an
approach.

Keywords. Gaussian Processes, Multi-task learning, EM algorithm, . . .

Contexte

L’apprentissage par processus gaussiens (GP, pour ‘Gaussian Processes’ en anglais) a fait l’objet de nombreuses
études durant ces deux dernières décennies, dont l’ouvrage de référence sur le sujet est Rasmussen and
Williams (2006). Cette approche non-paramétrique permet d’estimer une fonction d’apprentissage dans
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un cadre probabiliste en posant une hypothèse a priori sur la forme de cette fonction. La simplicité de la
méthode, ainsi que la possibilité d’obtenir des intervalles de crédibilité pour les prédictions, ont participé à
son succès. Néanmoins, son coût calculatoire en O(N3) en complique l’utilisation pour des grands jeux de
données.

Une littérature très riche se concentre sur la problématique de donner de bonnes approximations lorsque le
nombre N d’observations d’un processus est trop grand pour permettre l’inférence exacte. Dans le cas de
l’étude de plusieurs tâches, ou individus, ayant chacun un nombre d’observations raisonnable, une littérature
existe au croisement entre l’apprentissage multi-tâche et les GPs.

Un des premiers papiers, Yu, Tresp, and Schwaighofer (2005), qui développe un modèle bayésien hiérarchique,
définit des paramètres de moyenne et de covariance communs entre les individus et estimés par un algorithme
EM. Ensuite, Bonilla, Chai, and Williams (2008) se concentrent sur le partage de la structure de covariance
entre les différents individus, alors que dans J. Q. Shi and Wang (2008), les auteurs proposent un premier
modèle dans lequel il existe une fonction moyenne commune, à estimer, pour chaque GP individuel. Cette
approche fait l’objet de plusieurs articles, ainsi que d’un package R associé, Jian Qing Shi and Cheng
(2014). Pour estimer cette fonction moyenne, les auteurs proposent d’utiliser une décomposition dans une
base de B-splines. Cela constitue donc une approche paramétrique déterministe, ignorant l’incertitude liée
à l’estimation de cette fonction moyenne. L’objectif de notre travail réside donc dans la définition d’une
extension de cette idée, en modélisation la moyenne a priori également par un GP, qui sera alors estimé à
l’aide de tous les individus. Cette approche présente l’avantage d’offrir un cadre non-paramétrique global
et une prise en compte de l’incertitude liée au processus moyen commun. Le coût calculatoire à payer en
contrepartie reste raisonnablement du même ordre tant que l’union des temps d’observations (les entrées sont
souvent assimilées au temps dans la littérature) de tous les individus ne grandit pas outre mesure.

A noter que l’article Yang et al. (2016) présente des idées du même ordre dans un cadre un peu différent, en
définissant un modèle hiérarchique et un algorithme MCMC associé. Le coût calculatoire de cette procédure
pouvant être rapidement trop important, nous tentons également dans notre approche d’utiliser les propriétés
agréables des GPs pour calculer exactement les log-vraisemblances utilisées dans l’apprentissage, qui est
effectué à l’aide d’un algorithme EM.

Quelques notations

• M le nombre d’individus,
• Ni le nombre d’observations pour l’individu i,

On dispose d’un échantillon {(yi, ti)}i=1,...,M , tel que:

• ti = (t1, . . . , tNi)T le vecteur des temps de l’individu i,
• yi = yi(ti) = (yi(t

1), . . . , yi(t
Ni))T le vecteur des observations de l’individu i,

• t =
t

i

ti l’union de tous les points de temps observés,

• N = card(t), le nombre total de points de temps distincts,
• Kθ0 un noyau d’hyper-paramètres ◊0,
• m0 une fonction réelle donnée comme moyenne a priori pour le processus moyen, noté µ0,
• (Σθi

)i un ensemble de noyaux de même forme et d’hyper-paramètres respectifs (◊i)i,
• ‡

2
i ∈ R , ∀i,

• Θ = {◊0, (◊i)i, (‡2
i )i} le vecteur des hyper-paramètres du modèle.

Modèle et hypothèses

On pose le modèle suivant:

∀i, ∀t, yi(t) = µ0(t) + fi(t) + ‘i(t),

• µ0(·) ∼ GP (m0(·), Kθ0(·, ·)),

2
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• fi(·) ∼ GP (0, Σθi
(·, ·)), (fi)i ⊥⊥,

• ‘i(t) ∼ N (0, ‡
2
i ), (‘i)i ⊥⊥, ∀t ∈ R,

• µ0 ⊥⊥ (fi)i.

On note Ψi(·, ·) = Σθi
(·, ·) + ‡

2
i Id, et on en déduit:

yi(·)|µ0 ∼ GP (µ0(·), Ψi(·, ·)), (yi|µ0)i ⊥⊥

Si on applique cela à notre échantillon, on a la loi a priori suivante:

yi(ti)|µ0(ti) ∼ N (µ0(ti), Ψi(ti, ti)),

avec
Ψi(tk, tl) = cov(yi(tk), yi(tl)), ∀tk, tl ∈ ti.

L’apprentissage

Dans un modèle de régression GP, il est généralement nécessaire d’apprendre un nombre limité d’hyper-
paramètres, qui caractérisent le noyau associé à la fonction de covariance. Dans notre cadre, puisque les
observations sont supposées être la somme de deux GPs indépendants, il faut également apprendre les
hyper-paramètres ◊0 du noyau Kθ0 du processus moyen. De plus, nous verrons dans l’étape de prédiction
que ce processus moyen est estimé grâce aux observations issues de nos échantillons d’apprentissage. Il
est donc aussi nécessaire d’apprendre les (◊i, ‡

2
i ), pour tout i = 1, . . . , M . Il est important de noter que

le processus moyen µ0 est par définition commun à tous les individus, et son estimation est dépendante
des hyper-paramètres Θ. Une procédure classique dans ce contexte est l’utilisation d’un algorithme EM,
qui procède en alternance au calcul de la loi de µ0 avec Θ fixé, puis à l’estimation des hyper-paramètres
par maximisation de log-vraisemblance (qui fait intervenir p(µ0)). Généralement, un tel algorithme itératif
converge vers des maxima locaux en peu d’itérations, et différents choix d’initialisations peuvent aider à
trouver un maximum global.

Etape E:

p(µ0(t)|(yi)i, Θ) ∝

Mr

i=1

N (µ0(t),Ψi)

˙ ˝¸ ˚

p((yi)i|µ0(t), (‡2
i )i, (◊θi

)i))

N (m0,Kθ0)

˙ ˝¸ ˚

p(µ0(t)|◊0)

= N (m̂0(t), K̂),

avec:

• K̂ =

3

(Kθ0
)−1 +

Mq

i=1

(Ψi)
−1

4−1

,

• m̂0(t) = K̂

3

K−1
θ0

m0 +
Mq

i=1

(Ψi)
−1yi

4

.

NB: les matrices (Ψi)i et vecteurs yi sont en fait ici complétés avec des 0 pour être de dimension N, tout

comme µ0(t). Il s’agit de détails techniques que nous omettons par soucis de concision.

Etape M:

Θ̂ = arg max
Θ

Eµ0
[log p(µ0(t), (yi)i, Θ)]
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Il est intéressant de noter que cette maximisation, relativement compliquée à première vue, peut se découper
assez simplement en M + 1 maximisations par indépendance des individus entre eux. Ce qui a pour avantage
de devoir optimiser à chaque fois une fonction avec un faible nombre de paramètres, et de pouvoir effectuer
les calculs indépendamment en parrallèle les uns des autres.

La prédiction

L’objectif réside dans la prédiction de la quantité p(y∗(t)|y∗(t∗), (yi)i), définissant la loi d’un nouvel individu
d’indice ∗ en un temps non observé t, en connaissant les observations de ce nouvel individu et les observations
de tous les autres individus.

Calcul de la loi a posteriori de µ0

Une fois les hyper-paramètres du modèle appris, il est nécessaire d’effectuer le calcul de la loi à posteriori
du processus moyen µ0, pour les temps auxquels on souhaite obtenir une prédiction. Il s’agit d’une étape
spécifique à notre procédure, qui n’existe pas dans une régression GP classique, et qui permet d’obtenir une
moyenne informée pour notre prédiction finale.

Par concision, on note t+ = (t, t∗) le vecteur de tous les temps observés, auquel on ajoute le temps à prédire.

p(y∗(t), y∗(t∗)|(yi)i) =

⁄

p(y∗(t), y∗(t∗), µ0(t+)|(yi)i) dµ0(t+)

=

⁄

p(y∗(t), y∗(t∗)|(yi)i, µ0(t+)) p(µ0(t+)|(yi)i) dµ0(t+)

=
¸˚˙˝

(y
i
)i|µ0⊥⊥

⁄

p(y∗(t), y∗(t∗)|µ0(t+)) p(µ0(t+)|(yi)i) dµ0(t+).

Or, par définition du modèle, on a:

p(y∗(t), y∗(t∗)|µ0(t+)) = N

35
µ0(t)
µ0(t∗)

6

,

3
Ψ∗(t, t) Ψ∗(t, t∗)
Ψ∗(t∗, t) Ψ∗(t∗, t∗)

44

.

De plus, pendant l’étape E de l’entrainement, on a vu que:

p(µ0(t+)|(yi)i) = N (m̂0(t+), K̂(t+, t+)) = N

35
m̂0(t)
m̂0(t∗)

6

,

3
K̂(t, t) K̂(t, t∗)

K̂(t∗, t) K̂(t∗, t∗)

44

.

Avec m̂0 et K̂ définis comme dans l’étape E, on a finalement:

p(y∗(t), y∗(t∗)|(yi)i) = N (m̂0(t+), Γ∗(t+, t+)) = N

35
m̂0(t)
m̂0(t∗)

6

,

3
Γ∗(t, t) Γ∗(t, t∗)
Γ∗(t∗, t) Γ∗(t∗, t∗)

44

,

avec Γ∗ = Ψ∗ + K̂.

La prédiction

En utilisant la formule habituelle de prédiction GP, on obtient la loi a posteriori suivante:

p(y∗(t)|y∗(t∗), (yi)i) = N (m∗, v∗) ,

avec :
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• m∗ = m̂0(t) + Γ∗(t, t∗)Γ∗(t∗, t∗)−1(y∗(t∗) − m̂0(t∗)),
• v∗ = Γ∗(t, t) − Γ∗(t, t∗)Γ∗(t∗, t∗)−1Γ∗(t∗, t).

Visualisation graphique

Une étude de simulation a été effectuée pour comparer une approche classique de modélisation par un unique
GP avec la procédure décrite précédemment. Des données ont été simulées pour 11 individus, en tirant pour
10 temps d’observation et des hyper-paramètres spécifiques à chacun, des observations issues de GPs de même
fonction moyenne (constante égale à 45) et de même forme de fonction de covariance (noyau exponentiel).

Le processus moyen µ0 de notre procédure a été estimé à l’aide des 10 premiers individus et la prédiction
s’effectue sur le 11ème individu, pour lequel on observe seulement 4 temps tirés aléatoirement. Dans les
deux cas, la moyenne a priori (m0) a été fixée à 0, afin de simuler l’absence d’information préalable. Sur
les graphiques ci-dessous, on peut comparer les résultats de cette prediction sur une grille de 200 points de
temps, pour chacune des deux approches.

Pour des raisons de concision, nous omettons ici les résultats plus détaillés concernant l’évaluation des erreurs,
la comparaison avec d’autres algorithmes, les temps de calculs et la performance sur des cas pathologiques.
Ces détails seront évoqués lors de la présentation orale.

La figure ci-dessus montre le résultat de la prédiction avec un modèle GP classique, qui a été entrainé
seulement 4 observations représentées ici par les croix rouges de la figure de droite. Sur la figure de gauche,
les croix rouges représentent la totalité des observations simulées. On voit que la prédiction reste fiable
lorsque l’on reste proche des données observées, mais plongent rapidement vers la valeur a priori 0 dès que
l’on s’en éloigne.
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Les figures ci-dessus montrent le résultat de la prédiction avec le modèle décrit précédemment, qui a été
entrainé sur la totalité des observations des 10 premiers individus, et sur les 4 mêmes observations du 11ème
individu. La figure de gauche illustre cette prédiction dans le même contexte que pour un seul GP, mais
qui cette fois reste bien meilleur, même lorsque l’on s’éloigne des points d’observation. Ceci s’explique à
l’aide du graphique de droite, qui montre la totalité des observations utilisées (en couleur), et la valeur du
processus moyen (points noirs) pour tous les temps de la grille de prédiction. En effet, lorsque l’on s’éloigne
des temps observation, la prédiction se rapproche de la moyenne a priori, qui est cette fois informée par les
autres individus.

Travaux en cours

Dans le cas où les courbes observées sont supposées issues de GPs avec des processus moyens différents, il
est également possible de poser un modèle qui intègre une partie clustering au sein de la méthode décrite
précédemment. Dans ce contexte, on suppose qu’il existe un nombre k de clusters dont chacun est caracterisé
par un processus moyen µk spécifique. Il est alors possible d’écrire une procédure d’apprentissage qui ne sera
plus un EM classique, mais un EM variationnel (une approche déjà utilisée dans le contexte GP dans Titsias
(2009)) compte tenu des relations de dépendance entre les variables latentes. La prédiction quant à elle se fait
de manière relativement naturelle par la suite. Ce travail est actuellement en cours d’implémentation.
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Abstract. We consider the case where data consists of i.i.d. point sets, that are
thought of as discrete measures. Our motivations are twofold. First we intend to approx-
imate the mean of the measure-generating process (the mean measure, corresponding to
the intensity function in a point process framework) with a finite measure supported by k
points. To this aim we introduce two quantization algorithms and assess their optimality
with respect to the expected distortion.

Second, we build a vectorization of the discrete measures data based on the previously
obtained approximation of the mean measure. In a nutshell, the measures are mapped in
a k-dimensional Euclidean space, and we prove that this mapping preserves the clusters
structure, if any. An application of this scheme is given for clustering measure data that
are generated by a mixture of persistence diagrams from different shapes. We show that
our vectorization technique allows classical Euclidean clustering algorithms to recover the
true clusters, with high probability. Further numerical insights are given by Royer (2019),
for the closely related ATOL algorithm. This illustrates the relevance of our approach,
especially in the case where data consists of a great number of discrete measure, each
with many points.

Résumé. Nous nous intéressons au cas où les observations sont sous la forme d’ensembles
de points, ou plus généralement de mesures discrètes et poursuivons deux objectifs.
Premièrement nous voulons construire une approximation à support réduit de la mesure
moyenne du processus générant ces mesures (correspondant à l’intensité dans un cadre de
processus ponctuels). Pour cela nous introduisons deux algorithmes de type quantification
et prouvons qu’ils fournissent des résultats optimaux au sens de la distorsion moyenne.

Dans un second temps, à partir de l’approximation de la mesure moyenne obtenue
en première partie, nous construisons une vectorisation de nos mesures, c’est-à-dire une
fonction qui représente chaque mesure par un point dans un espace Euclidien de dimension
k, et prouvons que cette vectorisation préserve les clusters de mesures, si tant est qu’il y en
ait. Dans le cas où les mesures sont des diagrammes de persistance générés par des formes
de natures différentes, nous montrons qu’avec grande probabilité un clustering basé sur
la vectorisation des diagrammes de persistance permet une classification non-supervisée
quasi-exacte. Ce type de procédure est à la base de l’algorithme ATOL, Royer (2019),
dont les performances numériques mettrons en lumière la pertinence d’une telle approche,
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notamment dans le cas où l’on observe beaucoup de mesures discrètes comportant chacune
beaucoup de points.

Mots-clés. Clustering, Analyse Topologique de Données

1 Quantification de la mesure moyenne

On suppose que l’on observe X1, . . . , Xn, n mesures discrètes i.i.d. de support inclus
dans la boule Euclidienne de rayon R, B(0, R), et on notera X une variable aléatoire de
même loi que X1. On peut penser par exemple au cas où on observe n diagrammes de
persistance, ou encore la réalisation de n processus spatiaux. Notre premier objectif est
d’approcher la mesure moyenne, E(X), définie, pour un borélien A, par

E(X)(A) = E(X(A)).

Si possible, nous voulons approcher E(X) par une mesure discrète de support réduit,
c’est-à-dire par une mesure de la forme Pc =

Pk
j=1 µjδcj , où c = (c1, . . . , ck) est appelé un

dictionnaire, formé de k mots cj. La qualité d’une telle représentation est mesurée par la
distance de Wasserstein (au carré) entre E(X) et Pc, appelée aussi distorsion de c:

R(c) = W 2
2 (E(X), Pc) = E(X)(du)• min

j=1,...,k
ku− cjk

2 =
kX

j=1

E(X)(du)•ku− cjk
2

Wj(c)(u),

où l’intégrale de f par rapport à la mesure Y est notée par Y (du)•f(u), et (W1(c), . . . ,Wk(c))
est une partition de Voronoi associée à c (avec attribution des frontières arbitraire).
N’ayant accès qu’à X1, . . . , Xn, nous proposons deux algorithmes essayant de minimiser
W 2

2 (X̄n, Pc), où X̄n = 1
n

Pn
i=1 Xi. Le premier est une généralisation de l’algorithme de

Lloyd (1982).

Algorithme batch

Input : X1, . . . , Xn, et k.

Initialisation : Choix de c
(0)
1 , . . . , c

(0)
k au hasard dans le support de X̄n.

Actualisation : Tant que c(t+1) 6= c(t):

– Pour j = 1, . . . , k,

c
(t+1)
j =

1

X̄n(Wj(c(t)))
X̄n(du) •

h
u Wj(c(t))(u)

i

,

Sortie : c(T ), dictionnaire de la dernière itération.
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Cet algorithme utilise toutes les mesures de l’échantillon à chaque passe, et peut donc
s’avérer coûteux si le nombre de mesures est grand. Dans ce dernier cas on peut donner
un équivalent mini-batch de l’Algorithme MacQueen (1967).

Algorithme mini-batch

Input : X1, . . . , Xn divisés en mini-batches (B1, . . . , BT ) de tailles (n1, . . . , nT ), k.

Initialisation : Choix de c
(0)
1 , . . . , c

(0)
k au hasard dans le support de X̄n.

Actualisation : Pour t = 0, . . . , T − 1:

– Pour j = 1, . . . , k,

c
(t+1)
j = c

(t)
j −

1

(t+ 1)X̄Bt+1(Wj(c(t)))
X̄Bt+1(du) •

h
(c

(t)
j − u) Wj(c(t))(u)

i

,

Sortie : c(T ), dictionnaire de la dernière itération.

Cet algorithme n’utilise chaque mesure de l’échantillon qu’une seule fois, et peut donc
s’avérer beaucoup plus rapide que l’algorithme batch. Ces deux algorithmes fournissent
des mesures à k points optimales, dès lors que la mesure moyenne E(X) satisfait une
condition de marge au sens de Levrard (2015).

Théorème 1 Si E(X) satisfait une condition de marge de rayon r0 (au sens de Lev-
rard (2015)), alors il existe une constante R0 (dépendante de r0) telle que, dès lors que
l’initialisation c(0) est R0-proche d’un dictionnaire optimal,

E

⇣

R(c
(T )
Batch)−R⇤

⌘


C

n
,

et T  log(n). De plus, on a aussi, pour l’algorithme mini-batch

E

⇣

R(c
(T )
Minibatch)−R⇤

⌘


C log(n)

n
,

si les tailles de mini-batchs sont de l’ordre de c log(n).

Ce résultat est à comparer avec la vitesse optimale 1/n obtenue dans Levrard (2018) en
quantification d’une distribution de probabilité sous conditions de marge. Il atteste donc
de l’optimalité des algorithmes proposés (à un facteur log(n) près pour la version mini-
batch), et dans le cas batch donne aussi une borne sur le nombre d’itérations nécessaire
à l’obtention d’un dictionnaire optimal. A noter que ce résultat est aussi valable pour les
algorithmes utilisés en quantification ”classique” d’une mesure de probabilité (dans le cas
où on observe un n-échantillon de points et non plus de mesure).
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2 Clustering de mesures

2.1 Vectorisation basée sur la mesure moyenne

Comme annoncé, notre objectif secondaire est de trouver une représentation des mesures
de départ X1, . . . , Xn via des points dans un espace Euclidien qui conserve une éventuelle
structure en clusters. Le schéma de vectorisation adopté est le suivant: pour un noyau Ψ,
un facteur d’échelle σ > 0 et un dictionnaire c, la vectorisation d’une mesure finie X est
donnée par

vc,σ(X) = (X(du) •  (ku− c1k/σ), . . . , X(du) •  (ku− ckk/σ)) ,

l’idée étant de représenter une mesure X par la masse qu’elle donne à l’échelle σ autour
de chacun des centres c1, . . . , ck. Deux noyaux présentent un intérêt particulier,  0 : x 7!

(1− ((x− 1)_ 0))_ 0, qui présente le plus d’avantages théoriques, et  AT : x 7! exp(−x),
utilisé par l’algorithme ATOL Royer (2019) dans un contexte d’analyse topologique de
données. Bien sûr, le choix du dictionnaire de vectorisation peut s’effectuer en quan-
tifiant la mesure moyenne, comme expliqué dans la partie précédente. Bien que l’on
puisse donner des garanties générales sur la vectorisation qui en résulte, nous préférons
plutôt exposer une application de ces résultats dans un contexte d’analyse topologique de
données/classification de formes.

2.2 Application au clustering de formes

Un cas précis où les données peuvent se présenter sous la forme de mesures discrètes est
celui des diagrammes de persistance. Chaque mesure Xi est générée comme suit: on tire
un label Zi 2 [[1, L]], correspondant à une forme sous-jacente S(Zi). Sachant que Zi = `,
on tire N` points sur la forme S(`) et construit le diagramme de persistance Xi associé à la
distance à ces N` points, comme décrit dans Cohen-Steiner (2007). Si le nombre de points
N` est suffisamment grand, Xi sera proche du diagramme de persistance de la forme `,
D(`), vu comme une mesure discrète sur R2.

Les formes S(1), . . . , S(L) sont discriminables à partir de leurs diagrammes de persis-
tance si et seulement si, pour tout 1  `1 < `2  L il existe m`1,`2 2 R2 tel que

D(`1)({m`1,`2}) 6= D(`2)({m`1,`2}).

Dans une telle situation, si k est assez grand, on peut montrer que le dictionnaire obtenu
dans la première partie mène à une vectorisation permettant un clustering quasi-parfait
des mesures données.

Théorème 2 Si les formes S(1), . . . , S(L) sont discriminables à partir de leurs diagrammes
de persistance, alors, pour k assez grand, si E(X) satisfait une condition de marge au sens
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de Levrard (2015), on a, avec grosse probabilité,

Zi1 = Zi2 ) kvi1 − vi2k1  1
4
,

Zi1 6= Zi2 ) kvi1 − vi2k1 ≥ 1
2
,

où les vi sont les vectorisations obtenues avec les noyaux Ψ0 ou ΨAT , avec un facteur
d’échelle compris dans une certaine bande [σ0, 2σ0].

Ce résultat montre qu’un algorithme standard de clustering, type Single Linkage, ap-
pliqué à la vectorisation des diagrammes de persistance permet un clustering exact sur
l’évènement de probabilité en question. Cette garantie théorique de performance raisonnable
en clustering sera illustrée par plusieurs exemples numériques, où la vectorisation donnée
par ATOL donnera des résultats satisfaisants, comparé à des techniques de vectorisation
plus élaborées et donc plus coûteuses.
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Résumé. Les traits de panicule sont parmi les caractéristiques les plus représentatives
de la diversité du riz ; leur architecture est pertinente pour la classification biologique des
plantes ainsi que pour l’amélioration du riz cultivé. Sur la base des modèles linéaires
généralisés conditionnels partitionnés (PCGLMs) proposés récemment par Peyhardi et al.
(2016), nous visons à expliquer la classification taxonomique du riz à partir d’un ensemble
de caractéristiques phénotypiques. Nous avons considéré deux arbres de partition dont
les nœuds regroupent différentes catégories taxonomiques. Ce travail illustre comment
les PCGLMs permettent d’extraire des informations plus fines que les modèles classiques,
comme le modèle logit mutinomial.

Mots-clés. Variable catégorielle structurée hiérarchiquement, PCGLM, fonction de
lien, traits de panicule de riz, diversité du riz.

Abstract. Panicle traits are among the most representative features of rice diversity;
their architecture is relevant for the biological classification of plants as well as for the
improvement of cultivated rice. Based on the partitioned conditional generalized linear
models (PCGLMs) recently proposed by Peyhardi et al. (2016), we aim to explain the
taxonomic classification of rice given a collection of phenotypic features. We considered
two partition trees whose nodes group different taxonomic categories. This work illustrates
how the PCGLMs allow us to extract finer information than the conventional models such
as the mutinomial logit model.

Keywords. Hierarchically-structured categorical variable, PCGLM, link function,
rice panicle traits rice diversity.
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1 Contexte et données

La génétique quantitative repose sur des modèles à effets aléatoires dont la vue fonc-
tionnelle est phénotype = f(génotype) (Gianola, 2007). Dans ce cadre, il n’y a pas de
restriction sur la modélisation du génotype et des structures complexes d’apparentement
peuvent être modélisées. Par contre, la modélisation des traits phénotypiques (variables
réponses du modèle de régression) est très fortement contrainte et le plus souvent, un
unique trait ou un vecteur de traits quantitatifs est pris en compte. Nous développons
ici une nouvelle approche de modélisation statistique pour l’analyse de la diversité des
plantes qui inverse la vue fonctionnelle du modèle de régression qui sera donc

génotype = f(phénotype).

L’idée est de pouvoir incorporer sans contrainte des traits phénotypiques hétérogènes (vari-
ables qualitatives, quantitatives, ordinales et de comptage) tout en ayant de larges pos-
sibilités pour modéliser des familles de génotypes sous forme de hiérarchies de catégories
(par exemple, des espèces se subdivisant en groupes de variétés, elles-mêmes ayant différentes
origines géographiques).

La base de données phénotypiques de riz compte 752 plantes. Chaque plante est clas-
sifiée selon son origine géographique, espèce, sous-espèce et sous population. Pour chaque
continent (asie, afrique) une espèce cultivée et une espèce sauvage sont considérées : sativa
(asie-cultivée), rufipogon (asie-sauvage), glaberrina (afrique-cultivée) et barthii (afrique-
sauvage). Cette base de données comprend comme variables explicatives : longueur du
rachis, longueur total, nombre de grains, nombre maximum d’ordre de ramifications, nom-
bre de nœuds et nombre de nœuds dans le rachis.

2 Le modèle

Notre nouvelle approche repose sur les modèles linéaires généralisés hiérarchiques récemment
introduits par Peyhardi et al. (2016). Les PCGLMs (Partitioned Conditional Generalized
Linear Models) sont des modèles de régression pour réponses catégorielles. Ils sont fondés
sur :

• Un arbre de partition qui spécifie la structure hiérarchique des catégories de la
réponse.

• Un modèle sur chaque nœud non terminal reliant l’espérance de la réponse et les
covariables à travers l’équation :

r(π) = F (Zβ) (1)

avec π = (π1, ..., πJ) : les probabilités de chaque catégorie. D’après Peyhardi et al.
(2015), ce modèle est caractérisé par un triplet (r, F, Z) où :
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– r est un rapport des probabilités parmi les 4 suivants,

Référence Cumulatif Séquentiel Adjacent

rj(π)
πj

πj + πJ

π1 + ...+ πj
πj

πj + ...+ πJ

πj

πj + πj+1

– F est une fonction de répartition, par exemple, logistique, normale, Gumbel
ou Student.

– Z est une matrice de design, par exemple, complet (sans contrainte) :

Zc =

0
B@

1 xt

. . . . . .

1 xt

1
CA

et proportionnel (pente commune) :

Zp =

0
B@

1 xt

. . .
...

1 xt

1
CA

À titre d’exemple, le modèle classique logit multinomial, décrit par les équations :

P (Y = j) =
exp(↵j + xT δj)

1 +
PJ−1

k=1 exp(↵k + xT δk)
, j = 1, . . . , J − 1, (2)

est caractérisé par le triplet (référence, logistique, complet). En utilisant la généricité
de la spécification (r, F, Z) des GLM pour les réponses catégorielles, il est possible à
chaque nœud de spécifier différentes fonctions de lien et d’utiliser différentes variables
explicatives. En partant de l’hypothèse que les paramètres sont différents d’un nœud à
l’autre, le modèle est facilement estimable puisque la log-vraisemblance du PCGLM est
alors égale à la somme des log-vraisemblances de chaque nœud. Ceci donne une flexibilité
que l’on ne retrouve pas dans d’autres modèles.

Cependant, cette flexibilité a un coût puisque le nombre de modelés à visiter est très
vaste. Nous avons adopté l’heuristique suivant : spécifier l’arbre de partitionnement, puis
à chaque nœud séparément choisir d’abord r puis F et enfin sélectionner les variables
explicatives.

3 Application

Deux arbres ont été étudiés pour la classification taxonomique d’Oryza . Dans le premier
arbre (cf. Fig. 1), les données sont d’abord divisées selon le caractère de domestication
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(sauvage ou domestique) et ensuite selon l’origine géographique (afrique ou asie). Tan-
dis que dans le deuxième arbre (non montré ici), les divisions sont faites dans l’ordre
inverse. L’objectif pour chaque nœud est de trouver le meilleur modèle (r, F, Z) tout en

Figure 1: PCGLM pour les données sur la diversité du riz dans lequel les sous-espèces sont

Ob : Obar ; Og : Ogla ; Ja : Japonica ; In : Indica ; Ad : Admix (mélange d’Aromatique avec

Te) et les variétés Tr : Tropical Japonica et Te : Tempéré Japonica. Les nœuds grises sont la

catégorie de référence utilisée pour l’estimation du modèle.

sélectionnant les variables phénotypiques pertinentes. Lorsqu’un nœud possède plus de
deux enfants, le choix du rapport revêt un caractère important pour traduire notamment
une notion d’ordre entre les catégories. Pour le cas particulier des trois sous-espèces de
Sativa, Huang et al. (2012) ont présenté un scénario démographique dans lequel Japon-
ica a d’abord été domestiquée à partir de l’espèce sauvage Or-IIIa, tandis que Indica a
ensuite été développée à partir de Or-I avec l’adoption de nombreux allèles de domestica-
tion de Japonica. Dans le cas du groupe Aromatique, on considère qu’il a été domestiqué
peu après que Japonica et Indica aient déjà existé. Pour prendre en compte cet ordre
chronologique, le rapport séquentiel a été proposé pour ce nœud.

Lorsque l’on compare les deux arbres à l’aide du critère BIC, l’arbre de la figure 1
(BIC = 1757.83) est préféré au deuxième avec l’ordre inverse (BIC = 1772.9). Bien que
l’écart ne soit pas si marqué, ces résultats sont concordants avec les études publiées qui
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montrent que les différences entre les traits phénotypiques sont plus prononcés entre les
groupes sauvage/cultivé qu’entre les groupes asie/afrique. Cependant, des méthodologies
telles que des analyses génomiques des populations et les techniques de séquençage des
données, démontrent une forte différenciation génétique entre le riz asiatique et africain.

Le nombre de nœuds dans la panicule est l’une des variables les plus discrimantes dans
chaque partition de l’arbre. Elle est fortement corrélée à la quantité de grains, c’est-à-dire
à la productivité, comme le montre le modèle d’interactions simples (non présenté ici)
dans lequel cette variable s’avère être la plus importante pour différencier les types de
riz cultivé et sauvage. Au sein des espèces cultivées, les panicules d’origine africaine ont
généralement des rachis plus longs, alors que dans ceux d’origine asiatique, on observe une
plus grande quantité de grains. Cette corrélation inverse entre les traits de longueur et de
comptage a été bien documentée pour le riz (Crowell et al., 2016). Plus particulièrement
pour l’espèce Sativa, les modèles avec les six permutations des trois sous-populations ont
été estimés. Nous avons constaté que l’ordre : 1. Japonica, 2. Indica et 3. Admix,
était le plus approprié, en utilisant le modèle (séquentiel, cauchit, complet). Le modèle
avec F : Cauchy a montré le meilleur ajustement en comparaison à des autres fonctions
de répartition telles que normale, logistique et log-log complémentaire. La distribution
de Cauchy a des queues plus lourdes, permettant ainsi des valeurs plus extrêmes que les
autres distributions et donc un ajustement alternatif intéressant à considérer.

4 Conclusions et perspectives

Nous avons identifié les effets des traits phénotypiques pour la description et la différenciation
des catégories taxonomiques. Étant donné le faible écart entre les BIC de chaque arbre,
il n’est pas certain qu’une des partitions considérées soit meilleure que l’autre. Il est con-
staté qu’une des principales difficultés d’analyser la diversité végétale est que, même si les
caractères phénotypiques sont généralement spécifiques à chaque catégorie taxonomique,
ils varient également dans différentes conditions environnementales. Cette limitation est
évidente dans d’autres études qui ne parviennent à décrire que des différences relative-
ment subtiles pour chacun des niveaux taxonomiques. Dans la plupart des applications,
l’arbre de partition n’est pas connu a priori et l’objectif serait de construire une méthode
statistique pour la recherche de cet arbre. Il est évident que l’ensemble des partitions à
tester est très large, compte tenu de toutes les combinatoires possibles pour l’ensemble des
données. Pour atténuer le problème de la surcharge de calcul, une méthode heuristique
doit être proposée pour traverser cet espace de manière optimale sans qu’il soit nécessaire
d’estimer tous les modèles.
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Abstract.
Results from genome-wide association studies (GWAS) suggest that complex diseases

are often affected by many variants with small effects, known as polygenicity. Bayesian
methods provide attractive tools for identifying signal in data where the effects are small
but clustered. For example, by incorporating biological pathway membership in the prior
they are able to integrate the ideas of gene set enrichment to identify groups of biologically
significant genetic variants. Accumulating evidence suggests that genetic variants may
affect multiple different complex diseases, a phenomenon known as pleiotropy.

In this work we propose frequentist and Bayesian statistical methods to leverage
pleiotropic effects and incorporate prior pathway knowledge to increase statistical power
and identify important risk variants. We offer novel feature selection methods for the
group variable selection in multi-task regression problem. We develop methods using
both penalised likelihood methods and Bayesian spike and slab priors to induce structured
sparsity at a pathway, gene or SNP level. We implement Gibbs sampling algorithms for
the Bayesian analysis and an alternating direction method of multipliers (ADMM) algo-
rithm for the penalised regression methods. The performance of the proposed approaches
are compared to state-of-the-art variable selection strategies on simulated data sets.

The developed statistical approaches is applied for enriching our insights about the
genetic mechanisms of thyroid and breast cancer types. The analysed data come from
case-control studies including 6631 SNPs from 625 genes from 10 non-overlapping gene
pathways. The thyroid cancer data set includes 482 cases and 463 controls. The breast
cancer data set includes 1172 cases and 1125 controls.

Keywords. ADMM; Lasso Penalty, Sparsity; Spike and Slab
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1 Introduction

Due to the arising of high dimension data, a large number of analyses have been per-
formed in genetic epidemiology. While most of the current results deal with genetics
markers associated to a single phenotype, more complex mechanisms still need further
studies. Especially pleiotropy defines cases where a single genetic marker have an influ-
ence on several disease. In theses studies, genomic data come often from different data
set, one per disease. A very particular structure in the data can then be found. From
one side, similarly to genetic analysis in general, groups of variables can be given as
an a priori information such as genes or pathways. From the other side, the different
data sets gives observation sets as an a priori information. Methods dealing with those
two type of information should be used. Given the complexity of the structure, most
of existing approaches are based on the construction of a test giving p-values based on
a null hypothesis rather than building a model that can be interpreted. In this article,
an extension of the Partial Least Square is proposed using a particular Lasso penalization.

Recent advances in genetic sequencing techniques have permitted the acquisition of
a large number of data which lead to new results in genetic epidemiology. For instance,
genome-wide association studies (GWAS) have identified numerous genetic markers linked
to multiple phenotypes, suggesting the existence of pleiotropy that occurs when a single
variant or gene can influence several phenotype traits (Solovieff et al. 2013). Highlight-
ing pleiotropy provides opportunities for understanding the shared genetic underpinnings
among associated diseases. As the genetic effects for most complex traits are small, sev-
eral methods were proposed to combine results across studies of different phenotypes in
order to improve the power of detecting cross-phenotype or pleiotropic associations.

We propose to focus on the case where several GWAS on different traits are avail-
able from different independent sources. One way to analyze pleiotropy is to analyze
each trait separately in each independent datasets. In order to gain statistical power to
detect pleiotropy, we propose models that can combine the different traits into a meta-
analysis taking into account that effect in opposite directions may exist across the different
traits. In this work we develop frequentist and Bayesian statistical methods to leverage
pleiotropic effects and incorporate prior pathway knowledge to increase statistical power
and identify important risk variants. We focus on a gene-based approach that combines
the association signals from the single nucleotide polymorphisms (SNP) into a signal at
the gene level or at the pathway-level.
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2 Modelling sparse and grouped associations in many

independent datasets

Suppose we have data from K independent datasets, D = D1 [ D2 [ · · · [ DK , where
Dk = ({y1k, x1k}, . . . , {ynkk, xnkk}) and dataset contain n1, . . . , nK samples respectively.
The response variable yik 2 {0, 1} is the binary phenotype of the ith individual of the kth
study and xik 2 Rp is the vector with corresponding p variables of the ith individual of
the kth study. These data are assumed to come from a logistic regression model

yik ⇠ Bernoulli(g−1(⌫ik))

with ⌫ik = xT
ikβ·k

for k = 1, . . . , K, when g(·) is the logit function and β·k 2 Rp denotes the regression
coefficients for the kth study. To simplify further notation, let βj· 2 RK , j = 1, . . . , p
denote the vector of the K regression coefficients corresponding to the jth SNP over the
K datasets. We let βjk denote the regression coefficient for the jth SNP of the kth study.

We assume that the set of SNPs can be partitioned into G groups (gene or pathway
level). We define ⇡g, g = 1, . . . , G to denote the set of SNPs contained in the gth group
and pg = card(⇡g). Finally, we denote the matrix of all regression coefficients as B =
(β·1, . . . , β·K).

2.1 Frequentist approach

The negative log likelihood for the combined datasets his

− log(p(D|B)) =
KX

k=1

nkX

i=1

(yix
T
ikβ·k − log(1 + ex

T
ikβ·k).

Using this form of the likelihood, we propose the penalised likelihood estimate

B̂ = argmin
B∈Rp×K

{

− log(p(D|B)) + λ1kBkG2,1 + λ2kBkl2,1
 

(1)

where kBkG2,1 =
GX

g=1

p
ng

v

u

u

t

X

i∈πg

K
X

k=1

β2
ik

and kBkl2,1 =
p
X

i=1

kβi·k2 =
p
X

i=1

v

u

u

t

K
X

k=1

β2
ik

where λ1 and λ2 are regularisation parameters weighting a G2,1-norm penalty kBkG2,1

and l2,1-norm penalty kBkl2,1 respectively. The G2,1-norm (Wang et al., 2012) fixes the
group structure across studies and encourage sparsity at group level. As important groups

3

541 sciencesconf.org:jds2020:318659

@



may contain irrelevant SNPs we desire a method which is able to select variables within
a group. This is handled by the l2,1-norm which allows for more structured sparsity.
We propose to fit this model (1) using the alternating direction method of multipliers
(ADMM) algorithm (Boyd et al., 2011).

2.2 Bayesian approach

2.2.1 Bayesian group selection

We begin by introducing our model for the analysis by accounting for grouping structure
across the studies. Let the vector of binary variables γ = (γ1, . . . , γG)

T indicate the
association status for SNPs where γg = 1 indicates that all pg SNPs in group g are
associated to all K traits for g = 1, . . . , G. We propose the following spike and slab prior
for the gth SNP Bg 2 Rpg⇥K ,

Bg ⇠ (1− γg)MN pg ,K(0pg ,K ,Σ, τ
2
g Ipg) + γgδ0(Bg)

Σ ⇠ IW (d+K − 1, Q),

τ 2g ⇠ Gamma

✓
pg + 1

2
,
λ2
g

2

◆
,

γg ⇠ Bernoulli(↵0)

↵0 ⇠ Beta(a, b)

for g = 1, . . . , G, where δ0(Bg) denotes a point mass at 0 2 Rpg⇥K . This prior corresponds
to the multivariate group LASSO with spike and slab prior proposed in Liquet et al. (2017)
where each group contains the coefficients for the SNPs corresponding to group g across
all K studies.

2.2.2 Bayesian within-group selection

To enforce both group and within-group sparsity we introduce parameter to address the
sparsity at two levels. To model the within group sparsity, define the parameters τ

(g)
i

where τ
(g)
i ≥ 0 for i = 1, . . . , pg and g = 1, . . . , G and define D⌧g = diag(τ

(g)
1 , . . . , τ

(g)
pg ).

To model the group sparsity define the matrices B̃g 2 Rpg⇥K for g = 1, . . . , G. We
reparameterise the regression coefficients as

Bg = D⌧gB̃g.
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Define the within-group sparse prior as

B̃g ⇠ (1− ↵0)MN pg ,K(0pg ,K ,Σ⌦ Ipg) + ↵0δ0(Bg)

τ
(g)
i ⇠ (1− ↵1)N+

(

0, s2
)

+ ↵1δ0(τ
(g)
i ),

Σ ⇠ IW (d,Q),

↵0 ⇠ Beta(a1, a2)

↵1 ⇠ Beta(c1, c2)

s2 ⇠ InvGamma(1, t)

for g = 1, . . . , G where N+(0, s2) denotes a normal N(0, s2) distribution truncated below
at 0.
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Résumé. Un patient atteint d’une maladie rare en France doit en moyenne attendre deux ans avant d’être
diagnostiqué. Cette errance médicale est fortement préjudiciable tant pour le système de santé que pour les
patients dont la pathologie peut s’aggraver. Il existe pourtant un réseau performant de centres de référence
maladies rares (CRMR), mais les patients ne sont orientés que trop tardivement vers ces structures. Nous
considérons une modélisation probabiliste du parcours patient afin de créer un simulateur permettant d’entraîner
un système d’alerte détectant les patients en errance et les orientant vers un CRMR tout en considérant les
potentiels surcoûts associés à ces décisions. Les premiers résultats obtenus sur données simulées apparaissent
prometteurs. Un important travail de mise en relation des données expertes disponibles avec les données de
parcours patients reste à faire ainsi que des ajustements sur la modélisation proposée.
Mots-clés. Maladies rares, Parcours patient, Simulation, Graphes, Optimisation

Abstract. A patient suffering from a rare disease in France has to wait an average of two years before being
diagnosed. This medical wandering is highly detrimental both for the health system and for patients whose
pathology may worsen. There exists an efficient network of Centres of Reference for Rare Diseases (CRMR),
but patients are often referred to these structures too late. We are considering a probabilistic modelling of
the patient pathway in order to create a simulator that will allow us to create an alert system that detects
wandering patients and refers them to a CRMR while considering the potential additional costs associated with
these decisions. The first results obtained on simulated data appear promising. An important work of linking
the available expert data with the data of patient journey remains to be done as well as adjustments on the
proposed modeling.
Keywords. Rare disease, Patient patwhay, Simulation, Graphical models, Optimization

1 Introduction

1.1 Contexte

Le récent rapport Erradiag 1 de l’Alliance Maladies Rares a montré qu’en France un patient atteint d’une
maladie rare 2 devra attendre en moyenne 2 ans entre l’apparition des premiers symptômes et le diagnostic de sa
pathologie. Pour plus d’un quart d’entre eux cette durée sera de plus de 5 ans. Ce laps de temps, appelé errance
de diagnostic, est un fléau pour le système de santé de par les surcoûts économiques (multiplication d’examens
et traitements médicaux inutiles) et humain engendrés (aggravation de la pathologie du fait de l’inadéquation de
la prise en charge).

Les patients atteints d’une maladie rare sont particulièrement affectés par l’errance de diagnostic du fait du
caractère multifactoriel de ces pathologies : une maladie rare touche bien souvent plusieurs organes différents

1. L’errance de diagnostic : Erradiag résultats de l’enquête sur l’errance de diagnostic. 2016. 844 patients interrogés.
2. Maladie rare : maladie dont la prévalence est inférieure à 1/2000 (seuil Européen).
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et le diagnostic nécessite donc une approche pluridisciplinaire. Par ailleurs, un praticien n’exerçant pas en
centre expert n’observera probablement jamais la plupart des maladies rares au cours de sa carrière. Cependant,
bien que les maladies rares soient par définition peu fréquentes, les malades sont eux nombreux puisque l’on
estime à 3 millions le nombre de personnes concernées en France et entre 263 et 446 millions dans le monde
[Nguengang and al, 2019]. Cela est dû au très grands nombre de maladies rares existantes : pas moins de 9000
sont ainsi recensées dans OrphaNet 3, le portail dédié aux maladies rares.

La France est pionnière dans la lutte contre les maladies rares, lançant dès 2005 le premier Plan National
Maladie Rare avec notamment la structuration de centres de référence maladies rares (CRMR). Ces centres
pluridisciplinaires ont pour but une meilleure prise en charge des patients atteints de maladies rares. Le rapport
Erradiag rappelle que, malgré les progrès enregistrés suite à la création de ces centres, un nombre encore trop
important de malades sont orientés très tardivement vers une structure hospitalière. Un quart des patients
attendent ainsi plus de 4 ans après les premiers symptômes avant que la recherche du diagnostic ne soit enfin
initiée. Une meilleure orientation des patients dans le système de santé est donc nécessaire.

Dans le même temps les données médicales, sous forme de base experte comme Orphanet ou de données
de parcours patient (consultations/remboursements) avec l’apparition du dossier médical électronique, se sont
structurées et sont désormais plus accessibles pour la recherche rendant possible l’objectif d’amélioration des
parcours patient.

1.2 Base expertes et données patients

Il existe un certains nombre de base expertes pour les maladies rares, en particulier OrphaNet. Cette base
référence plus de 9000 maladies rares, et leur associe les signes phénotypiques caractéristiques. C’est-à-dire
que pour chaque maladie rare nous connaissons les symptômes généralement associés et nous connaissons la
probabilité de présenter le symptôme sachant la maladie rare concernée. Cette base est inter-opérable avec HPO
[Köhler and al, 2016] qui fournit un vocabulaire unifié sur les signes phénotypiques ainsi que l’ontologie associée.

L’accès à des données de parcours patient est plus difficile puisqu’il s’agit de données personnelles. Le Plan
Maladie Rare prévoit le déploiement de la Banque National De Maladies Rares, inter-opérable avec HPO et
Orphanet, devant permettre de récolter des données sur les parcours des patients à l’intérieur des centres maladies
rares. Cependant ces données ne fournissent pas, ou très partiellement, le parcours médical avant l’entrée dans
un centre expert.

Des données de type parcours patients consultation/remboursement (Electronic Health Record dans la
littérature ou EHR) sont accessibles en ligne mais les données ne sont pas labelisées avec un identifiant Orpha
pour les patients atteints de maladies rares. Certains travaux tels [Colbaugh et al., 2018, Tremblay et al., 2018]
contournent cette difficulté en annotant la base EHR à partir d’informations expertes (par exemple si tel
médicament a été pris il s’agit probablement de telle maladie rare) mais une telle approche ne peut qu’être
limitée à certaines maladies rares.

Le lien entre les bases de données expertes du type OrphaNet et les bases de données de parcours patient
n’est pas aisé à opérer. En effet, alors qu’OrphaNet associe des symptômes (identifiants HPO) à des maladies
rares (identifiants Orpha), les EHR témoignent du parcours de santé (remboursements médicament, consultation
généraliste/spécialiste). Un premier défi est d’associer à un évènement de santé d’EHR un symptôme HPO.
[Zhang et al., 2019] propose ainsi une approche de type NLP pour annoter le texte libre d’EHR avec des
identifiants HPO. Nous faisons ici l’hypothèse qu’un tel lien est possible et qu’il est ainsi possible de combiner
des données expertes avec des données cliniques ce qui est essentiel pour le cas des maladies rares où les données
cliniques seules ne suffisent pas mais permettent d’introduire une notion de temporalité absente d’Orphanet.

1.3 Objectif

Notre but ici est de montrer comment nous pouvons améliorer les parcours patients en réduisant l’errance
de diagnostic pour les individus atteints de maladies rares. En particulier, nous nous focalisons sur un système
d’alerte, lequel suggère à un patient de se rendre en centre expert avec l’information du diagnostic suspecté et
des anomalies à rechercher.

3. https://www.orpha.net/consor/cgi-bin/index.php. Accessed on [23/02/2020].
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Dans la section 2 nous présentons notre modélisation mathématique du problème de prise de décision :
envoyer ou non un patient en CRMR. Dans la section 3 nous présentons l’application de notre approche sur
des parcours patients simulés, dont le code R est disponible en libre accès. Nous enchaînons ensuite avec la
discussion des résultats et une conclusion générale.

2 Modélisation

2.1 Parcours patient

Nous considérons qu’un individu ne peut contracter qu’un seul syndrome à la fois. Ce patient ne suspecte
la présence de ce syndrome que via l’apparition de symptômes. Nous notons alors Si, i 2 N, l’ensemble des
symptômes observés le i-ème jour suivant l’apparition de la maladie et Ht = {Si; 1  i < t} l’historique de ces
observations jusqu’au jour t− 1. Un exemple de parcours patient est présenté dans la figure 2, graphe de gauche.

2.2 Symptômes

Nous supposons que les symptômes se distribuent en trois groupes :
— Les symptômes latents, qui ne sont pas observables sans examen médical approprié. Exemple : malforma-

tions cardiaques ou neurologiques.
— Les symptômes visibles de façon permanente. Exemple : malformation externe.
— Les symptômes récurrents et passagers. Il s’agit de symptômes pouvant apparaître de manière récurrente

puis disparaître et apparaître de nouveau. Exemple : migraines, otites.
Pour cette étude nous avons simulé 4 un graphe faisant le lien entre syndromes et symptômes, ainsi que la

probabilité d’occurrence d’un symptôme dans la durée, comme représenté figure 1, graphe de gauche. Nous avons
supposé que les temps d’occurrence suivaient une loi gaussienne, tronquée à gauche par 0. Pour les symptômes
de type chronique, nous avons supposé que les délais entre présence/absence des symptômes suivaient une loi
exponentielle.

La base OrphaNet nous fournit la prévalence d’une maladie rare ainsi que la probabilité des signes phénoty-
piques associés. En combinant connaissances expert et données de parcours patient nous pourrons calibrer des
modèles paramétriques du délai d’apparition des symptômes sachant les syndromes.

2.3 Prise de décision : envoi en CRMR

Basé sur l’historique de l’individu, et suite à l’apparition d’au moins un symptôme, nous allons vérifier s’il
est pertinent pour le patient de se diriger vers un centre spécialisé en maladie rare.

Nous estimons un prédicteur f̂ de la probabilité qu’un individu soit atteint d’une maladie rare. Ce prédicteur
prend en entrée l’historique Ht précédemment décrit. A partir de l’apparition du premier symptôme, nous
vérifions chaque jour si, oui ou non, cette probabilité dépasse un seuil τ, τ 2 [0, 1], préalablement fixé. Si le seuil
est dépassé, le patient est envoyé en CRMR et son syndrome, rare ou non, sera découvert. La sollicitation des
médecins spécialisés et les tests réalisés coûteront un certain prix. Si le seuil n’est pas dépassé, le patient ne sera
pas envoyé en CRMR et nous considérons pour la modélisation qu’il est envoyé à la fin de la période de temps
d’analyse. Nous notons cette procédure πτ qui à un historique Ht associe la décision binaire 1{f̂(Ht) > τ}.

Soit les évènements E = {Le patient a une maladie rare} et A = {Nous l’avons dirigé vers un centre de

4. Les détails de la simulation sont fournis à l’adresse github.com/FredericLoge/patientPathway
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maladie rare}. Nous pouvons alors définir un coût pour un parcours patient selon ces deux évènements :

coût =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>:

coutErranceParJour · tempsErrance

+coutMedecinSpeMR si E ∩A

coutErranceParJour · tempsMoyenErrance

+coutMedecinNonSpeMR · nbMoyenMedecinConsultes si E ∩ Ā

coutErranceParJour · tempsErrance

+coutMedecinSpeMR si Ē ∩A

coutErranceParJour · tempsErrance

+coutMedecinNonSpeMR si Ē ∩ Ā

(1)

où tempsErrance corresponds au temps entre l’observation du premier symptôme et la prise de décision (si prise
de décision, sinon dernier jour de la simulation). Les coûts détaillés peuvent être recueillis auprès d’experts du
domaine médical.

Notre objectif est de déterminer, pour un prédicteur de maladie rares f̂ le seuil τ approprié pour optimiser le
coût introduit dans l’équation 1. Formellement, nous cherchons à résoudre

π∗ = arg min
τ∈[0,1]

Esyndrome∼ν [coût | syndrome] (2)

où ν est la probabilité de distribution sur les syndromes.

3 Résultats

Tous les détails sur les résultats et simulations présentées ici peuvent être obtenus à l’adresse github.com/

FredericLoge/patientPathway. Des graines ont été soigneusement établies dans le code pour s’assurer de sa
reproductibilité.

Pour faciliter l’étude, nous avons simulé un graphe symptômes-syndromes ainsi que les probabilités d’oc-
currence dans le temps des différents symptômes comme représenté dans la figure 1. Quatre syndromes ont été
considérés dont un RAS (Rien à Signaler) et un appartenant à la catégorie des maladies rares, le syndrome #1.
Un total de dix symptômes a été considéré.

Nous avons généré pour chaque syndrome 100 parcours patient sur une durée de quatre ans, à pas de temps
journalier. Ces données ont été utilisées pour calibrer une forêt aléatoire (voir [Hastie et al., 2009] chapitre 15)
prédisant la probabilité que le patient suivi ait une maladie rare en se basant sur les symptômes observés et
la temporalité de leurs apparitions relativement au premier symptôme. Une fois que le prédicteur est entraîné,
nous pouvons estimer la fonction objectif exprimée dans l’équation 2 sur une grille de τ assez fine, comme
représenté sur la figure 2. Sur le graphe de gauche, la courbe verte indique la prédiction en fonction du temps,
cette prédiction est utilisée pour notre système d’alarme. L’observation temporelle des symptômes 2, 7 et 9 sont
également représentés. Sur le graphe de droite on observe le coût moyen en fonction du seuil choisi. Comme
attendu, il y a un équilibre à trouver entre envoyer tout le monde en CRMR (τ = 0, extrême-gauche du graphe),
et n’envoyer personne (τ = 1, extrême-droite du graphe).
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Figure 1 – (Gauche) Relations entre symptômes syndromes considérés, l’épaisseur du trait indiquant la probabilité qu’un symptôme se
déclare lorsque le patient est atteint d’un syndrome. Note : les liens dont la probabilité étant inférieure à 15% ont été exclus pour une
meilleure lisibilité. (Droite) Probabilité d’occurrence, dans le temps, des différents symptômes conditionnellement au syndrome considéré,
le jour 0 étant l’instant où le syndrome se met au place.

Figure 2 – (Gauche) Données simulées sur 200 jours, patient atteint du syndrome #1 (maladie rare pour rappel) qui donne souvent lieu
aux symptômes 4 et 7, ici les symptômes 2 puis 9 et finalement 7 vont être observés (trois premières courbes), le symptôme 4 est présent
mais non observé car il s’agit d’un symptôme latent. La prédiction du risque de maladie rare, opérée dès l’observation du premier symptôme,
le symptôme 2, franchit le seuil de 0.5 dès l’observation du symptôme 7. (Droite). En simulant les données comme représentées à gauche
pour les différents syndromes et un grand nombre de fois, nous avons pu établir le coût moyen, comme défini dans la section 2.3 en fonction
du seuil utilisé pour prendre la décision d’envoyer la personne en centre de maladie rare. Ce coût est ici représenté sur l’échelle [0 ;1]. A
l’extrême gauche, nous avons le coût associé au fait d’envoyer tous les patients en centre spécialisé directement. A l’extrême droite, nous
avons le coût associé au fait de n’envoyer aucun patient en centre spécialisé.
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4 Conclusion et discussion

En France, un patient souffrant d’une maladie rare doit en moyenne attendre deux ans avant d’être diagnostiqué.
A cette errance médicale sont associés des coûts économiques et humains élevés alors même que des centres
experts maladies rares ont été déployés sur le territoire et donnent satisfaction lorsqu’ils sont sollicités.

Nous avons donc proposé ici une procédure pour la création d’un système d’alerte permettant de détecter
dans des bases de données de parcours patients les patients atteints de maladie rare et devant être orientés vers
des centres experts. Nous prenons en compte dans ces décisions les différents coûts engendrés par les diverses
actions possibles. Ce système d’alerte est entraîné en générant des données issues d’un simulateur de parcours
patient que nous construisons à partir de données expertes et dont les paramètres devront être calibrés avec des
données cliniques. Les premiers résultats, obtenus sur données simulées, apparaissent prometteurs. Toutefois un
important travail doit être encore être fourni sur les points suivants :

Calibrer le modèle Symptômes-Syndrome Ce modèle doit être, à termes, calibré à partir d’un mélange
de données expertes et de parcours patients. Ces données peuvent être combinées au prix d’un travail significatif.
Il s’agit de constituer un module associant à chaque évènement de santé d’un EHR un identifiant HPO. Une
annotation experte doit également permettre de mieux modéliser l’apparition des symptômes au cours du temps :
information sur l’âge typique d’apparition d’un symptôme, les durées typiques, la nature du symptôme.

Améliorer et valider la modélisation Dans notre modèle de parcours patient, le médecin n’était présent
qu’une fois la décision de se rendre en CRMR prise ou la durée de simulation terminée. Dans la réalité, l’occurence
d’un symptôme incitera probablement la personne à consulter une personne du corps médical. Ces agents doivent
être impérativement intégrés au parcours patient. Des approches de validation par indicateurs comme celle
développé dans [Prodel, 2017] seront utilisées.

Le problème de contrôle Nous avons considéré ici une stratégie particulière pour la réorientation vers les
centres experts qui exécute un choix binaire si l’on dépasse un certain seuil de probabilité que le patient présente
une maladie rare. Une future direction est de formuler le problème par un processus décisionnel de Markov où la
stratégie pourra être apprise par des algorithmes d’apprentissage par renforcement se basant sur des données du
simulateur et n’ayant plus nécessairement une forme aussi spécifique.
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Résumé. Identifier les directions dans lesquelles des événements exceptionnels appa-
raissent est un des problèmes majeurs de la théorie multivariée des valeurs extrêmes. D’un
point de vue théorique, la majeure partie de l’information concernant de tels événements
est contenue dans la mesure spectrale, qui apparâıt comme la limite de la composante
angulaire de vecteurs aléatoires à variation régulière. Estimer cette mesure s’avère être
un point délicat, notamment en grande dimension. Dans cette présentation, nous intro-
duisons une méthode de réduction de la dimension basée sur la projection euclidienne sur
le simplexe. Cette projection a été étudiée dans le cadre des valeurs extrêmes par Meyer
& Wintenberger (2020+) qui ont établi plusieurs résultats théoriques. La présentation
s’attachera à exposer une approche statistique qui s’appuie sur une sélection de modèles
pour identifier des groupes de coordonnées susceptibles d’être extrêmes simultanément.

Mots-clés. Extrêmes multivariés, measure spectrale, projection sur le simplexe,
réduction de la dimension, variation régulière, variation régulière parcimonieuse.

Abstract. Identifying directions where exceptional events occur is one of the major
problems of multivariate extreme value theory. From a theoretical point of view most of
the information concerning such events is contained in the spectral measure which appears
as the limit of the angular component of regularly varying random vectors. Estimating
this measure is a delicate point especially in large dimensions. In this presentation we
introduce a dimension reduction method based on the Euclidean projection onto the
simplex. This projection has been studied in the context of extreme values by Meyer &
Wintenberger (2020+) who established several theoretical results. The presentation will
focus on a statistical approach that uses model selection to identify groups of coordinates
that are likely to be extreme simultaneously.

Keywords. Dimension reduction, multivariate extremes, projection onto the simplex,
regular variation, sparse regular variation, spectral measure.
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1 Valeurs extrêmes et variation régulière

1.1 Variation régulière

Étudier les valeurs extrêmes générées par un vecteur aléatoire X 2 Rd
+, d ≥ 2, revient à

étudier le comportement de la queue de distribution deX. Dans ce contexte, il est courant
de supposer que le vecteur X est à variation régulière : il existe un vecteur aléatoire Θ
sur la sphère unité telle que

P(|X| > rt, X/|X| 2 · | |X| > t)
d! r−↵

P(Θ 2 ·) , t ! 1 , (1)

cf Resnick (2007). Dans ce cas, | · | désigne n’importe quelle norme sur Rd. Le vecteur
limite Θ est alors appelé vecteur spectral tandis que sa loi est appelée mesure spectrale.
La convergence (1) permet de séparer l’étude de la composante radiale des extrêmes |X|/t
de celle de la composante angulaire X/|X|. Cette dernière concentre l’information sur la
localisation et la dépendance des valeurs extrêmes. L’étude de la mesure spectrale est
donc un point central de la théorie des extrêmes multivariés.

Il est souvent intéressant (voir par exemple Goix et al. (2017)) d’étudier le comporte-
ment du vecteur spectral sur les sous-ensembles Cβ de la sphère définis par

Cβ = {x 2 R
d
+, |x| = 1, xj > 0 pour j 2 β, xj = 0 pour j /2 β} ,

pour β ⇢ {1, . . . , d}. En effet, la mesure spectrale met de la masse sur un tel ensemble si
des événements extrêmes apparaissent conjointement dans la direction β. On est ainsi ra-
mené à l’estimation des probabilités P(Θ 2 Cβ). Cependant, l’estimation de ces quantités
se révèle délicate pour essentiellement deux raisons. Tout d’abord, le nombre de proba-
bilités à estimer crôıt exponentiellement en la dimension. Par ailleurs, si β 6= {1, . . . , d}
vérifie P(Θ 2 Cβ) > 0, alors la mesure spectrale charge la frontière de Cβ (qui est le
sous-ensemble Cβ lui-même) et donc la convergence (1) ne s’applique pas.

L’idée proposée par Meyer et Wintenberger (2020+) pour contourner ce problème est
de remplacer le vecteur unitaire X/|X| de (1) par un autre projeté qui permet de mieux
tenir compte de la masse mise par la mesure spectrale sur les sous-ensembles Cβ. Cette
modification de la convergence (1) donne alors naissance à la notion de variation régulière
parcimonieuse.

1.2 Variation régulière parcimonieuse

Introduite principalement par Duchi et al. (2008), la projection euclidienne sur le simplexe
a connu un usage divers et varié, notamment en théorie de l’apprentissage.

Dans la suite, | · | désigne la norme `1 et Sd−1 (respectivement Sd−1
+ ) désigne la sphère

associée (respectivement le simplexe). Pour z > 0 et v 2 Rd
+ le vecteur projeté ⇡z(v) est

l’unique vecteur w de S
d−1
+ (z) := {x 2 Rd

+, x1 + . . . + xd = 1} qui minimise la quantité

2
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|w−v|2, où |·|2 désigne la norme `2. On note alors ⇡z la projection euclidienne sur Sd−1
+ (z)

et plus généralement ⇡ la projection sur le simplexe S
d−1
+ . Cette manière de projeter

permet de rendre les vecteurs parcimonieux, c’est-à-dire avec plusieurs coordonnées nulles.
Elle permet également de mieux rendre compte du comportement des extrêmes sur les
ensembles Cβ.

Définition 1 (Variation régulière parcimonieuse). Un vecteur X à valeurs dans Rd
+ est dit

à variation régulière parcimonieuse s’il existe un vecteur aléatoire Z défini sur le simplexe
et une variable aléatoire positive Y tels que

P

⇣(
|X|/t, ⇡(X/t)

)
2 · | |X| > t

⌘
d! P((Y,Z) 2 ·) , t ! 1 . (2)

Le vecteur limite Z doit être vu comme la limite angulaire obtenue après avoir rem-
placé X/|X| par ⇡(X/t) dans l’Equation (1). Par continuité de la projection, la notion
de variation régulière standard (Equation (1)) implique celle de variation régulière parci-
monieuse. Meyer et Wintenberger (2020+) ont prouvé que sous des hypothèses assez
faibles, les deux notions sont en fait équivalentes.

L’intérêt principal de la Définition 1 est de pouvoir approcher le comportement des
extrêmes de X sur les ensembles Cβ. En effet, en reprenant les notations précédentes, on
a la convergence suivante pour tout β ⇢ {1, . . . , d} :

P(⇡(X/t) 2 Cβ | |X| > t) ! P(Z 2 Cβ) , t ! 1 . (3)

L’objectif est donc d’estimer le support de la distribution de Z via l’estimation des
probabilités P(Z 2 Cβ), pour β ⇢ {1, . . . , d}, le but étant de détecter lesquelles de ces
probabilités sont positives. Autrement dit, il s’agit d’identifier l’ensemble

S(Z) := {β ⇢ {1, . . . , d}, P(Z 2 Cβ) > 0} .

Cet ensemble S(Z) rassemble toutes les directions β sur lesquelles le vecteur angulaire Z
met de la masse. On note s⇤ son cardinal. L’objectif est alors de proposer une approche
statistique pour décider quelles directions β appartiennent à S(Z).

2 Estimation

On considère désormais une suite de vecteurs aléatoires indépendants et identiquement dis-
tribués à variation régulière X,X1,X2, . . . de vecteur spectral Θ. On considère également
une variable aléatoire Y de loi de Pareto de paramètre α > 0, indépendante de Θ. Enfin,
on pose Z = ⇡(YΘ).

Le cadre classique en statistique des valeurs extrêmes est de considérer une suite
positive (un)n2N telle que un ! 1. Cette suite joue le rôle du seuil t dans les Equations
(1) et (2). Cela signifie que pour n 2 N, la quantité un doit être vue comme le seuil

3
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au-dessus duquel les données X1, · · · ,Xn sont considérées comme des valeurs extrêmes.
Il est également usuel de définir un niveau k = kn = nP(|X| > un) et de supposer
que kn ! 1 quand n ! 1. Il est à noter que l’hypothèse un ! 1 implique que
kn/n = P(|X| > un) ! 0. Ainsi, kn tend vers l’infini à une vitesse plus lente que n.
Un estimateur naturel non biaisé pour kn est k̂ = k̂n =

Pn
j=1 1|Xj |>un qui correspond au

nombre de dépassements au-dessus du seuil un, c’est-à-dire au nombre de valeurs extrêmes.
Notre objectif est d’estimer les probabilités p(β) := P(Z 2 Cβ) pour β ⇢ {1, . . . , d}.

Ces probabilités apparaissent comme les limites des probabilités pré-asymptotiques pn(β) :=
P(⇡(X/un) 2 Cβ | |X| > un) (voir Equation (3)). Le problème principal est alors de
décider si p(β) est positif ou nul. On définit pour cela l’estimateur

Tn(β) :=
nX

j=1

1{⇡(Xj/un) 2 Cβ, |Xj| > un} ,

pour β ⇢ {1, . . . , d}. L’idée est de sélectionner parmi les valeurs extrêmes celles qui sont
projetées dans l’ensemble Cβ. Un calcul rapide montre que E[Tn(β)] = knpn(β). D’autres
résultats concernant ces estimateurs sont rassemblés dans le théorème suivant.

Théorème 1. On reprend les notations précédentes.

1. (Consistance). Le vecteur k−1
n (Tn(β))β⇢{1,...,d} converge en probabilité vers p :=

(p(β))β⇢{1,...,d}.

2. (Normalité asymptotique). On a la convergence en loi suivante :

p

kn Diag
(
p(S(Z))

)−1/2
⇣Tn(S(Z))

kn
− pn(S(Z))

⌘
d! N (0, Ids⇤) , n ! 1 .

où Tn(S(Z)) (resp. pn(S(Z))) correspond au vecteur de Rs⇤ dont les composantes sont
les Tn(β) (resp. pn(β)) pour β 2 S(Z) (on se restreint aux probabilités positives).

3 Sélection de modèle

La répartition des kn données extrêmes sur les 2d−1 sous-ensembles (Cβ)β⇢{1,...,d} suggère
d’utiliser le modèle multinomial M(kn, p̃) où le paramètre p̃ est défini par

p̃ = (

2d−1 composantes
z }| {

p̃1, . . . , p̃s, p̃, . . . , p̃
| {z }

r−s

, 0, . . . , 0) ,

avec p̃1 ≥ . . . ≥ p̃s, p̃ 2 (0, 1) satisfaisant la contrainte :

p̃1 + . . .+ p̃s + (r − s)p̃ = 1 .

4
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L’idée est de séparer les sous-ensembles (Cβ)β⇢{1,...,d} en trois catégories. La première
correspond aux sous-ensembles sur lesquels les extrêmes apparaissent, leur probabilité
d’apparition étant alors p̃j. La deuxième catégorie correspond aux sous-ensembles sur
lesquels peu de données extrêmes sont apparues. Ce phénomène survient notamment
en raison d’un biais qui provient de l’aspect non-asymptotique de l’étude. Ce biais est
modélisé par une probabilité d’occurence p̃ considérée comme proche de 0. Enfin, la
dernière catégorie concerne les sous-ensembles Cβ sur lesquels aucune donnée n’est ap-
parue ; on estime alors que ces sous-ensembles ne concentrent pas de valeurs extrêmes
(d’où une probabilité d’occurence nulle). L’objectif est alors d’ajuster au mieux le nombre
s de faces significatives. Cet ajustement s’effectue via une sélection de modèle de type
AIC.

La sélection de modèle doit aussi tenir compte du choix de kn dans le modèle multi-
nomial M(kn, p̃), cette quantité correspondant au nombre de données considérées comme
extrêmes. Il s’agit dès lors de comparer les modèles pour différents choix de kn, ce qui
modifie alors le nombre de données utilisées. L’approche classique de sélection de modèle
doit alors être étendue pour pouvoir tenir compte de cette variation du nombre de données.
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Résumé. On considère le modèle de régression non paramétrique de fonction de
régression f . Une procédure de test d’hypothèse sur les coefficients de Fourier de f est
proposée. On obtient le comportement asymptotique de la statistique de test proposée,
on a donc ainsi le niveau et la puissance asymptotique du test. De tels tests peuvent, en
particulier, être utilisés pour comparer deux signaux bruités dans une bande de fréquence.
Un autre exemple est le test de l’hypothèse ”f est un polynôme trigonométrique”. Une
étude par simulation est menée, pour des petites tailles d’échantillon, afin de montrer la
performance du test proposé.

Mots-clés. Modèle de régression non linéaire, Coefficient de Fourier empirique, Test
non paramétrique.

Abstract. We consider the nonparametric regression model with regression function
f . A hypothesis testing procedure on the Fourier coefficients of f is proposed. We obtain
the asymptotic weak behaviour of the proposed test, then we have the level and the
asymptotic power of the test. Such tests can be used in particular to compare two noisy
signals in a frequency band. Another example is the test of the hypothesis that ”f is a
trigonometric polynomial”. A simulation study is conducted, for small sample size, to
demonstrate the performance the proposed test.

Keywords. Nonlinear regression model, Empirical Fourier coefficient, Nonparametric
test.

1 Introduction

On considère le modèle de régression non paramétrique

Yj,n = f(tj,n) + εj,n j = 1, . . . , n (1)
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où tj,n = j/n, f : [0, 1] −! IR est une fonction inconnue et εj,n, j = 1, . . . , n, forment un
tableau triangulaire de variables aléatoires centrées et de variance finie σ2 et pour tout n
les variables aléatoires ε1,n, . . . , εn,n sont indépendantes.

L’objet de ce travail est de construire des tests d’hypothèses sur les coefficients de
Fourier de f . Plus précisément, soit ck, k 2 ZZ, les coefficients de Fourier de f et soit
I = {i1, i2, . . .} un sous-ensemble de IN avec i1 < i2 < · · · et Card(I) = ∞. On veut
construire un test de l’hypothèse nulle

H0 : ck = 0 8k 2 I contre l’hypothèse H1 : 9k 2 I ck 6= 0 . (2)

Dans le test de l’hypothèse (2), il est clair que H0 est vraie si et seulement si
P

|k|2I |ck|2 =
0. Le test sera donc basé sur une estimation de cette quantité. On commence par estimer
ck par l’estimation empirique ĉk = 1

n

Pn
j=1 Yj,ne

−2iπkj/n. Ensuite on considère une suite
d’entiers p = p(n) telle que lim

n!1
p(n) = 1 et on pose Ip = {i1, . . . , ip}. La statistique

de test est alors T̂n,p =
P

|k|2Ip |ĉk|2. L’hypothèse H0 est rejetée si T̂n,p > tα où tα est un
nombre réel positif déterminé par le niveau ↵ du test.

Nos résultats principaux énoncés ci-dessous donnent la loi asymptotique de T̂n,p et
permettent donc d’obtenir une valeur asymptotique de tα.

La mise en oeuvre du test nécessite la connaissance de σ2, ce qui, en pratique, n’est
jamais le cas; on a donc besoin d’un estimateur. On peut utiliser l’estimateur de Gasser
et al (1986); on propose également un estimateur adapté à l’hypothèse nulle et on donne
les conditions qui permettent d’utiliser cet estimateur. Enfin, on peut comparer sur des
simulations les effets de ces estimateurs sur la puissance empirique du test pour les petits
échantillons (n = 100).

L’usage des coefficients de Fourier empiriques de f pour construire des tests d’hypo-
thèses dans le modèle (1) est abordé par Eubank et Spiegelman (1990) et Mohdeb et
Mokkadem (2001). Eubank et Spiegelman (1990) construisent un test de linéarité de f
dans le cas d’un modèle normal en se ramenant à tester la nullité de la partie non linéaire.
Mohdeb et Mokkadem (2001) construisent des tests d’hypothèses sur les coefficients de
Fourier de f dans une bande de fréquences donnée. Cox et Koh (1989) donnent un test
de l’hypothèse ”f est un polynôme de degré inférieur à m”. Jayasuriya (1996) généralise
l’approche de Eubank et Spiegelman (1990) pour tester l’hypothèse: ”f est un polynôme”,
dans le cas d’un modèle non normal.

2 Hypothèses et résultats

On s’intéresse au test (2) pour le modèle (1) et on suppose que
• (C1): f satisfait la condition de Hölder d’ordre δ, avec 1

2
< δ  1, i.e. il existe une

constante positive M telle que |f(s)− f(t)|  M |s− t|δ pour tout s, t 2 [0, 1].
• (C2): Pour tout entier n, εj,n, j = 1, . . . , n, sont des variables aléatoires réelles i.i.d.
d’espérance nulle et de variance inconnue σ2.

2
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La convergence en loi est notée par
L−!. On note aussi ck, k 2 ZZ les coefficients de Fourier

de f et I = {i1, i2, . . .} un sous-ensemble de IN avec i1 < i2 < · · · et Card(I) = ∞.

2.1 Résultats principaux

On considère Ip = {i1, . . . , ip} où p = p(n) est une suite croissante de limite infinie. On
introduit les hypothèses suivantes:
• (A1): Pour tout entier n, ε1,n ⇠ N (0, σ2) .
• (A2): lim

n!+1
{n−2δ+1p(n)} = 0.

On a alors le théorème suivant.

Théorème 1 Si les hypothèses (A1) et (A2) sont satisfaites, alors

n
P

|k|2Ip |ĉk − ck|2 − upσ
2

σ2
p

2up

L−!
n!+1

N (0, 1)

où up = 2p− 1 si 0 2 I et up = 2p si 0 62 I.

2.2 Construction du test

Le résultat du théorème 1 permet de construire le test quand la variance σ2 est con-
nue; cependant en pratique σ2 est inconnue et il faut donc l’estimer. On peut utiliser
l’estimateur de Gasser et al (1986). On peut aussi considérer un estimateur σ̂2 de σ2 qui
converge sous H0. Plus précisément, soit

σ̂2 =
1

n

n
X

j=1

|Yj,n − f̂(j/n)|2 (3)

où f̂ est défini de la manière suivante.
Notons J le complémentaire de I dans IN. Si Card(J) = ∞, on considère une suite
croissante d’entiers q = q(n) telle que lim

n!1
q(n) = +∞ et on pose

f̂(t) =

8

>

>

<

>

>

:

X

|k|2J

ĉke
2iπkt si Card(J) < ∞ ,

X

|k|q,|k|2J

ĉke
2iπkt si Card(J) = ∞ .

(4)

Quand J est fini, on a le résultat suivant.

Corollaire 1 Si Card(J) < ∞ et si les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites, alors
sous H0, on a:

n
P

|k|2Ip |ĉk|2 − upσ̂
2

σ̂2
p

2up

L
−→

n!+1
N (0, 1)

où up = 2p− 1 si 0 2 I et up = 2p si 0 62 I.
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Quand J est infini, il nous faut introduire les hypothèses:

• (A3): lim
n!1

{
p

p(n)
X

|k|>q(n)

|ck|} = 0.

• (A4): lim
n!1

{n−1p(n)q2(n)} = 0.

On a alors le corollaire suivant.

Corollaire 2 Si Card(J) = ∞ et si les hypothèses (A1) − (A4) sont satisfaites, alors
sous H0, on a:

n
P

|k|2Ip |ĉk|2 − upσ̂
2

σ̂2
p

2up

L
−→

n!+1
N (0, 1)

où up = 2p− 1 si 0 2 I et up = 2p si 0 62 I.

2.3 Simulations

On considère de le test de l’hypothèse H0 : f ⌘ 0. Il s’agit de comparer, sur des

simulations, les deux statistiques T
(i)
n =

⇣

n
P

|k|p |ĉk|2 − (2p+ 1)σ̂2
i

⌘

/
⇣

σ̂2
i

p

2(2p+ 1)
⌘

,

i = 1, 2, où σ̂2
1 = σ̂2 donnée par (3) et σ̂2

2 = 2
3(n−2)

Pn−1
j=2 (

1
2
Yj−1,n + 1

2
Yj+1,n − Yj,n) est

l’estimateur de Gasser et al (1986). On simule un échantillon de taille n = 100 du modèle
(1) avec εj ⇠ N (0, σ2) et σ = 0.05, 0.10, 0.20, 0.50 et 1.00. Les valeurs de p et les niveaux
considérés sont p = 5, 10 et 17 et α = 0.01, 0.05 et 0.10. D’après les résultats obtenus
de nos simulations, on constate comme Eubank et Spiegelman (1990), que les valeurs

critiques empiriques pour T
(2)
n sont plus grandes que les valeurs critiques théoriques. Par

contre les valeurs critiques empiriques pour T
(1)
n sont proches des valeurs théoriques.
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France max.mahlke@oca.eu
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Résumé. L’étude des astéröıdes permet de contraindre les modèles de formation du
système solaire. Nous cherchons donc à les classifier à travers leur composition chim-
ique, à partir de leurs propriétés observables (astronomiquement). Cependant, les car-
actéristiques pertinentes ne sont pas toujours observées pour tous les astéröıdes du système
solaire et il est nécessaire d’estimer ces valeurs avec des méthodes d’imputation statis-
tique. Nous présentons dans ce document les données disponibles ainsi que de premiers
résultats en imputation de données manquantes. Nous discutons également de questions
ouvertes et des étapes suivantes en classification.

Mots-clés. Astronomie, planétologie, astéröıdes, imputation de données manquantes

Abstract. Asteroids provide tight constraints on current models of planetary system
formation. We aim to classify them by their chemical compositions, using a clustering
approach on different observational features. These features are not universally available
for all asteroids, hence we explore how to fill gaps in the data using data imputation. We
present the available data sets, the first preliminary results, highlight open questions, and
outline the next steps of classification.

Keywords. astronomy, planetary science, asteroids, data imputation, clustering

1 Introduction

Asteroids are small bodies of the Solar System, mostly concentrated in the main asteroid
belt between Mars and Jupiter. Their orbital distributions and chemical compositions
provide tight constraints on models of the formation of the Solar System (DeMeo &
Carry, 2014). Planetary bodies which formed on the outskirts of the Solar System have
not been chemically altered by the solar irradiation and contain pristine materials, such
as organics and water ice. Meanwhile, asteroids which accumulated in close vicinity to the
Sun exhibit stony, metallic features (e.g. Chapman, 1971). These asteroids are referred
to as C-types and S-types, respectively.

Observations of asteroids are based on their reflectance of the solar emission, which is
brightest in the visible and near-infrared regime. Even though they are close sources in
an astronomical context, they are challenging telescope targets as they tend to be small in
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diameter (⇠10m-10 km) and display large apparent angular velocities in the sky. Hence,
of the about 1 million known asteroids in the Solar System, only a few thousand are
bright enough to acquire detailed reflectance spectra. For the remaining several hundred
thousand, only sparse observational data is available.

We aim to fill in the gaps in the observational feature space of asteroids using data
imputation. The final objective is to perform a clustering on the whole dataset using
imputed data or even perform clustering simultaneously with imputation.

2 Observational data

We have gathered data on 280 000 asteroids, about a quarter of the known population.
The data can be divided into four types of observational features, depicted in Figure 1.
Below, we briefly outline these features and evaluate the content of information towards
the chemical composition of the asteroid. We focus here on the three main compositions,
the S- and C-type mentioned above, as well as the X-type.

Spectra Most of our knowledge on their chemical composition was derived by comparing
the reflectance spectra of asteroids in the visible (VIS) and near-infrared (NIR) with those
of meteorites. Four principal characteristics describe asteroids in the spectral space: the
overall slope, the presence or absence of absorption bands at 0.7µm, 1.0µm, and 2.0µm,
introduced by different minerals. The spectra carry the most compositional information,
however, they can only be acquired for the brightest asteroids. We have acquired about
1,000 VISNIR spectra, 1,000 NIR spectra, and 6,000 VIS spectra of asteroids (e.g. Bus
and Binzel 2002). Figure 1 (a) shows the VISNIR spectra of the S-, C-, and X-type classes.

Colours The colours of an asteroid are observed integrating parts of the reflectance
spectra. In essence, they are low-resolution spectra which depict its slope in different
parts. In the data sample, we have gathered magnitudes (i.e. the brightness in certain
wavelengths) of 280,000 asteroids acquired in the most observed wavelength ranges, de-
nounced u, g, r, i, z (from the Sloan Digital Sky Survey, Ivezić et al. 2001), and Y, J, H,
Ks (from ESO VISTA, Popescu et al. 2016). Figure 1 (c) depicts the magnitudes of the S,
C, and X classes in these filters. ”Colours” refers to the differences of these magnitudes.

Albedo The albedo of an asteroid describes the ratio of the incoming sunlight that is
reflected by its surface. Asteroids with low albedos (close to zero) will appear dark, while
some asteroids will be brighter with albedos around 0.5. Figure 1 (b) shows that the S-,
C-, and X-types are degenerate to a certain degree in albedo space. We have albedo
measurements of 80,000 asteroids.
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Phase Function Just as the Moon, other celestial bodies also go through different
phases of illumination, depending on the relative position between the Sun, the Earth,
and the celestial body. The phase function of an asteroid describes how its apparent
magnitude changes from a full phase (zero degree phase angle between the Sun, the
asteroid, and Earth) and a larger phase. The phase function is empirically modeled and
can be described by two parameters, G1 and G2. Figure 1 (d) displays how the asteroid
classes are distributed in this parameter space. G1 and G2 are correlated with albedos,
hence we see some degeneracy. We have calculated these parameters for 50,000 objects.
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Figure 1: Observational features of three main types of asteroids

2.1 Data preparation

We build the input data by combining the four observational features outlined above. The
input units are made up of observations of a single asteroid. As the spectra and colours far
outweigh the albedo and phase function parameters in terms of chemical interpretability,
we require for each input unit to contain at least a spectrum or a colour. In case an
asteroid has been observed in the same spectral range or colour more than once, these
observations are split into several rows. However, we do not repeat any datapoint, i.e. if
an asteroid has multiple observations of a colour but only a single albedo measured, the
albedo column is left partially filled. Nevertheless, we aim to create as many filled rows
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as possible by merging the most complete feature sets for each asteroid.
Gaps in our data arise, e.g., when we have more colours of an asteroid than or albedo

measurements. This is the general case, and in fact, most rows in the input dataframe
are only partially filled. The missingness pattern is illustrated in Table 1.

ID VIS NIR Colours Phase Albedo
1
1
1
2
2
3

Table 1: Missingness pattern of the input data. Each ID refers to a unique asteroid.

While the availability of the features depends on the asteroid’s size and distance to
Earth, the actual value of the spectra, colours and phase function parameters are not
biased by this dependence. We consider that these features are missing at random. For
the albedo, we can immediately see that the availability of an observation is biased by the
albedo value itself: Large albedos correspond to brighter asteroids, making an observation
more likely. Values missing not a random rule out many imputation techniques, hence
we apply a cut on the asteroids’ brightness, removing the faintest ones from our sample.
The remaining ones should be largely unbiased in the albedo.

An interesting question is how to provide the available measurement uncertainties to
the imputation method. This point is particularly critical considering the wide range of
precision affecting the available measurements.

3 Imputation

The dataset we collected contains a large fraction of the available observations on as-
teroids. Before attempting a clustering analysis, we combine the observations of single
asteroids and fill in the gaps. For the latter, we currently use kNN imputation (Troy-
anskaya et al., 2001), a nonparametric technique able to capture nonlinear relationships
between features.

3.1 Imputation strategy

The imputation is performed in two steps. Since asteroids do not produce their own emis-
sion but reflect the sunlight, we cannot compute their absolute reflectance values without
additional information. The VIS, NIR, and VISNIR reflectance spectra are therefore rel-
ative values, typically normalized to unity at certain wavelengths. The input dataframe
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contains VIS and NIR spectra which are not overlapping, hence we cannot use the same
normalization wavelength for both.

As first step, we therefore train the imputer on the 2,000 rows containing all VISNIR
and NIR spectra, and impute only the missing VIS part of the NIR spectra. Afterwards,
we renormalize the VISNIR and NIR spectra to the same wavelength as the VIS spectra,
before fitting the imputer on the whole 280,000 rows. Finally, we impute all remaining
gaps using this imputer.

Currently, we are using 10 nearest-neighbours for imputation. This value will later be
refined with a validation strategy.
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Figure 2: The mean reflectance of the real data (red) and the imputed data (black) at
each wavelength for asteroids which have previously been classified as S-type (left) or
C-type (right).

3.2 Results

As the reflectance spectra are pivotal for the classification, the imputed spectra are the
key factor to estimate the quality of the imputation. Figure 2 depicts the mean reflectance
at each wavelength of the real and the imputed data for asteroids which were previously
classified as either S- or C-type. These two classes are the most represented in our dataset.
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It is apparent from Figure 2 that the kNN-imputation works well in the VIS and the
NIR parts of the spectra separately, however, the transition region around 1µm is prob-
lematic. The band at 1µm carries important information on the chemical composition,
hence we need to improve in this area. For the C-type asteroids, we see that the im-
puted data resembles a flat S-type spectrum. The slope is close to the C-type asteroids,
however, we observe spectral features at 1µm and 2µm which resemble the S-type. One
factor contributing to this mixture is the heterogeneity of the input set of spectra in terms
of wavelength coverage, resolution, and accuracy. Cleaning and homogenizing this data
has been a major effort in the project and needs to be further improved.

We encounter similar results in the other dimensions shown above, which are not shown
for brevity. In albedo-space, we find that the distribution of imputed values deviates from
the underlying distribution, which resembles a Rayleigh-distribution. We are looking into
providing a model to the imputer to improve this aspect.

4 Conclusion

Deriving the chemical compositions of asteroids requires an overview of the whole popu-
lation in different feature spaces. Observational challenges cause gaps in the data, which
we aim to impute using a kNN-approach. The first application on a large but sparsely-
populated dataset shows that the imputation is overall successful but further data prepa-
ration is required to improve it on small scale errors.

Beyond imputation, clustering asteroids according to their chemical features remains
our final goal. Therefore, an interesting avenue for future work would be to build a general
model fit for both imputation and clustering. This could be possible using for example a
mixture model.
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Résumé. Dans cette note, nous considérons le problème de construction de tests de
détection pour certains types de données issues de l’astrophysique. Une caractéristique
commune des données considérées est que la distribution du bruit de fond est inconnue,
ce qui invalide l’utilisation de nombreux tests classiques. Nous présentons des résultats
récents proposant des solutions à ce problème pour deux applications spécifiques, la
détection d’exoplanètes et celle de galaxies.

Mots-clés. détection, tests multiples, exoplanètes, galaxies.

Abstract.
In this note, we consider the problem of building detection tests for some types of

astrophysical data. The distribution of the background noise is unknown in the considered
cases, preventing from using most classical procedures. We present works that address
this problem for two specific applications : the detection of exoplanets and of galaxies.

Keywords. detection, multiple testing, exoplanets, galaxies.

1 Problématique et contexte

La détection de sources est un enjeu majeur dans plusieurs domaines de l’astrophysique.
Le contexte moderne d’instruments toujours plus complexes produisant des données tou-
jours plus volumineuses conduit souvent à réaliser un nombre gigantesque de tests si-
multanément. La thématique des tests multiples permet de prendre en compte cette
multiplicité de manière appropriée. Si ce domaine de recherche possède des origines très
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anciennes en statistique, les deux dernières décennies y ont vu une explosion de travaux
théoriques et appliqués : parmi les procédures qui ont vu le jour, on peut citer notamment
la procédure de Benjamini-Hochberg [1] qui contrôle le false discovery rate (FDR), ainsi
que les différentes versions du higher criticism (HC) [2] et des tests de Berk-Jones (BJ)
[3] pour le cas de signaux rares et faibles [2].

En astrophysique, ce genre de procédures reste cependant assez peu utilisé. Une des
raisons est que la distribution des données du bruit de fond (c’est-à-dire lorsque qu’il n’y
a pas de signal astrophysique) est très souvent inconnue. Ceci pousse l’utilisateur à se
tourner vers des procédures plus ad hoc, ce qui peut s’avérer dangereux. Un exemple
récent est le cas de la détection d’une exoplanète près de l’étoile ↵ Centauri Bb [4]. La
détection de cette exoplanète, annoncée en 2012 sur la base d’une P -valeur évaluée à
0.02% [4], a été fortement remise en cause depuis [5, 6]. En effet, ces dernières analyses
ont mis en lumière des effets mal pris en compte, en particulier le signal parasite émis par
l’étoile elle-même (le “bruit stellaire”). Ces effets, très difficiles à contrôler, impactent
fortement les taux d’erreur prédits par les tests qui les ignorent.

L’objet de cette note est de présenter des procédures de détection avec un risque cor-
rectement contrôlé même lorsque la distribution des statistiques de test sous la distribution
nulle est mal connue. Nous considérons deux cas concrets : la détection d’exoplanètes
par vélocimétrie radiale [7] (Section 2), et la détection de galaxies dans des images multi-
longueurs d’onde de l’instrument MUSE [8, 9] (Section 3).

2 Détection d’exoplanètes par vitesses radiales

La présence d’une planète orbitant autour d’une étoile induit un mouvement de l’étoile
autour du barycentre de masse du système étoile-planète. Ce mouvement module de
façon quasi-périodique la vitesse radiale de l’étoile par rapport à un observateur terrestre
et s’imprime par effet Doppler sur la lumière de l’étoile. En mesurant le décalage Doppler
des raies du spectre stellaire en fonction du temps, on déduit ainsi la vitesse radiale de
l’étoile. Les données se présentent donc sous la forme d’une série temporelle obtenue
durant une fenêtre temporelle d’observation.

Le but est de tester, dans une telle série de vitesses radiales, H0 : la moyenne est
nulle (il n’y a pas d’exoplanète) contre H1 : la moyenne est un signal quasi-périodique
(il y a une ou plusieurs exoplanètes). La série temporelle est supposée stationnaire, mais
sa matrice de covariance Σ est inconnue en raison du bruit stellaire. Pour s’adapter à
l’alternative, une approche classique en échantillonnage régulier consiste à construire le
périodogramme des données (module carré de la transformée de Fourier discrète de la
série), puis à rechercher si ses composantes indiquent de façon significative la présence de
signaux périodiques. Cependant, la distribution de ce périodogramme est inconnue sous
H0 car Σ est inconnue.

Pour contourner cette difficulté nous proposons ici une approche exogène, rendue pos-
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sible par la disponibilité d’un certain nombre (L) de séries simulées sous H0. En effet, il
existe à l’heure actuelle des codes astrophysiques permettant de simuler de façon réaliste
les vitesses radiales qui seraient observées pour un type d’étoile donné. Ceci permet, au
moins sur une certaine plage de fréquences, de générer des séries exogènes sous H0. Celles-
ci sont cependant en nombre très limité (quelques unités à une dizaine) en raison du fort
coût de calcul que ces simulations nécessitent. A l’aide de ces séries, nous proposons de
construire un périodogramme de référence, utilisé pour normaliser le périodogramme des
données.

Notons Z1, . . . , ZN un sous-ensemble de composantes du périodogramme ainsi stan-
dardisé. Si l’échantillonnage est régulier, alors les distributions considérées possèdent
des expressions analytiques [10]. Ainsi, sous certaines conditions, on peut montrer que
Z1, . . . , ZN sont asymptotiquement indépendants avec Zj ⇠ F(2, 2L) (loi de Fisher de
paramètres 2 et 2L) sous l’hypothèse nulle et Zj ⇠ Fλj

(2, 2L) (loi de Fisher decentrée
avec un certain de paramètre de décentrage λj et de paramètres 2 et 2L) sous l’alternative.
Soulignons que sous H0, la distribution du périodogrammee standardisé est indépendante
du paramètre de nuisance Σ. Cette propriété, complètée par celle de l’indépendance
asymptotique, permet de construire des tests globaux de niveau ↵ à partir des Zj. Par
exemple, une façon naturelle et explicite d’agréger ces tests est simplement le test du
maximum. Dans le cas considéré, celui-ci rejette l’hypothèse nulle si max(Zj, 1  j  N)
dépasse le seuil cα, calibré de sorte que

1−
⇣
1−

⇣ L

cα + L

⌘L⌘N

= ↵.

Des résultats similaires peuvent être obtenus pour de nombreux autres tests comme celui
de Fisher [11], ses variantes [12, 13, 14] et ceci permet également d’utiliser des tests de
détection de type HC et BJ.

Sur des simulations, on voit que l’approximation asymptotique est bonne quand la
longueur de la série est suffisamment grande devant la durée caractéristique de corrélation
du signal (typiquement un à deux ordres de grandeur supérieur), ce qui confirme que le
test conduit est bien de niveau ↵. De plus, les modèles analytiques obtenus permettent
d’étudier la puissance asymptotique de cette procédure de test. Là aussi, les simulations
montrent que ces expressions sont valables pour des valeurs de N modérées . Ces résultats
permettent de faire des études de détectabilité pour des planètes ou des instruments avec
des caractéristiques données (cf Figure 1 pour un exemple avec le test du maximum).

Par ailleurs, dans le cas de l’échantillonnage irrégulier, l’hypothèse d’indépendance
entre les Zj ne peut être tenue et nous avons proposé dans [15] des techniques de bootstrap
pour approcher la distribution de la statistique de test sous H0.
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3 Détection de galaxies dans les données MUSE

Le spectrographe intégral de champ MUSE installé sur un des télescopes de 8m au Very
Large Telescope (Chili) permet d’obtenir des images multi-longueurs d’onde (typiquement
300⇥ 300 images dans 3600 canaux optiques). On cherche à détecter dans ce “cube” de
données des galaxies très lointaines, qui se manifestent comme une surbrillance locale du
flux (une raie en émission) dans une poignée de voxels. On connâıt à peu près la forme de
ces raies mais ni leurs hauteurs, ni leur nombre (quelques dizaines à quelques centaines
typiquement) ni leurs positions dans le cube. Par ailleurs, la hauteur de certaines raies
peut être beaucoup plus faible que le niveau du bruit de fond et que celui d’autres sources
brillantes et étendues (dûes à d’autres étoiles et galaxies ou à des artefacts instrumentaux;
on regroupe ces sources sous le terme de signaux de nuisance).

Dans ce cadre, nous avons considéré une approche de détection en deux temps : les
signaux de nuisance sont d’abord supprimés et l’étape de détection des galaxies se fait
ensuite, dans le résidu. Pour s’adapter à l’alternative, l’approche considère les maximas
locaux du cube de données résiduel, après suppression des nuisances et divers filtrages.
En raison de ces prétraitements, la distribution sous H0 des maxima locaux n’est pas
connue. Le problème considéré ici est plus complexe que le précédent puisqu’il y a plusieurs
hypothèses nulles, chacune liée à un maximum local [16]. Si nous notons x, y, z la position
d’un maximum local, on teste H0,x,y,z : il n’y a pas de raie d’émission à la position (x, y, z),
contre H1,x,y,z : il y en a une à cette position. Le critère d’erreur considéré est celui
du FDR, moyenne du taux de fausses découvertes parmi les positions déclarées comme
correspondant à une galaxie.

L’approche que nous proposons pour ce problème est endogène. Nous montrons par
simulations que sous certaines hypothèses, la distribution sous H0 peut être estimée à
partir des données elles-mêmes et que la procédure de détection globale (incluant la sup-
pression des nuisances et les divers filtrages) contrôle le FDR. Nous appliquons cette ap-
proche à un cube de données issu de l’instrument MUSE et comparons avec les résultats
du télescope spatial Hubble [9].

4 Perspectives

Dans la communauté statistique mathématique, la validation de procédures de test ap-
prennant automatiquement la distribution nulle remonte aux procédures de test par per-
mutation ou par randomisation. Dans le cadre de tests multiples et du FDR, certaines
justifications ont été apportées récemment, voir par exemple [17, 18, 19]. Dans cer-
taines des études considérées ici, la validation des approches est faite par des simulations
numériques, qui nécessitent un choix particulier (et donc nécessairement un peu arbi-
traire) du jeu de paramètres. Une direction de recherche de ces travaux est d’obtenir
des garanties théoriques en simplifiant éventuellement les procédures et/ou les modèles
astrophysiques tout en s’inspirant des résultats théoriques récents.
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Figure 1: Puissance du test de détection au niveau 1% en fonction du temps pour
une planète orbitant circulairement une étoile de type solaire en 17,5 h. La masse
de l’exoplanète est de 0, 1 (bleu), 0,5 (noir) et 1 (rouge) masse terrestre. Le pas
d’échantillonnage des données est de 2h et L = 20. Les courbes pleines correspondent au
cas où le bruit généré par l’étoile est corrélé (cas réaliste) et les courbes en pointillés au cas
où il est blanc. L’écart-type du bruit est de 49 cm.s−1 et l’amplitude du signal planétaire
de quelques centimètres par seconde. La détection est plus difficile dans le cas d’un bruit
coloré (courbes pleines) car la période de la planète correspond à une zone de fréquences
où le bruit de fond créé par l’étoile est très énergétique. Dans cette configuration, la
détection d’une exoplanète d’une demi masse terreste serait possible avec une probabilité
de 80% en 12,4 jours; pour un bruit de même puissance mais blanc, cette durée tomberait
à 3 jours (disque et cercle bleus).
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Résumé. La catégorisation est un processus cognitif qui permet de regrouper des
objets ayant une ou plusieurs caractéristiques en commun. Un des problèmes majeurs
dans ce domaine est la multitude des modèles cognitifs qui ont comme but de reproduire
les performances de participants humains dans une tâche de catégorisation. Nous nous
proposons comme objectif de comparer deux modèles influents en psychologie : ALCOVE
et Component-Cue, tous deux fondés sur une structure de réseaux de neurones artificiels.
Après une présentation de ces deux modèles d’apprentissage, nous détaillerons la méthode
que nous avons utilisée pour déterminer lequel de ces modèles s’ajuste au mieux à un jeu
de données expérimentales. Nous montrerons enfin que la moitié des participants suit une
logique plus proche d’ALCOVE, tandis que l’autre moitié suit une logique plus proche de
Component-Cue.

Mots-clés. Cognition, Neurosciences, apprentissage de catégories, ALCOVE, réseau
de neurones artificiels, Component-Cue, estimation par maximum de vraisemblance, mé-
thode des moindres carrée.

Abstract. Categorization is a cognitive process that allows the grouping of objects
with one or more common features. One of the major problems in this field is the multitude
of cognitive models which aim to reproduce the performances of human participants in a
categorization task. We aim to compare two influential models in psychology : ALCOVE
and Component-Cue, both based on a structure of artificial neural networks. After a
presentation of these two learning models, we will present the method we used to determine
which of these models best fits an experimental dataset. We will finally show that half
of the participants follow a logic closer to ALCOVE, while the other half follows a logic
closer to Component-Cue.

Keywords. Cognition, neuroscience, categorization learning, ALCOVE, Component-
Cue, artificial neural network, maximum likelihood estimation (MLE), Sum of squared
differences (SSD).
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1 Introduction

En observant le ciel, nous étiquetons immédiatement le temps comme étant beau ou
mauvais ; une musique peut-être classée comme un morceau de jazz, folk, rap, ou autres
styles ; en lisant un texte nous l’identifions comme un article de journal, un roman, une
poésie ou autre encore. La catégorisation s’intéresse à l’ensemble de ce type de processus
cognitifs qui permettent à un apprenant, qu’il soit un humain, un animal ou un algorithme,
de placer des objets similaires dans un même groupe.

Un des problèmes majeurs dans ce domaine est la multitude et la variété des modèles
qui ont comme but de reproduire les performances de participants humains dans une tâche
de catégorisation. Un objectif est donc celui de comparer les modèles de catégorisation
les plus influents en psychologie cognitive. Avant de se plonger dans cette analyse, il est
important de comprendre en quoi consiste une expérience de catégorisation.

Dans une expérience de catégorisation, l’expérimentateur choisi un ensemble d’objets
qu’il place arbitrairement dans deux catégories. L’objectif du participant est de com-
prendre et d’assimiler la règle de catégorisation choisie à travers un apprentissage par
essai-erreur. La tâche de catégorisation est divisée en deux phases : une première phase,
appelée phase d’apprentissage, dans laquelle le participant est censé apprendre la règle
de catégorisation choisie par l’expérimentateur ; et une deuxième phase, appelée phase de
transfert, dans laquelle l’introduction de nouveaux objets permet de tester la généralisa-
bilité de l’apprentissage du participant.

Étant donné la différence de nature des phases d’apprentissage et de transfert, il y a des
modèles, dits de transfert, qui sont plus adaptés à la phase de transfert, et d’autres, dits
d’apprentissage, qui sont plus adaptés à la phase d’apprentissage. Les modèles de transfert
sont utiles pour reproduire les performances finales des participants (celles obtenues à la
fin du processus d’apprentissage), tandis que les modèles d’apprentissage peuvent rendre
compte à la fois de la dynamique d’apprentissage et de la phase de transfert. Ici, nous
nous focalisons sur deux modèles d’apprentissage qui ont montré dans le passé leur qualité
d’ajustement aux données humaines (voir [3] et [4]) : ALCOVE et Component-Cue. Ces
modèles sont tous deux fondés sur des réseaux de neurones et utilisent des conditions de
similarité.

Après une présentation des spécificités des deux modèles d’apprentissage considérés,
nous présenterons la méthode utilisée pour sélectionner le modèle qui s’adapte au mieux
aux données. Nous montrerons enfin les résultats obtenus sur données simulées et expéri-
mentales.

2 ALCOVE et Component-Cue

ALCOVE et Component-Cue sont deux modèles d’apprentissage basés sur une struc-
ture de réseau de neurones artificiels (Figure 1). Cette structure, conceptualisée pour
reproduire le fonctionnement de l’esprit humain dans une tâche de catégorisation, est
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constituée de trois parties : un premier nœud qui reçoit le stimulus (input), des nœuds
centraux qui élaborent l’information, et une dernière couche de nœuds (outputs) qui est
reliée aux précédents à travers des poids (spécifiques à chaque catégorie) et qui produit
une sortie pour chacune des catégories possibles. À chaque fois que le réseau reçoit un
stimulus, les nœuds s’allument selon une logique propre au modèle et la somme pondérée
de tous les nœuds produit les sorties des catégorie considérées. Les poids qui relient les

Nœuds · · ·

Output

Input

Figure 1 – Structure de réseau de neurones commune à ALCOVE et Component-Cue.

nœuds centraux à ceux de sortie sont mis à jour après chaque réception d’un stimulus.
Pour mettre à jour les poids, les modèles utilisent un algorithme de descente de gradient
qui cherche à minimiser l’écart entre la réponse du participant et les sorties du réseau. En
particulier, cette étape rend le processus d’apprentissage dépendant de tout le passé, en
augmentant ainsi la difficulté à analyser statistiquement ce type de modèles.

Les nœuds centraux d’ALCOVE et de Component-Cue élaborent l’information diffé-
remment. Dans ALCOVE chaque nœud code un objet de l’expérience et son activation
dépend de la similarité entre l’objet associé au nœud et le stimulus d’input. Au contraire,
dans Component-Cue chaque nœud code une des caractéristiques possibles de l’objet et
son activation se base sur la présence ou l’absence de la caractéristique considérée dans
le stimulus d’input. Si on dénote A et B les deux catégories dans lesquelles nous pouvons
classifier les objets, alors pour les deux modèles la sortie associée à la catégorie A au
temps t pour l’objet x est la suivante :

O
(t)
A (x) =

nX

i=1

ai(x) · w(t)
iA ,

où n représente le nombre de nœuds, ai(x) dénote l’activation du i-ème nœud suite à la
réception de l’input x, et w

(t)
iA représente le poids au temps t qui relie le i-ème nœud au

nœud de sortie de la catégorie A. Au contraire, la probabilité de classifier un objet dans
une des deux catégories revêt une forme différente dans les deux modèles. Pour ALCOVE,
la probabilité de catégoriser l’objet x dans la catégorie A est donnée par :

P(A | x,Ht−1) =
O

(t)
A (x) + b

O
(t)
A (x) +O

(t)
B (x) + 2b

,
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tandis que pour Component-Cue, elle est donnée par :

P(A | x,Ht−1) =
eφ·O

(t)
A (x)

eφ·O
(t)
A (x) + eφ·O

(t)
B (x)

,

où b et φ sont deux paramètres fixes à estimer, et Ht−1 représente le passé du processus
d’apprentissage jusqu’au temps t− 1.

Il est important de souligner que ALCOVE et Component-Cue peuvent aussi être
utilisés sur des données provenant d’une phase de transfert. Pour ce faire, il suffit de fixer
les poids du réseau de neurones. Pour citer un exemple, dans l’article [3], ALCOVE et
Component-Cue ont été utilisés dans leur forme dynamique de réseau de neurones sur des
données d’apprentissage, et ensuite dans leur forme statique sur des données de transfert.

3 Comment compare-t-on deux modèles d’apprentis-

sage ?

Pour déterminer le modèle qui s’ajuste au mieux aux données, nous exploitons la
division en deux phases, d’apprentissage et de transfert, caractéristique des expériences de
catégorisation. La phase d’apprentissage est utilisée pour l’estimation des paramètres du
modèle considéré, tandis que la phase de transfert est utilisée pour calculer l’erreur entre
les réponses du participant et les prévisions du modèle. La phase d’apprentissage permet
d’estimer les paramètres, tandis que la phase de transfert constitue notre test. L’estimation
des paramètres du modèle est faite par maximum de vraisemblance (maximum likelihood
estimation, MLE) :

✓̂ 2 argmin
θ

L(✓ ; DA),

où L représente la vraisemblance du modèle considéré et DA représente les données en
phase d’apprentissage. Au contraire, le calcul de l’erreur entre les prévisions et les réponses
des participants est fait en utilisant la méthode des moindres carrées (sum of squared
differences, SSD) :

SSD =
X

i∈DT

⇣
pθ̂i − ri

⌘2

,

où, pθ̂i dénote la probabilité donnée par le modèle de classifier le stimulus i dans la première
catégorie (cette probabilité est obtenue en utilisant le vecteur des paramètres estimés ✓̂),
ri dénote la réponse du participant au temps i et DT dénote les données en phase de
transfert. L’utilisation du calcul de la SSD comme critère pour déterminer le modèle qui
s’ajuste au mieux aux données est motivé par son utilisation en psychologie (voir [3] et
[4]).
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4 Application aux données simulées

Avant d’appliquer la méthode décrite ci-dessus aux données expérimentales, nous de-
vons nous assurer que, quand nous l’appliquons aux données simulées, nous sommes bien
capables de retrouver le modèle avec lequel nous avons créé les données. Pour ce faire,
nous simulons des données artificielles avec un modèle donné et nous appliquons la mé-
thode illustrée dans le paragraphe précédent afin d’établir, parmi tous les modèles, celui
qui s’ajuste au mieux aux données simulées. Si nous retrouvons bien le modèle avec lequel
nous avons simulées les données artificielles, nous pouvons affirmer que la méthode permet
de discriminer les modèles.

Pour simuler les données artificielles nous avons utilisé les paramètres trouvés à travers
la procédure d’estimation (des paramètres) sur données réelles. Les résultats en Figure 2
(à gauche) montrent que, si ALCOVE a la plus petite SSD, alors dans 90% des cas les
données ont été obtenues en utilisant ALCOVE. Au contraire, si Component-Cue a la
plus petite SSD, alors dans 84.8% des cas les données proviennent de Component-Cue.
Ces résultats nous permettent d’avoir un regard confiant vis-à-vis des conclusions que
nous obtiendrons sur données réelles.

5 Application aux données réelles

Nous pouvons enfin appliquer cette méthode aux données expérimentales recueillies
par Mathy [5] pour établir quel modèle, parmi ALCOVE et Component-Cue, se rapproche
au mieux aux réponses de chaque individu. Le résultat (Figure 2 à droite), montre que la
moitié des participants suit une logique plus proche d’ALCOVE, tandis que l’autre moitié
suit une logique plus proche de Component-Cue. Étant donné la fiabilité de l’analyse sur
données artificielles, nous pouvons affirmer qu’il y a deux types d’individus : une classe
d’individus qui a un raisonnement plus proche d’ALCOVE et une autre qui utilise un
raisonnement plus proche de Component-Cue.
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Figure 2 – Comparaison entre ALCOVE et Component-Cue. À gauche, sur données simulées, le
pourcentage de données simulées provenant d’ALCOVE ou de Component-Cue, en fonction du modèle
ayant la plus petite SSD. À droite, sur données réelles, le nombre et le pourcentage d’individus dont les
données s’ajoute au mieux à ALCOVE ou à Component-Cue.
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1: Université Paris-Saclay, AgroParisTech, INRAE, UMR MIA-Paris, Paris, France.
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Résumé

L’inférence de réseau est utilisée dans de nombreux domaines tels que la génomique ou
l’écologie pour déduire la structure d’indépendance conditionnelle entre les variables, à partir
des mesures de l’expression des gènes ou de l’abondance des espèces par exemple. Dans de
nombreux cas pratiques, il est probable que toutes les variables impliquées dans le réseau
n’ont pas été réellement observées. Les échantillons observés sont donc tirés d’une distribution
où certaines variables non observées ont été marginalisées.

Nous introduisons un modèle statistique générique pour l’inférence de réseau à partir de
données d’abondance avec acteur manquant. Le modèle comprend des effets fixes pour la prise
en compte des covariables environnementales et des efforts d’échantillonnage, et des effets
aléatoires corrélés pour coder les interactions des espèces. La structure de corrélation est celle
d’un modèle graphique gaussien marginalisé sur une ou plusieurs variables, correspondant
aux acteurs manquants. Le réseau inféré est obtenu comme une moyenne sur tous les arbres
couvrants, d’une manière efficace sur le plan des calculs.

Mots-clés : acteur manquant, algorithme EM variationnel, données d’abondance, inférence
de réseaux, modèles graphiques, modèle Poisson log-Normal, théorème arbre-matrice

Abstract

Network inference is used in many areas such as genomics or ecology to infer the structure
of conditional independence between covariates, based on the measures of gene expression
or species abundance for example. In many experiments, it is likely that not all covariates
involved in the network were actually observed. Then observed samples are drawn from a
distribution where some unobserved covariates were marginalized.

We introduce a generic staitstical model for network inference from abundance data with
missing actor. The model includes fixed effects to take account of environmental covariates
and sampling efforts, as well as correlated random effects to encode species interactions.
The correlation structure is that of a gaussian graphical model marginalized on one ore
more covariates, corresponding to the missing actors. The inferred network is obtained by
averaging on all spanning trees, in a computationnally efficient way.

Key-words: graphical models, network inference, missing actor, abundance data, Vari-
ational EM algorithm, matrix tree theorem, Poisson log-Normal model
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Introduction

L’inférence de réseau est utilisée dans de nombreux domaines tels que la génomique ou l’écologie
pour déduire la structure d’indépendance conditionnelle entre les variables, à partir des mesures
de l’expression des gènes ou de l’abondance des espèces par exemple. Cette inférence repose sur
la modélisation de la distribution jointe des différentes expressions ou abondances, pour laquelle
les modèles graphiques fournissent un cadre naturel et bien étudié. Ce cadre permet notamment
de distinguer les liens ”directs” reliant des variables dépendantes conditionnellement à toutes
les autres, des liens ”indirects” entre des variables liées, par exemple, à une même troisième.
La prise en compte de covariables décrivant les conditions environnementales ou expérimentales
permet également d’éviter l’inférence de liens entre des variables répondant conjointement à des
fluctuations de ces conditions.
Les modèles graphiques gaussiens (GGM) sont particulièrement populaires mais ne s’adaptent
pas aux données de comptages comme les données d’abondances d’espèces ou les mesures
d’expression de gènes obtenues par séquençage. Dans ce cas, une modélisation classique consiste
à introduire une couche latente gaussienne, conditionnellement à laquelle les données observées
sont distribuées selon une loi pertinente pour des comptages comme la loi de Poisson. Le
modèle Poisson-logNormal (Aitchison and Ho, 1989) entre dans cette catégorie. Son inférence
pose des difficultés liées à la loi conditionnelle des variables latentes sachant les variables ob-
servées, dont la complexité peut être contournée aux moyens d’approximations variationnelles
(Blei et al., 2017). Le recours à une couche latente gaussienne ouvre l’accès à toute une série
de méthodes disponibles, comme l’inférence de réseaux par GGM (Chiquet et al., 2019). Par
ailleurs l’utilisation d’un mélange d’arbre couvrants comme structure de dépendance de la couche
latente permet d’obtenir des probabilités pour chaque arête (Momal et al., 2020).
Cependant, dans de nombreux cas pratiques, il est probable que toutes les variables impliquées
dans le réseau n’ont pas été réellement observées. Les échantillons observés sont donc tirés d’une
distribution où certaines variables non observées, appelées ici ’acteurs’, ont été marginalisées,
comme l’illustre la Figure 1a) ci-dessous.
L’objectif de ce travail est d’introduire un cadre statistique permettant d’inférer l’existence et
la position dans le réseau d’acteurs manquants. Des travaux analogues existent dans le cadre
gaussien (Lauritzen and Meinshausen, 2012; Robin et al., 2019) mais l’extension au cas de
données de comptages est, à notre connaissance, nouvelle.

a) b)

1

2 3

4

x

T

ZO ZH

Y

Figure 1: a) Exemple de la marginalisation d’une variable x non observée dans un graphe à 4
variables. b) Modèle graphique reliant les données Y , la couche latente de paramètres gaussiens
Z = (ZO,ZH), ainsi que l’arbre latent T .

1 Modélisation

Modèle Poisson-logNormal. Nous commençons par rappeler le modèle PLN en prenant
pour exemple le cas de données d’abondance. On considère p espèces observées sur n sites. Les
abondances par site sont décrites dans la matrice n ⇥ p Y où Yij est l’abondance de l’espèce
j dans le site i, et Yi est le vecteur d’abondances collecté au site i (i ième ligne de Y ). Un
vecteur de covariables xi de taille d est mesuré dans chaque site i et toutes les covariables sont
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rassemblées dans la matrice n⇥d X. Le modèle Poisson-logNormal (PLN) prévoit qu’un vecteur
gaussien (latent) Zi de dimension p est associé à chaque site:

{Zi}1in iid, Z1 ⇠ Np(0,Ω
−1), (1)

les sites étant donc supposés indépendants. On réunit l’ensemble des vecteur latents Zi dans
une matrice n⇥ p notée Z. Le modèle PLN suppose ensuite que les abondances des différentes
espèces dans chaque site sont conditionnellement indépendantes et que leur distribution dépend
de l’environnement et de la variable latente associée:

{Yij}1in,1jp | Z iid, Yij | Z ⇠ P (exp(oij + x
|

i θj + Zij)) , (2)

où oij est un terme d’offset connu qui rend compte de l’effort d’échantillonnage. Le vecteur
d ⇥ 1 de coefficients de régression θj décrit l’effet de l’environnement xi sur l’espèce j. La
dépendance entre les abondances des différentes espèces est entièrement contrôlée par la structure
de dépendance latente encodée dans Ω.

Structure de dépendance parcimonieuse. L’inférence de réseau repose généralement sur
l’hypothèse que peu de paires d’espèces sont directement dépendantes, ce qui signifie que le
modèle graphique décrivant la dépendance entre leurs abondances est peu dense. On peut forcer
cette parcimonie en imposant à la matrice de précision Ω d’être fidèle à un arbre couvrant T
(soit Z1 ⇠ Np(0,Ω

−1
T ) où les termes non-nuls de ΩT correspondent aux arêtes de l’arbre T ),

mais cette hypothèse est très restrictive car elle n’autorise que p−1 liens parmi p espèces (Chow
and Liu, 1968). Une approche plus flexible consiste à supposer que les vecteurs latents sont issus
d’un mélange de lois (normales) chacune fidèle à un arbre T :

Z1 ⇠
X

T2Tp

πTNp(0,Ω
−1
T ), (3)

où Tp est l’ensemble des arbres couvrants à p noeuds. Si on suppose de plus que la loi sur les
arbres donnée par {πT }T2Tp est factorisable sur les arêtes:

πT =
Y

(j,k)2T

βjk

,

B, B =
X

T2Tp

Y

(j,k)2T

βjk, (4)

alors l’inférence d’un tel modèle est accessible d’un point de vue calculatoire grâce au théorème
arbre-matrice qui permet de calculer un terme de la forme de la constante de normalisation B en
O(p3) (Chaiken and Kleitman, 1978; Meilă and Jaakkola, 2006; Kirshner, 2008). La probabilité
d’un arbre est alors proportionnelle au produit des poids de ses arêtes {βjk}(j,k)2T .

Introduction d’acteurs manquants. La prise en compte d’acteurs manquants dans le modèle
PLN passe par l’hypothèse que le vecteur latent Zi associé au site i est en fait de dimension
(p + r) ⇥ 1 et se décompose en Z

|

i = [Z|

Oi,Z
|

Hi]
| où ZOi est de dimension p et correspond

aux espèces observées et ZHi est de dimension r et correspond aux acteurs (espèces ou autres)
manquants. Le modèle prévoit alors que

(i) les vecteurs d’abondances Yi des p espèces observées sont distribuées selon (2), en rem-
plaçant Z par ZO,

(ii) les Zi sont distribués selon le mélange décrit par (3) et (4) mais avec des lois normales de
dimension (p+ r), et des arbres pris dans Tp+r.
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La Figure 1b) donne le modèle graphique associé à ce modèle. Les données observées Y sont
indépendantes de l’arbre T conditionnellement aux variables latentes Z = (ZO,ZH), et leur
distribution conditionnelle ne dépend même que de ZO. De ce fait ZO constitue la partie latente
associée aux données observées, alors qu’aucune donnée observée n’est directement associée à
la partie ZH . Finalement, le modèle PLN original concerne uniquement les variables Y et
ZO. L’utilisation d’une structure de dépendance par mélange d’arbres permet une inférence
parcimonieuse et efficace, et les acteurs manquants sont pris en compte dans la variable ZH .

2 Inférence par algorithme EM Variationnel

Vraisemblance La vraisemblance jointe des données observées et cachées se factorise comme
suit

p(Y ,Z, T ) = pβ(T ) pΩT
(Z | T ) pθ(Y | Z)

= pβ(T ) pΩT
(ZO | T ) pΩT

(ZH | ZO, T ) pθ(Y | ZO)

en notant β la matrice contenant les poids des arêtes βjk. Cette factorisation est suggérée
par le modèle graphique donné en Figure 1b). L’obtention des estimateurs du maximum de
vraisemblance demanderait à évaluer la loi conditionnellle de l’ensemble des variables man-
quantes sachant les données observées, à savoir p(T,Z | Y ).

Approximation variationnelle. Dans le cas présent la loi p(T,Z | Y ) n’a pas de forme sim-
ple et nous adoptons donc une approche variationnelle qui vise à maximiser une borne inférieure
de la log-vraisemblance de données observées log p(Y ), à savoir

J (Y ; g, h) = log p(Y )−KL [q(T,Z)|| p(T,Z | Y )]

= Eq

⇥
log pθ(Y | ZO) + log pΩT

(ZO | T )
⇤
− Eq[log h(ZO)] + Eq[log pΩT

(ZH | ZO, T )]

+ Eq

⇥
log pβ(T )− log g(T )

⇤
− Eq[log h(ZH)]

oùKL [q(T,Z)|| p(T,Z | Y )] est la divergence de Küllback-Leibler entre la loi approchée q(T,Z)
et leur vraie loi conditionnelle.

Lois approchées L’approximation que nous adoptons repose sur une factorisation de la loi q
en le produit de deux lois h et g portant respectivement sur Z et sur T : q(T,Z) = g(T )h(Z).
Du fait de cette factorisation supposée, la contribution de Eh[log p(Z | T )] ainsi que log p(T )
– seuls termes qui font intervenir T dans la borne inférieure – prennent la forme de sommes sur
les arêtes. La loi g minimisant la divergence de Küllback doit donc également prendre une forme

factorisable sur les arêtes, à savoir : g(T ) =
⇣Q

kl
eβkl

⌘
/ eB.

De plus, il découle de l’indépendance des échantillons que h est une loi produit : h(Z) =Q
i hi(Zi). Notre approximation variationnelle consiste à supposer que chacune de ses com-

posantes est une loi normale multivariée : h(Zi) = N (Zi;mi,Si), où Si est diagonale.

2.1 Algorithme proposé.

Optimisation en θ et en h(ZO). Nous choisissons de tirer partie de l’algorithme VEM
implémenté par Chiquet et al. (2018a,b) dans le package PLNmodels pour optimiser la borne
inférieure J (Y ; g, h). Il est en effet possible de faire apparâıtre dans J (Y ; g, h) la borne
inférieure d’un modèle PLN simple, notée JPLN . On a :

J (Y ; g, h) JPLN (Y ;h(ZO),θ)

+ Egh[log p(ZH | ZO, T )] + Eg[log p(T )− log g(T )]− Eh[log h(ZH)].
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L’étape VE de l’algorithme maximise JPLN et fournit les moments d’ordre 1 et 2 de la par-
tie ”observée” de la loi approchée h: mOi et SOi. Reprendre ces estimateurs pour la suite
de l’optimisation permet de maximiser J (Y ; g, h) en θ et en partie en h(ZO). Il reste une
dépendance en ZO dans Egh[log p(ZH | ZO, T )], c’est donc une solution sous-optimale en h(ZO).

Etape VE : optimisation en g et h(ZH). L’étape VE minimise la distance entre les distri-
butions conditionnelle et approchée :

arg min
g,h(ZH)

KL (g(T )h(Z) || p(Z, T | Y ))

La mise à jour des poids eβjk des arêtes entre deux noeuds observés (resp. un noeud observé et
un noeud caché) est obtenue en annulant les termes de la distance qui dépendent des arêtes entre
deux noeuds observés (resp. un noeud observé et un noeud caché). La mise à jour de h(ZH)
est obtenue en dérivant l’expression et en reprenant les paramètres de la loi h(ZO) optimisée à
l’étape précédente.

Etape M : optimisation en β et ΩT . L’étape M maximise la borne inférieure J (Y ; g, h)
en les paramètres de p(Z, T | Y ) qui n’ont pas encore été optimisés, soit en β et ΩT :

argmax
β,ΩT

J (Y ; g, h) = argmax
β,ΩT

{Egh[log(pβ(T )pΩT
(Z | T ))]}

La loi de l’arbre est mise à jour au travers de β grâce à la formule explicitée dans Momal
et al. (2020). La mise à jour pour ΩT est la même que celle obtenue dans Robin et al. (2019)
concernant les éléments hors de la diagonale, en revanche la diagonale est obtenue de manière
explicite et ne nécessite pas d’optimisation numérique.

3 Discussion

Nous présentons une approche variationnelle pour l’inférence de réseau à partir de données de
comptage avec acteur manquant. Des simulations préliminaires montrent que pour pouvoir être
détecté, un acteur manquant doit être lié à beaucoup de variables et donc avoir un effet majeur
sur le réseau. Un tel acteur peut être par exemple une espèce écologique centrale, ou une variable
environnementale importante comme la température, ou la profondeur.
Ajouter un acteur manquant dans l’inférence de réseau permet d’obtenir certaines de ses car-
actéristiques, qui pourraient donner une idée de sa nature. L’algorithme VEM développé ici
donne plusieurs informations, notamment les probabilités de liens avec les autres noeuds, ainsi
que les moyennes et variances de l’acteur estimées sur chacun des sites. Cette présentation
sera complétée par des simulations portant sur la capacité de l’algorithme à retrouver le réseau
complet, et des exemples illustratifs d’acteurs manquants sur des jeux de données écologiques.
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Cartes spatiales dans le cerveau des mammifères :
modélisation et analyse d’enregistrements

expérimentaux

Rémi Monasson & Simona Cocco

Laboratoire de Physique de l’Ecole Normale Supérieure, PSL Research & CNRS
UMR8023, 24 rue Lhomond, 75005 Paris

Résumé. Les mammifères sont capables de créer et mémoriser des représentations de
leur environnement, appelées cartes spatiales. Quels modèles théoriques permettent de
comprendre comment ces cartes sont mémorisées et codent pour la position de l’animal? Je
montre ici le point de vue d’un physicien statisticien pour répondre à cette question et com-
ment ces modèles peuvent être confrontés quantitativement aux données expérimentales
(enregistrements multi-électrodes dans l’hippocampe) chez le rat.

Mots-clés. cartes spatiales, hippocampe, physique et inférence statistiques, décodage

Abstract. Mammals are able to create and store neural representations of their envi-
ronment, called spatial maps. What are the theoretical models allowing us to understand
how those maps are memorized and code for the animal position? I report here a statis-
tical physicist’s viewpoint on this question and how these models can be quantitatively
confronted with experimental data (multi-electrode recordings in the hippocampus) in
behaving rats.

Keywords. spatial maps, hippocampus, statistical physics and inference, decoding

1 Introduction : cartes spatiales dans le cerveau des

mammifères.

Il est crucial pour les animaux de pouvoir établir et mémoriser des représentations men-
tales de leur environnement. Ces représentations spatiales, ou cartes, sont nécessaires pour
permettre la navigation, en particulier, la planification de trajets permettant d’atteindre
une destination (source de nourriture, abri, etc ...). Au début de la seconde moitié du
XXe siècle, il est apparu, notamment grâce à l’étude du patient HM, que l’hippocampe,
une région du cerveau présente chez tous les mammifères, jouait un rôle crucial dans
l’acquisition et la mémorisation de ces cartes spatiales. Dans les années 70, J. O’Keefe et
ses collaborateurs enregistrèrent l’activité électrique des neurones dans l’hippocampe du
rat et découvrit l’existence des cellules de lieu (place cells en anglais), découverte qui fut
récompensée par l’attribution du prix Nobel de physiologie et médecine en 2014 [O’Keefe
1978; Moser 2008]. Ces neurones ont la propriété remarquable d’être actifs lorsque l’animal

1
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se trouve dans des régions spécifiques de l’environnement, appelée champs de lieu, ou place
fields, et qui dessinent approximativement des disques, et d’être silencieux lorsque l’animal
se situe en dehors de cette région. Ainsi, la séquence d’activation des neurones dépend
de la trajectoire de l’animal dans l’espace et de la carte qui est utilisée par l’hippocampe
(Figure 1, carte spatiale A ou B). Une fois que ces neurones acquièrent leurs champs
de lieu (ce qui prend environ une dizaine de minutes dans un nouvel environnement),
ceux-ci sont stables : le même neurone sera actif au même endroit lorsque l’animal est
replacé quelques jours ou semaines plus tard dans son environnement, et les champs de
lieu subsistent dans l’obscurité : les stimuli visuels sont important pour l’acquisition des
cartes spatiales, mais pas pour leur réactivation dans un environnement donné. Notons
que les neurones de lieu existent aussi en 3D, comme l’ont montré des expériences sur les
chauve-souris : les champs de lieu sont approximativement sphériques.

2 Une seule carte : le point de vue de la physique

statistique

Comment comprendre l’existence de neurones de lieu? Un modèle relativement simple,
introduit par Lebowitz et Penrose à la fin des années 60 [Lebowitz 1966] pour analyser
la transition liquide-gaz, permet d’imaginer un mécanisme. Imaginons un gaz sur réseau,
par exemple, une grille régulière en dimension D = 2 ou 3, et appelons ~ri les positions
des noeuds i dans l’espace. Chacun des N noeuds i du réseau peut être occupé ou pas
par une particule du gaz, et on appelle σi = 0, 1 la variable d’occupation correspondante.
Ces particules interagissent de manière attractive à courte portée (si elles occupent des
sites proches l’un de l’autre) et n’interagissent pas à grande distance.
Dans l’ensemble canonique à température T , la probabilité d’une configuration des nom-
bres d’occupations, σ = (σ1, σ2, ..., σN), est donnée par la distribution de Boltzmann
associée à l’énergie

E[σ] = −
X

i<j

Jij σi σj où Jij = J
(
|~ri − ~rj|

)
, (1)

avec la contrainte que le nombre de particules est fixé:
NX

i=1

σi = ⇢ N , où ⇢ est la densité.

Ici, le couplage effectif J(d) est positif à courte distance d et s’annule lorsque d augmente,
par exemple J(d) ⇠ e−d. A température suffisamment basse, ce modèle prédit l’existence
d’une phase ferromagnétique, où la majeure partie des ⇢N particules s’accumulent autour
d’une position sur le réseau, formant une goutte liquide de haute densité, tandis que le
reste du réseau est envahit par une vapeur saturante de basse densité. La position de la
goutte liquide est arbitraire du fait que les interactions Jij entre sites ne dépendent que de
leur distance relative |~ri−~rj| : la fonction énergie (1) est invariant par translation. Ainsi,

2
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ce modèle définit une population de variables en interaction, dont les activité ‘codent’ pour
une variable collective, ~r =

P
i σi ~ri, qui n’est autre que le centre de la goutte. Lorsque ~r

varie, c’est-à-dire que la goutte se déplace, chacune des variables σi se comporte comme
un ‘neurone’ (binaire) de lieu : elle sera en moyenne peu active (car faisant partie de la
phase vapeur) si ~r est loin de ~ri et très active (car étant dans la goutte) si ~r ' ~ri : on peut
donc interpréter ~ri comme le centre du champ de lieu de la variable i, dont l’extension
cöıncide avec celle de la goutte (fixée par ⇢ et la portée des interactions).

Ce modèle de particules peut être traduit directement dans le langage des neurosciences
computationnelles (où il a été red́ecouvert indépendamment par Amari [Amari 1977]) en
utilisant la table de correspondance ci-dessous :

particules sur réseau cellules de lieu
site (occupé ou vide) neurone (actif ou silencieux)
densité de particules activité neuronale moyenne
attraction à courte portée interactions excitatrices 1

position ~ri du site i centre du champ de lieu du neurone i
goutte de liquide ‘goutte’ d’activité neuronale
position ~r de la goutte variable collective codée par la population de neurones
densité de particules en ~r activité moyenne des neurones codant pour ~r
température T bruit neuronal

Une conséquence remarquable de l’invariance par translation et de cette correspondance
est, que en l’absence de force ou stimulus extérieur déplaçant la goutte neuronale, celle-ci
devrait diffuser librement et donc correspondre à une marche aléatoire (virtuelle) dans
l’environnement. C’est précisément ce que montre  l’analyse de l’activité neuronale d’un
rat en train de dormir [Stella 2019].

3 Plusieurs cartes

Se pose alors le problème suivant : alors qu’un animal a un seul hippocampe (dans chaque
hémisph̀ere), il est capable d’acquérir et mémoriser un très nombre de cartes spatiales.
Comment toutes ces cartes peuvent-elles coexister dans un même réseau neuronal sans
(trop) interférer, et comment étendre le modèle (1) ci-dessus à plusieurs cartes? La
réponse standard à ces questions [Samsonovitch 1997], consiste à remplacer les couplages

1Les interactions excitatrices entre neurones pourraient être une conséquence du phénomène de plas-
ticité synaptique : l’hypothèse actuelle est que, lorsque l’animal parcourt un nouvel environnement, les
stimuli sensoriels (visuels, olfactifs, proprioceptifs, ...) activent de manière plus ou moins al’eatoires les
neurones dans l’hippocampe ce qui, par apprentissage hebbien renforcerait les connexions entre neurones
activés simultanément.

3
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Jij = J
(
|~ri − ~rj|

)
dans l’énergie (1) par

Jij =
LX

`=1

J
(
|~r(`)i − ~r

(`)
j |

)
(2)

où la somme porte sur les L différents environnements à mémoriser. Dans la formule
précédente, ~r

(`)
i représente la position du centre du champ de lieu de la cellule i dans l’a

carte `. Il est en effet connu expérimentalement que la même cellule peut avoir des champs
de lieu en des positions apparemment sans aucune relation les unes avec les autres, un
phénomène appelé remapping en anglais (Figure 1, comparer les cartes A et B). Le modèle
(2) souffre d’un défaut rédhibitoire lorsque le nombre d’environnements, L, est grand (plus
précisément, lorsque N et L tendent à l’infini à rapport ↵ = L/N fixé). Si une goutte se
forme dans une carte ` (ce qui veut dire que les neurones/nombres d’occupations actifs
correspondent à des positions proches les unes des autres dans cette environnement, mais
pas dans les autres), les couplages codant pour les cartes `0 6= ` brisent l’invariance par
translation. De grandes barrières énergétiques, dont on peut calculer les distributions et
les corrélations spatiales [Monasson 2014] s’opposent au déplacement de la goutte et la
piègent dans quelques positions particulières. L’activité neuronale ne peut plus représenter
l’ensemble des positions de l’animal dans l’environnement et la carte devient inutilisable.
Si le rapport ↵ devient trop grand (dépasse une valeur critique dépendant de ⇢ et de
la fonction J(d)), ces quelques positions n’existent même plus : il devient impossible de
former une goutte dans une carte quelconque [Monasson 2013]. Très récemment, nous
avons proposé une règle d’apprentissage des couplages Jij, bien plus efficace que (2), qui
permet de concilier grande capacité de mémorisation et haute résolution spatiale [Battista
2020].

En dépit de ces défauts, la prescription simple (2) est intéressante pour mémoriser un
nombre L petit de cartes (fini, alors que N est envoyé à l’infini). Ce cas limite a une
réalisation expérimentale approchée : dans un travail publié en 2011, K. Jezek et ses
collaborateurs ont entrâıné un rat à explorer deux pièces (appelée A et B) en tous points
identiques, sauf pour leur faible éclairage (sur le plafond ou sur le coté selon la pièce)
[Jezek 2011]. Ils observent que les cellules de lieu (une trentaine sont enregistrées de
manière simultanée) ont des champs de lieu di↵érent dans les deux pièces, par exemple
une même cellule sera active dans le coin en haut a gauche de la première pièce et au
centre de la deuxième, en accord avec la propriété de remapping (Figure 1). Ensuite, le
rat est placé dans une troisième pièce, identique aux deux précédentes mais munie d’un
interrupteur permettant de changer abruptement les conditions d’éclairage, c’est-à-dire,
en quelque sorte, de téléporter l’animal de la pièce A à B et vice versa! Nous nous sommes
intéressés à la modélisation et l’analyse de cette expérience :

D’abord, nous avons montré que, sous l’e↵et du bruit thermique/neuronal, la goutte
d’activité peut spontanément passer d’une carte à l’autre. Deux scénarios sont possibles
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[Monasson 2015] : soit la goutte s’évapore de la carte A puis se condense dans la carte B,
soit elle transite de A vers B à travers un état mixte (semi-goutte dans les deux cartes en
même temps), ce qui n’est possible qu’en des positions très particulières où les topologies
des deux cartes se ressemblent localement (les champs de lieu d’un même sous-groupe de
cellules se recouvrent dans les deux cartes autour de positions qui forment des sortes de
‘trous de vers’ neuronaux permettant le passage d’une carte à l’autre). Ces transitions
spontanées sont observées dans l’expérience de K. Jezek et ses collaborateurs, où l’activité
hippocampale peut changer brutalement de celle de la carte A à celle de la carte B sans
que l’interrupteur ne soit manipulé2.

Ensuite, L. Posani, S. Cocco et moi avons ré–analysé les enregistrements expérimentaux
en construisant un décodeur bayesien dual (faisant appel à des modèles graphiques),
de la carte et de la position dans la carte, en fonction du vecteur d’activité instantané
(Figure 1) [Posani 2018]. Nous avons pu montrer que, bien que la carte chargée par
l’hippocampe puisse changer très rapidement (de A ! B ou B ! A) sur un temps
caractéristique ⇠ 100 msec, notamment dans les quelques secondes qui suivent un bas-
culement de l’interrupteur, la position codée par la goutte neuronale reste très précisément
celle de l’animal. En d’autres mots, la population neuronale exprime à tout moment une
information positionnelle précise dans des ‘langages’ (cartes) qui varient rapidement au
cours du temps. Nous avons proposé un modèle, fondé sur un conflit entre les différentes
entrées sensorielles, qui permet d’expliquer ce résultat.
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Figure 1: Cellules de lieu, cartes spatiales et décodage de la carte et de la position [Posani
2018]. Gauche : lorsqu’un rongeur se déplace dans un environnement, il traverse les
champs de lieu de neurones de l’hippocampe, qui s’activent séquentiellement. Droite :
activité des cellules, que l’on peut résumer dans un vecteur binaire (0: cellule silencieuse,
1: active) à chaque temps t. Chaque couleur correspond à une cellule de lieu, qui peut
avoir un champ de lieu dans une ou plusieurs cartes spatiales (gauche). Dans l’expérience
de Jezek et al., à tout moment, l’hippocampe utilise une des deux cartes spatiales apprises
par le rat; les changements de cartes sont indiqués par des flèches verticales en pointillés.
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RÈsumÈ. Nous avons Ètendu le domaine díapplication du processus díapproximation
stochastique de vecteurs propres de Oja en en dÈmontrant la convergence presque s˚re
sous des hypothËses plus gÈnÈrales. Nous Ètudions líapplication ‡ líanalyse canonique
gÈnÈralisÈe (ACG) díun vecteur alÈatoire Z dans le cas de donnÈes massives ou en áux. Les
composantes gÈnÈrales de líACG sont les composantes principales de líACP de Z avec une
mÈtrique particuliËreM . Nous dÈÖnissons des processus díapproximation stochastique o˘
líon peut utiliser ‡ chaque Ètape toutes les observations de Z e§ectuÈes jusquí‡ cette
Ètape sans avoir ‡ les stocker au lieu uniquement des nouvelles observations ‡ ce pas,
pour estimer simultanÈment la mÈtrique M , les composantes gÈnÈrales de líACG et les
valeurs propres associÈes.
Mots-clÈs. Analyse canonique gÈnÈralisÈe, Approximation stochastique, DonnÈes

massives, Estimation en ligne, Flux de donnÈes, Valeurs propres, Vecteurs propres.

Abstract. We widened the scope of the 0jaís eigenvector stochastic approximation
process proving its almost sure convergence under more general assumptions. We study
the application to generalized canonical correlation analysis (gCCA) of a random vector
Z in the case of big or streaming data. The general components of gCCA are principal
components of PCA of Z with a particular metricM . We deÖne stochastic approximation
processses using at each step all observations up to this step without storing them instead
of the new observations at this step only, to estimate simultaneously the metric M , the
general components of gCCA and the corresponding eigenvalues.
Keywords. Big data, Data stream, Eigenvalues, Eigenvectors, Generalized canonical

correlation analysis, Online estimation, Stochastic approximation.

1 Analyse de donnÈes massives ou en áux

Dans le contexte díun áux de donnÈes, on peut utiliser des algorithmes rÈcursifs pour
estimer en ligne des paramËtres díintÈrÍt, par exemple :
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- les paramËtres díune fonction de rÈgression linÈaire (Duarte et al, 2018) ou
logistique (LallouÈ et al, 2019) ;

- les centres de classe en classiÖcation non supervisÈe (Cardot et al, 2012) ;
- des composantes principales en ACP (Monnez et Skiredj, 2019).

Le principe en est que chaque vecteur de donnÈes entrant est utilisÈ pour actualiser
líestimation courante des paramËtres díintÈrÍt. Dans le cas díun tableau de donnÈes
massives, ce type de mÈthode peut aussi Ítre utilisÈ en e§ectuant dans le temps une
succession de tirages au hasard de lignes du tableau.
Les avantages de ces mÈthodes sÈquentielles sont multiples :

- on nía pas besoin de stocker les donnÈes ;
- on peut prendre en compte beaucoup plus de donnÈes quíavec les mÈthodes non

sÈquentielles durant la mÍme durÈe de temps ;
- elles utilisent moins de place que les mÈthodes non sÈquentielles.

Nous avons montrÈ que líon pouvait utiliser ‡ chaque Ètape dans certaines mÈthodes,
au lieu díun lot de nouvelles donnÈes, toutes les donnÈes jusquí‡ líÈtape courante sans
avoir ‡ les stocker, donc prendre en compte toute líinformation contenue dans les donnÈes
prÈcÈdentes et amÈliorer ainsi en gÈnÈral la vitesse de convergence des processus, comme
cela a ÈtÈ vÈriÖÈ empiriquement dans le cas de la rÈgression linÈaire en ligne (Duarte et
al, 2018) et líACP en ligne (Monnez et Skiredj, 2019).

2 Líalgorithme de Oja

Soit B une matrice (p; p) symÈtrique de vecteurs propres normÈs V1; :::; Vp associÈs aux
valeurs propres (1 > ::: > (p. Soit (an) une suite de nombres rÈels positifs. kxk dÈsigne
la norme euclidienne usuelle díun vecteur x de Rp, la norme matricielle est la norme
spectrale.
Supposons que B soit inconnue et quíil existe une suite (B1; :::; Bn; :::) de matrices alÈa-

toires symÈtriques mutuellement indÈpendantes, bornÈes presque s˚rement et díespÈrance
mathÈmatique B. Soit le processus stochastique normÈ (Xn; n > 1) dÈÖni par Oja et
Karhunen (1985) tel que :

Xn+1 =
(I + anBn)Xn

k(I + anBn)Xnk
. (1)

La convergence presque s˚re de ce processus vers un vecteur propre normÈ associÈ ‡ la
plus grande valeur propre de B a ÈtÈ Ètablie par Oja et Karhunen (1985). Sa rapiditÈ de
convergence est ÈtudiÈe dans Balsubramani et al (2013). Remarquons que, Tn Ètant la
tribu engendrÈe par X1; B1; :::; Bn"1, on a E [Bn j Tn] = B.

Dans le cas de líACP díun vecteur alÈatoire Z, Rp Ètant muni díune mÈtrique M
qui peut dÈpendre de caractÈristiques de Z, pour dÈterminer les composantes princi-
pales on recherche les premiers vecteurs propres de la matrice M"1symÈtrique B =

2
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ME
h
(Z $ E [Z]) (Z $ E [Z])0

i
. Dans le cas díun áux díobservations de Z, E [Z] et

M ne sont pas connues a priori, mais peuvent Ítre estimÈes en ligne. LíhypothËse
díindÈpendance des Bn níest alors pas vÈriÖÈe.

De faÁon gÈnÈrale, soit une matrice Q-symÈtrique B, pour n > 1, Qn une mÈtrique
connue ‡ líÈtape n $ 1 convergeant presque s˚rement vers Q, h:; :in et k:kn le produit
scalaire et la norme induits par la mÈtrique Qn. Nous Ètablissons dans (Monnez, 2020)
un thÈorËme de convergence presque s˚re de processus (X i

n) ; i = 1; 2; :::; r, obtenus par
une orthonormalisation de Gram-Schmidt ‡ líÈtape n par rapport ‡ Qn+1, vers 'Vi et
()in) ; i = 1; 2; :::; r; vers (i, tels que :

eY in+1 = (I + anBn) eX i
n (2)

eX i
n+1 = eY in+1 $

X

j<i

D
eY jn+1; Xj

n+1

E
n+1

X
j
n+1; X i

n+1 =
eX i
n+1''' eX i

n+1

'''
n+1

(3)

)in+1 = (1$ an) )in + an
(
BnX

i
n; X

i
n

)
n
: (4)

Ce thÈorËme peut Ítre utilisÈ dans des cas o˘ E [Bn j Tn] converge p.s. vers B ou Bn
converge p.s. vers B.
Il Ètend ou complËte ceux donnÈs par BenzÈcri (1969), Oja et Karhunen (1985), Duáo
(1997) et BrandiËre (1998) pour líACP, Monnez et Skiredj (2019). Nous en ÈnonÁons un
corollaire dans le cas o˘ Bn $B = B1n +B2n en supposant :
H1 (a) B est Q-symÈtrique. (b) Les valeurs propres de B sont simples.

H2 (a)
P1

1
an kB1nk <1 p.s.; E [B2n j Tn] = 0 p.s.; E

h
supn kB2nk

2
i
<1:(b) Pour tout

n, I + anBn est inversible.
H3 (a) an > 0;

P1
1
an =1;

P1
1
a2n <1.

H3 (b) an =
a
n!
avec a > 0; 2

3
< 6 ) 1 et a > 1

2
pour 6 = 1 (une hypothËse plus

gÈnÈrale peut Ítre formulÈe).
H4 Qn $! Q;

P1
1
an kQn $Qk <1 p.s.

H5 Pour i = 1; :::; r;X i
1 est une variable alÈatoire absolument continue indÈpendante

de B1; :::; Bn; :::.

ThÈorËme 1 Sous les hypothËses H1a,b,2a,b,3b,4,5, on a presque s˚rement pour

i = 1; :::; r : X i
n $! Vi ou $Vi, )in $! (i,

P1
1
an jhBX i

n; X
i
nin $ (ij < 1. Dans

le cas o˘ B2n = 0, on a les mÍmes conclusions en remplaÁant H3b par H3a ; en outreP1
1
an jhBnX i

n; X
i
nin $ (ij <1 et

P1
1
an j)in $ (ij <1 presque s˚rement.

3

591 sciencesconf.org:jds2020:330285

He



3 Líanalyse canonique gÈnÈralisÈe

3.1 Formulation probabiliste

Supposons que líensemble des composantes díun vecteur alÈatoire Z dans Rp soit parti-
tionnÈ en q sous-ensembles de variables alÈatoires rÈelles

+
Zk1; :::; Zkrk

,
; k = 1; :::; q. Soit

Zk le vecteur alÈatoire dans Rrk dont les composantes sont Zk1; :::Zkrk . Soit Ck la matrice
de covariance de Zk, C celle de Z. Supposons quíil níy ait pas de relation a¢ne entre les
composantes de Z, ainsi Ck; k = 1; :::; q et C sont inversibles.
Soit le problËme suivant : pour l = 1; :::; r ) p, dÈterminer au pas l une combinaison

linÈaire de toutes les composantes centrÈes de Z, Ul = <
0
l (Z $ E [Z]), appelÈe li%eme com-

posante gÈnÈrale, de variance 1 et non corrÈlÈe ‡ U1; :::; Ul"1, et, pour k = 1; :::; q, une com-
binaison linÈaire de variance 1 des composantes centrÈes de Zk, V kl =

-
=kl
.0 -
Zk $ E

/
Zk
0.
,

appelÈe l%eme composante canonique du ki%eme sous-ensemble de variables, qui maximisentPq

k=1 >
2
-
Ul; V

k
l

.
, > dÈsignant le coe¢cient de corrÈlation linÈaire.

Soit M la matrice inconnue díordre p diagonale par blocs dont le ki%eme bloc diagonal

est Mk =
-
Ck
."1
. Soit <l =

1-
<1l
.0
::: (<ql )

0
20
; <kl 2 Rmk ; k = 1; :::; q. On montre que <l

est un vecteur propre C-normÈ de la matrice M"1-symÈtrique B = MC correspondant
‡ sa li%eme plus grande valeur propre (l et que pour k = 1; :::; q, il existe 6

k
l 2 R tel que

=kl = 6kl <
k
l . Remarquons que

p
(l (<l)

0 (Z $ E [Z]) est la li%eme composante principale de
líACP de Z avec la mÈtrique M . Líobjectif est donc de rÈaliser líACP en ligne de Z en
utilisant ‡ líÈtape n un estimateur convergent Mn de M .
Dans le cas o˘ pour tout k, mk = 1, cette analyse est Èquivalente ‡ líACP normÈe.
Dans le cas q = 2, cette analyse est Èquivalente ‡ líanalyse canonique de deux ensembles

de variables, qui a pour cas particuliers líanalyse factorielle discriminante et líanalyse
factorielle des correspondances. Pour k = 1; 2,

-
<kl
.0 -
Zk $ E

/
Zk
0.
est colinÈaire ‡ la

li%eme composante canonique du ki%eme ensemble de variables.

3.2 Approximation stochastique dans le cas díun áux

Soit (Z11; :::; Z1m1
; :::; Zn1; :::; Znmn

; :::) un Èchantillon i.i.d. de Z avec Zij =
-
Z1ij; :::; Z

q
ij

.

; Zn1; :::; Znmn
sont observÈs ‡ líÈtape n du processus. On note Tn la tribu du passÈ ‡

líÈtape n, par rapport ‡ laquelle Z11;:::; Zn"1;mn"1
sont mesurables. On note Zn la moyenne

des Zi observÈs jusquí‡ líÈtape n, et Z
k

n celle des Z
k
i pour k = 1; :::; q. On note Cn la

matrice de covariance des Zi observÈs jusquí‡ líÈtape n, et C
k
n celle des Z

k
i pour k = 1; :::; q;

qui peuvent Ítre calculÈes de faÁon rÈcursive :

Ckn =
1

@n

nX

i=1

miX

j=1

ZkijZ
k0
ij $ Z

k

nZ
k0

n ; @n =

nX

i=1

mi: (5)
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Mk =
-
Ck
."1

est solution de líÈquation en X : CkX $ I = 0 ou

E
h1
ZkZk0 $ E

/
Zk
0
E
/
Zk
002
X $ I

i
= 0: (6)

Pour estimer Mk =
-
Ck
."1
, on dÈÖnit le processus díapproximation stochastique-

Mk
n ; n > 1

.
tel que :

Mk
n =M

k
n"1 $ an

-
CknM

k
n"1 $ I

.
: (7)

On fait les hypothËses :
H6 (a) Il níy a pas de relation a¢ne entre les composantes de Z ; (b) Z admet des

moments díordre 4.
H3 (c)

P1
1

anp
n
<1.

ThÈorËme 2 Sous les hypothËses H6a,b,3a,c, on a presque s˚rement : Mk
n $!-

Ck
."1

;
P1

n=1 an

'''Mk
n $

-
Ck
."1''' <1.

Soit Mn et Nn les matrices diagonales par bloc dont les k
i%emes blocs diagonaux sont

respectivement Mk
n et C

k
n; k = 1; :::q. Nn est symÈtrique positive de plein rang ‡ partir

díun certain n que líon suppose Ègal ‡ 1. Soit :

Bn =Mn

 
!1nCn + !2n

 
1

mn

mnX

j=1

ZnjZ
0
nj $ ZnZ

0

n

!!
; !1n > 0; !2n > 0; !1n + !2n = 1:

(8)
Bn est la somme de deux termes, le premier correspondant ‡ líutilisation de toutes les
observations jusquí‡ líÈtape n et le deuxiËme ‡ celle díun lot de mn observations entrÈes
‡ cette Ètape, pondÈrÈs par un poids compris entre 0 et 1 et dÈpendant de n. On peut
aussi dÈÖnir Bn de telle maniËre quí‡ partir díune Ètape N , on ne tienne plus compte
des observations e§ectuÈes avant cette Ètape. On dÈÖnit les processus (X i

n; n > 1) et
()in; n > 1) comme prÈcÈdemment en faisant líorthonormalisation de Gram-Schmidt ‡
líÈtape n par rapport ‡ Nn (on a Qn+1 = Nn). On fait líhypothËse :
H6 (c) Z est p.s. bornÈe.

ThÈorËme 3 Sous les hypothËses H1b,3b,c,5,6a,c, on a presque s˚rement pour i =
1; :::; r : X i

n $! Vi ou $Vi, )in $! (i,
P1

1
an jhBX i

n; X
i
nin $ (ij < 1. Dans le cas o˘

!2n = 0, on a les mÍmes conclusions en remplaÁant H3b par H3a et H6c par H6b ; on a
en outre

P1
1
an jhBnX i

n; X
i
nin $ (ij <1 et

P1
1
an j)in $ (ij <1 presque s˚rement.

4 Conclusion

Nous avons prÈsentÈ un corollaire et une application du thÈorËme gÈnÈral de conver-
gence presque s˚re du processus de Oja Ètabli dans (Monnez, 2020) ‡ líanalyse canonique
gÈnÈralisÈe en ligne díun vecteur alÈatoire en estimant par un processus díapproximation
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stochastique la mÈtrique inconnue et en utilisant ‡ chaque Ètape des processus dÈÖnis
toutes les observations du vecteur alÈatoire e§ectuÈes jusquí‡ cette Ètape. On peut
aussi utiliser ‡ chaque Ètape seulement les nouvelles observations entrantes ‡ cette Ètape
(!1n = 0). Les expÈriences e§ectuÈes dans le cas de líACP en ligne dans les cas !1n = 0
(utilisation díun lot de nouvelles observations ‡ líÈtape courante) ou !2n = 0 (utilisation
de toutes les observations jusquí‡ líÈtape courante) ont montrÈ en gÈnÈral une plus grande
rapiditÈ de convergence des processus avec !2n = 0 (Monnez et Skiredj, 2020).
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Résumé. Cette contribution constitue une continuation de plusieurs articles dans
lesquels nous avons étudié des modèles ARMA et VARMA à coefficients dépendant du
temps, respectivement tdARMA et tdVARMA. Les coefficients des modèles sont supposés
être des fonctions déterministes du temps t, et d’un petit nombre de paramètres. Nous
montrons ici trois applications de la théorie qui a été exposée dans un article récent
noté AALM : (i) une démonstration des propriétés asymptotiques des modèles VARMA
classiques, (ii) une étude de modèles à seuils, un type de modèles avec plusieurs régimes,
(iii) une étude de modèles pour données de comptage. Ces trois applications sont possibles
parce que la théorie asymptotique présentée dans AALM ne requiert pas la stationarité,
ni l’ergodicité et n’emploie pas d’arguments d’analyse spectrale.

Mots-clés. Série temporelle, modèle VARMA, modèle à seuils, modèle pour données
de comptage

Abstract. This contribution is a follow-up to several papers where we have stud-
ied ARMA and VARMA models with time-dependent coefficients, or tdARMA and td-
VARMA models. The model coefficients are supposed to be deterministic functions of
time t, and of a small number of parameters. Here we show three applications of the
theory that was exposed in a recent paper denoted AALM: (i) a proof of the asymptotic
properties of standard VARMA models, (ii) a study of threshold ARMA models, a kind of
models with different regimes, (iii) a study of count data models. These three applications
are possible because the asymptotic theory in AALM does not require stationarity, nor
ergodicity and does not make use of spectral arguments.

Keywords. Time series, time-dependent model, VARMA model, threshold model,
count data model

1 Introduction

Cette contribution constitue une continuation de plusieurs articles et communications
(notamment aux journées de statistique de 2015, 2017 et 2019) dans lesquels nous avons

1
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étudié des modèles ARMA et VARMA à coefficients dépendant du temps, respectivement
tdARMA et tdVARMA. Les coefficients des modèles sont supposés être des fonctions
déterministes du temps t, et d’un petit nombre de paramètres. Nous montrons ici trois
applications de la théorie qui a été exposée dans un article récent Alj et al. (2017) noté
AALM : (i) une démonstration des propriétés asymptotiques des modèles VARMA clas-
siques, (ii) une étude de modèles à seuils, un type de modèles avec plusieurs régimes, (iii)
une étude de modèles pour données de comptage. Ces trois applications sont possibles
parce que la théorie asymptotique présentée dans AALM ne requiert pas la stationarité,
ni l’ergodicité et n’emploie pas d’arguments d’analyse spectrale. En conséquence, d’abord
la démonstration des propriétés asymptotiques des modèles VARMA classiques esquissée
dans le paragraphe 2 diffère d’autres démonstrations. En second lieu, l’analyse de modèles
non standard des paragraphes 3 et 4 diffère d’autres approches qui exigent d’exhiber une
solution de l’équation du modèle et de montrer qu’elle est strictement stationaire et er-
godique. Au lieu de cela, on montre que la théorie de AALM peut être appliquée. Les
résultats des paragraphes 2 et 3 sont basés sur une représentation d’un modèle tdARMA
ou tdVARMA sous la forme de modèle tdVAR d’ordre 1. Dès lors, les hypothèses énoncées
dans AALM peuvent être vérifiées. Le résultat du paragraphe 4 est basé sur un modèle
log-linéaire généralisé légèrement différent des modèles usuels. On emploie aussi une quasi-
vraisemblance gaussienne de manière à pouvoir utiliser la théorie de AALM.

2 Propriétés asymptotiques de modèles VARMA clas-

siques

2.1 Modèles VARMA à coefficients dépendant du temps

Soit {xt : t 2 N} un processus stochastique à valeurs dans Rr. Notons ✓ = (✓1, ..., ✓m)
T

le vecteur des paramètres d’intérêt, de vraie valeur ✓0. Un modèle vectoriel autorégressif-
moyenne mobile (VARMA) à coefficients dépendant du temps d’ordre (p, q), de moyenne
0, est défini par l’équation

xt =

pX

i=1

Ati(✓)xt−i + et(✓) +

qX

j=1

Btj(✓)et−j(✓), (1)

où les et(✓) sont les résidus tels que et(✓
0) = ✏t et {✏t : t 2 N} est un processus bruit blanc

constitué de vecteurs aléatoires indépendants, de moyenne 0, de matrice de covariance Σ
r⇥ r inversible dont les éléments sont des paramètres de nuisance. Les coefficients Ati(✓),
i = 1, ..., p, et Btj(✓), j = 1, ..., q, sont des matrices r⇥r, fonctions déterministes du temps
t et de ✓. En abrégé on écrira tdVARMA(p, q). Supposons une série d’observations {xt :
t = 1, . . . , n}. L’estimation de ✓ s’effectue en minimisant la log-vraisemblance gaussienne
qui est proportionnelle à la somme pour t = 1, . . . , n de

↵t(✓) = log (det (Σt(✓))) + eTt (✓)Σ
−1
t (✓)et(✓), (2)
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où Σt(✓) = E(et(✓)e
T
t (✓)). La théorie développée dans AALM permet, sous des hypothèses

très générales esquissées dans l’appendice, d’établir que l’estimateur ✓̂n de ✓ converge
presque sûrement vers ✓0 quand n −! 1, et qu’il existe une matrice inversible V telle
que n1/2(✓̂n − ✓0) −! N(0, V −1) en loi, lorsque n −! 1.

2.2 Préparatifs

On montre d’abord que le modèle tdVARMA(p, q) (1) peut être mis sous la forme (3)
d’un modèle tdVAR(1). On définit les vecteursXt(✓) = (xt, . . . , xt−p+1, et(✓), . . . , et−q+1(✓))

T

et Et(✓) = (et(✓), 0, . . . , 0, et(✓), 0, . . . , 0)
T , de dimension (p+q)r, et une matrice φt(✓) tels

que
Xt(✓) = φt(✓)Xt−1(✓) + Et(✓), (3)

où le bloc supérieur gauche de φt(✓) est la matrice compagnon du polynôme réciproque
A⇤

t (z, ✓) = zp−
Pp

i=1 Ati(✓)z
p−i. Soit X̃t = (xt, 0, . . . , 0, xt, 0, . . . , 0)

T . Il existe une matrice
K telle que X̃t = KXt(✓

0). Soit J une matrice identité d’ordre (p + q)r où on remplace
les blocs r ⇥ r (1, 1) et (p + 1, p + 1) par une matrice 0r et le bloc (p + 1, 1) par −Ir, où
Ir est la matrice identité d’ordre r. Alors le bloc inférieur droit de Jφt(✓) est la matrice
compagnon du polynôme réciproque B⇤

t (z, ✓) = zq+
Pq

j=1 Btj(✓)z
q−j. Notons E0

t = Et(✓
0)

et φ0
t = φt(✓

0). Après plusieurs manipulations on obtient

Xt(✓) =
t−1X

k=0

 tk(✓)E
0
t−k,  tk(✓) =

kX

s=0

( 

k−s−1
Y

`=0

Jφt−`(✓)

!

K

 

s−1
Y

j=0

φ0
t−k+s−j

!)

, (4)

et donc, en considérant le bloc de r lignes en position p+1 de (3), et(✓) =
Pt−1

k=0  tk(✓)✏t−k,
 tk(✓) = UT

p+1 tk(✓)U1, avec les matrices (p + q)r ⇥ r Up+1 = (0 ... 0 Ir 0 ... 0)T , où Ir
est en position (p + 1), U1 = (Ir 0 ... 0)T , où Ir est en position 1. Dès lors, en notant
 tik(✓) = ∂ψtk(✓)/@✓i, pour i = 1, . . . ,m,

@et(✓)

@✓i
=

t−1
X

k=1

 tik(✓)✏t−k,  tik(✓) =
@ tk(✓)

@✓i
,  tik(✓) = UT

p+1 tik(✓)U1, (5)

généralisant Francq et Gautier (2004). On peut procéder de même pour les dérivées se-
condes et troisièmes des et(✓).

2.3 Modèles VARMA classiques

Dans un modèle VARMA classique, les coefficients ne dépendent pas de t, donc
Ati(✓) = Ai(✓), i = 1, ..., p, et Btj(✓) = Bj(✓), j = 1, ..., q. Les paramètres sont les éléments
des matrices de coefficients, de vraies valeurs respectives A0

i et B0
j , le temps t va de −1

à +1 et on suppose la stationnarité, l’inversibilité et l’indentifiabilité du processus. On
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suppose aussi l’existence de moments d’ordre 4 + δ, δ > 0, pour les ✏t. Pour satisfaire
les deux premières conditions, on suppose que les polynômes A0(z) = 1 −

Pp
i=1 A

0
i z

i

et B0(z) = 1 +
Pq

i=1 B
0
j z

j sont tels que les racines des équations det(A0(z)) = 0 et
det(B0(z)) = 0 sont supérieures à 1 en module. Pour une démonstration classique des
propriétés asymptotique des estimateurs, voir Yao et Brockwell (2006) pour les modèles
ARMA ou Hannan et Deistler (1998) pour les modèles VARMA. Pour un modèle VARMA,
l’application de la technique du paragraphe 2.2, avec  tik(✓) dans (5) remplacé par  ik(✓),
conduit pour les deux produits dans (4) à des puissances de matrices. Sous les conditions
sur les deux polynômes matriciels, la norme de Frobenius de ces produits peut être ma-
jorée par des nombres inférieurs à 1. Plus précisément || ik(✓

0)||F < Φ
k pour un Φ < 1.

On peut alors vérifier en quelques pages les hypothèses de AALM esquissées dans l’ap-
pendice, voir l’article complet de Mélard (2020). On y discute également une condition
suffisante d’identifiabilité. Un théorème dû à Ruiz (1996) est employé.

3 Analyse d’un modèle à seuils

Nous allons traiter ici le modèle le plus simple de type TAR(1) défini, voir Tong (1990),
par

xt =

⇢

✓1xt−1 + ✏t, si xt−1  0,
✓2xt−1 + ✏t, si xt−1 > 0,

, (6)

où ✓1 et ✓2 sont des paramètres et les ✏t i.i.d. (0, σ
2). Soit It−1 = 1, si xt−1  0 et It−1 = 0,

autrement, on peut écrire (6) comme

xt = {✓1It−1 + ✓2(1− It−1)}xt−1 + ✏t. (7)

L’équation (7) ressemble à celle d’un modèle tdAR(1). Les conditions principales sont
pour les coefficients  tik(✓

0). Une condition suffisante est que les | tik(✓
0)| < Φ

k pour un

Φ < 1  tik(✓) = ✓
Nt,k−1

1 ✓
k−1−Nt,k−1

2 , où Nt,k−1 =
Pk−1

`=1 It−1−` est le numbre d’occurrences
du premier régime entre t− 1 and t− k + 1. Notons Φ(✓) = max(|✓1|, |✓2|) et Φ = Φ(✓0).
Dès lors une condition suffisante mais non nećessaire est que max(|✓01|, |✓02|) < 1. Notons
que cette condition est plus restrictive que celle de Petruccelli et Woolford (1984) qui est
✓01 < 1, ✓02 < 1, et ✓01✓

0
2 < 1. Mais l’existence de la matrice de covariance asymptotique

V doit être supposée. Il est possible de traiter des modèles TARMA(p, q) mais on doit
employer la paragraphe 2.2 et on doit tenir compte que les  tk et les  tik sont aléatoires
donc l’application de AALM n’est pas directe. Voir Azrak et Mélard (2020) pour plus de
détails.
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4 Analyse d’un modèle pour données de comptage

On suppose que les xt 2 N sont i.i.d. avec une loi de Poisson(λt), où les λt sont
elles-mêmes des variables aléatoires satisfaisant l’équation

log(λt + 1) = ✓1 log(λt−1 + 1) + ✏t + ✓2✏t−1, (8)

(✓1 et ✓2 sont des paramètres et les ✏t’s sont comme dans le paragraphe 3). Le modèle log-
linéaire pour données de comptage de Liboschik et al. (2017) est illustré par une équation
similaire mais différente

log(λt) = ✓0 + ✓1 log(xt−1 + 1) + ✓2 log(λt−1). (9)

Une première différence de (9) par rapport à (8) est que le logarithme de λt est employé,
pas celui de λt + 1. Dans notre cas nous employons les observations xt−i au lieu de λt−i,
i = 0, 1 dans (8), de sorte que les paramètres sont estimés en employant le modèle suivant :

log(xt + 1) = ✓1 log(xt−1 + 1) + ✏t + ✓2✏t−1.

Une seconde différence est qu’une quasi-vraisemblance gaussienne est employée ici au lieu
d’une quasi-vraisemblance de Poisson. Ainsi, pour n grand, la fonction objectif apparâıt
comme une somme de carrés de résidus. On peut donc employer la théorie de AALM et
utiliser les propriétés asymptotiques d’un modèle ARMA ou VARMA standard. On en
déduit les résultats asymptotiques pour ✓̂n pourvu que les vraies valeurs de ✓ satisfont
|✓01| < 1 et |✓02| < 1. Contrairement au modèle TAR(1), l’existence de V est évidente ici.
Contrairement au cas d’une quasi-vraisemblance de Poisson, c’est fait à nouveau, comme
pour le modèle TAR(1), sans avoir besoin de trouver une solution et sans montrer qu’elle
est stationnaire et sans prouver l’ergodicité. Ceci a bien été réalisé pour le modèle log-
linéaire (9) mais pas pour des modèles d’ordre supérieur. Au contraire, notre approche avec
une quasi-vraisemblance gaussienne ne pose pas de problème pour des modèles d’ordre
supérieur sous des hypothèses très générales, essentiellement sur les coefficients des po-
lynômes. Voir Azrak et Mélard (2020) pour plus de détails. Des extensions peuvent aussi
être traitées sans problème.
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Appendice : les principales hypothèses de AALM

Nous utilisons les coefficients Ati(✓) et Btj(✓), les résidus et(✓) et les vraies erreurs ✏t
du modèle (1), et les notations introduites dans le paragraphe 2 :  tik =  tik(✓

0) dans (5)
et ↵t(✓) dans (2).

On suppose (i) que les Ati(✓) et Btj(✓) sont des fonctions trois fois continûment
différentiables de ✓, (ii) que les ✏t ont des moments d’ordre 4+δ, δ > 0 et (iii) l’existence de
bornes comme les suivantes

Pt−1
k=ν

k tikk
2
F < N1P (⌫)Φν−1,

Pt−1
k=ν

k tikk
4
F < N2P (⌫)Φν−1,

i = 1, ...,m, ⌫ = 1, ..., t − 1, où N1 et N2 sont des constantes positives, P (⌫) est un po-
lynôme en ⌫, et 0 < Φ < 1. Ensuite on suppose (iv) l’existence de la matrice strictement

définie positive V , telle que V = limn!1
1
n

Pn
t=1 V

(n)
t , où les éléments de V

(n)
t sont donnés

par Eθ0((@e
T
t (✓)/@✓i)Σ

−1
t (✓)(@et(✓)/@✓j)), i, j = 1, ...,m. Enfin, on suppose (v) que deux

triples sommes sontO(1/n) dont la première est 1
n2

Pn−1
d=1

Pn−d
t=1

Pt−1
k=1 k tikkFk t+d,i,k+dkF .

Notons que dans AALM, on remplace et(✓) par gt(✓)et(✓) où gt(✓) est une matrice avec
des éléments qui sont des fonctions déterministes du temps et de ✓. Dans ce cas, outre des
bornes sur Σt(✓), Σ

−1
t (✓) et leurs dérivées en ✓0, on doit supposer l’existence de la matrice

définie positive W telle que W = limn!1
1
n

Pn
t=1 W

(n)
t , où les éléments de W

(n)
t sont

donnés par 1
4
Eθ0((@↵t(✓)/@✓i)(@↵t(✓)/@✓j)), pour i, j = 1, ...,m. On doit alors remplacer

la matrice de covariance asymptotique V −1 par V −1WV −1 mais dans les conditions du
présent article on a W = V .
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Résumé. Nous présentons un nouvel algorithme de co-clustering dans le but d’apprendre
le type de correspondance qui relie deux jeux de données avec la contrainte d’associer en-
tre eux les éléments qui expriment une relation symétrique. L’objectif final est de décrire
les interactions qui existent entre l’ARN messager et le micro ARN de souris atteintes de
la maladie de Hutington.

L’algorithme fonctionne en deux étapes. Lors de la premiére étape, un plan de trans-
port optimal P est appris. L’algorithme utilisé repose sur un contraste de type Sinkhorn
et une descente de gradient stochastique. Lors de la deuxiéme étape, un algorithme de
co-clustering spectral est appliqué (deux fois) à l’estimateur de la matrice de couplage
optimale P et à une sous-matrice de P , afin d’en déduire les co-clusters finaux.

Une simple étude de simulation basée sur des données réelles semble indiquer que
l’algorithme fonctionne bien. L’application aux données réelles est en cours.

Mots-clés. Algorithme de Sinkhorn; contraste de Sinkhorn; co-clustering spectral;
génomique; maladie de Huntington; transport optimal.

Abstract.
We present a novel co-clustering algorithm for learning a pattern of correspondence

between two data sets in situations where it is desirable to match elements that exhibit a
mirroring relationship. The ultimate objective is to shed light on the interaction between
mRNAs and miRNAs in Huntington’s Disease based on mouse data.

The algorithm unfolds in two stages. During the first stage, an optimal transport plan
P is learned. The corresponding algorithm relies on the Sinkhorn loss and a stochastic
gradient descent. During the second stage, a spectral co-clustering algorithm is applied
(twice) to the estimator of the optimal coupling matrix P and to a submatrix of P , in
order to derive the final co-clusters.

A simple simulation study based on real data seems to indicate that the algorithm
works well. The application to real data is ongoing.
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Keywords. Genomics; Huntington’s Disease; optimal transport; Sinkhorn algorithm;
Sinkhorn loss; spectral co-clustering.

1 Introduction

The discriminative and biologically-precise analysis of high dimensional genomic data in
biology and disease represents a challenging task in systems modeling and systems biol-
ogy. Messenger RNAs (mRNAs) and micro RNAs (miRNAs) have been studied in model
organisms and in cases of Huntington’s Disease (HD) [6, 7], extensively but separately.
Little is known about their interplay. The main objective of our study is to shed light on
the interaction between mRNAs and miRNAs based on HD mouse data.

The data set was obtained by using deep mRNA sequencing (RNA-seq). The striatum
of 2-month, 6-month and 10-month old mice that express one wildtype endogenous Htt
allele and a second Htt allele with knock-in of human mHTT exon 1 carrying one of six
different CAG lengths (Q20, Q80, Q92, Q111, Q140, Q175) were profiled. This resulted
in M = 19, 051 mRNA profiles, X = {x1, . . . , xM} ⇢ R18, and in N = 1, 507 miRNA
profiles, Y = {y1, . . . , yN} ⇢ R18.

It is known that the miRNAs and their target-mRNAs exhibit a many-to-many mir-
roring relationship. More specifically, it is expected that if a miRNA targets a mRNA,
inducing the degradation of that mRNA, then the profile yn of the former should be sim-
ilar to minus the profile xm of the latter. We will clarify what we mean by “similar”, and
will rely on this property. Figures 1 and 2 exhibit two profiles xm and yn that showcase
a mirrored similarity. The corresponding miRNA and mRNA are believed to interact.

Figure 1: Profile xm of a mRNA. It
is believed that the mRNA is tar-
geted by the miRNA from Figure 2.

Figure 2: Profile yn of a miRNA. It
is believed that the miRNA targets
the mRNA from Figure 1.

2
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We look for mutually disjoint I1, . . . , IR subsets of JMK = {1, . . . ,M} and mutually
disjoint J1, . . . , JR subsets of JNK such that, for all r 2 JRK, each xm with m 2 Ir interacts
with every yn with n 2 Jr. To reach this goal, we develop a co-clustering algorithm based
on optimal transport [9] and spectral co-clustering (SCC) [3].

SCC is one way among others to carry out co-clustering, an unsupervised learning task
to cluster simultaneously the rows and columns of a matrix in order to obtain homogeneous
blocks. There are many efficient approaches to solving the problem, often characterized
as model-based or metric-based methods [10]. The co-clustered matrix is derived from
the data by optimal transport. We give some details in the next section.

2 Elements of optimal transport

Let µX = M−1
PM

m=1 δxm and ⌫Y = N−1
PN

n=1 δyn be the empirical measures attached to
X and Y . The celebrated Monge-Kantorovich problem [9, Chapter 2] consists in finding
a joint law P over X ⇥ Y with marginals µX and ⌫Y that minimizes the expected cost of
transport with respect to some cost function c : X ⇥ Y ! R+. We focus on c given by
c(x, y) = kx−yk22 (the squared Euclidean norm in R18). Specifically, denoting Π(µX , ⌫Y ) =
{P 2 R

M⇥N
+ |P1N = µX , P

>1M = ⌫Y } and C 2 RM⇥N such that Cmn = c(xm, yn) for
each (m,n) 2 JMK ⇥ JNK, then the problem consists in solving minP2Π(µX ,νY )hC, P iF
where hC, P iF =

P
(m,n)2JMK⇥JNK CmnPmn. It is well known that it is very rewarding from

a computational viewpoint to consider a regularized version of the above problem [9,
Chapter 4]. The penalty term is proportional to the discretized entropy of P , that is, to
E(P ) = −

P
(m,n)2JMK⇥JNK Pmn(logPmn−1), and the new problem consists, for any γ > 0,

in finding Pγ that solves

Wγ (µX , ⌫Y ) = min
P2Π(µX ,νY )

{hC, P iF − γE(P )} . (1)

One of the advantages of entropic regularization is that one can solve (1) efficiently using
the Sinkhorn-Knopp matrix scaling algorithm.

Finally, following [4], we use Wγ to define the so called Sinkhorn loss between µX and
⌫Y as

W̄γ (µX , ⌫Y ) = 2Wγ (µX , ⌫Y )−Wγ (µX , µX)−Wγ (⌫Y , ⌫Y ) .

This loss interpolates between W0 (µX , ⌫Y ) and the maximum mean discrepancy of µX

relative to ⌫Y [4, Theorem 1].

3 Optimal transport-based machine learning

We introduce a parametric model Θ consisting of linear mappings θ : R18 ! R18 of the
form x 7! θ(x) = θ1x + θ2, where θ1 2 R18⇥18 and θ2 2 R18. Each θ 2 Θ is a candidate

3
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to formalize the aforementioned mirroring relationship. The set Θ imposes constraints
on the matrices θ1, in particular that their diagonals are made of negative values. The
parametrization is identifiable, in the sense that θ = θ0 implies (θ1, θ2) = (θ01, θ

0

2). The
first program that we introduce is

min
✓2Θ

W̄γ

(
µ✓(X), ⌫Y

)
, (2)

where µ✓(X) is the empirical measure attached to θ(X) = {θ(x1), . . . , θ(xM)} and we are

interested in the minimizer θ̂ and the optimal joint matrix P̂ 2 Π(µ✓̂(X), ⌫Y ) that solves

Equation (1) with the measures µ✓̂(X) and ⌫Y .In words, we look for an optimal mirroring

function θ̂ and its optimal transport plan P̂ .
To acknowledge the fact that we do not expect to associate a yn to every xm eventually

at the co-clustering stage, we build upon (2) to define our main program. The key addition
is merely the introduction of a weighted version of the empirical measures µ✓(X) (θ 2 Θ).
Let Ω = {ω 2 RM

+ |Pm2JMK ωm = 1} be the (M − 1)-dimensional simplex. Moreover,

for each ω 2 Ω, let µω
✓(X) be the ω-weighted empirical measure attached to θ(X), that is,

µω
✓(X) =

P
m2JMK ωmδ✓(xm). Our main program is

min
ω2Ω

min
✓2Θ

W̄γ

(
µω
✓(X), ⌫Y

)
. (3)

Here, we are interested in the minimizer (ω̂, θ̂) and the optimal matrix P̂ 2 Π(µω̂

✓̂(X)
, ⌫Y )

solves Equation (1) with the measures µω̂

✓̂(X)
and ⌫Y .

We propose to solve (3) iteratively by updating ω and then (θ, P ). Given ω, we exploit
the Sinkhorn algorithm. Given (θ, P ), the updated ω is proportional to the vector in RM

+

of which themth component equals h−1
P

n2JNK ϕ((yn−θ(xm))/h) where ϕ is the standard

normal density and h is the arithmetic mean of the c(yn, yn0) for all n 6= n0 2 JNK.
Let P̃ be the approximation of P̂ derived above. To co-cluster the mRNAs and

miRNAs, we co-cluster P̃ . We apply SCC a first time. Then we remove the rows and
columns that correspond to diagonal blocks with a variance larger than the overall variance
of P̃ , because we identify the corresponding mRNAs and miRNAs as irrelevant. Then we
apply SCC a second time. The resulting co-clusters should reveal the interplay between
the remaining mRNAs and miRNAs in HD.

Our code is written in python. We adapt the Sinkhorn algorithm implemented by
Aude Genevay and available here. The stochastic gradient descents relies on the machine
learning framework pytorch. We use the implementation of SCC available in the sklearn
module. The function requires that the number of co-clusters be given as an input pa-
rameter. We use the modularity measure [1, Sections 2 and 4], available in the coclust

module. In the future, we will also look into the Integrated Completed Likelihood crite-
rion [2].

Our algorithm bears a similarity to the one developed in [5]. The main differences
are (i) our use of the parametric model Θ and weights ω, (ii) the fact that we apply
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SCC to the approximation of the optimal transport matrix P̃ . Our algorithm also bears
a similarity to [11], a fast and certifiable point cloud registration algorithm. In a near
future, we will study the similarities and differences closely.

4 Simulation study

To assess the performances of the algorithm sketched in Section 3, we conduct a simple
simulation study. The synthetic law uses real observations, an explicit (linear) mirroring
relationship (see θ in Section 3), a random number of elements in each co-cluster, a source
of noise that is centered Gaussian (with different variances). Some of the synthetic xm

and yn are expected to be left out of all co-clusters eventually. To validate the obtained
results, we used the co-clustering error [8]. The results are satisfactory.

5 Conclusion

We develop an optimal transport-based machine learning co-clustering algorithm to match
data points in a vector space (here, R18). The algorithm takes into account a geometric
property that is known to be helpful to identify matching data points and can be formal-
ized as a linear function. The application to real data is currently ongoing, where the
points represent mRNA and miRNA activity in models of mice for HD, and the objective
is to learn which collections of miRNAs interact with which collections of mRNAs.
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Résumé. Dans les données contemporaines, de nombreuses questions ou hypothèses
émergent après avoir ⌧ regardé " les données. Ceci pousse naturellement le praticien
à sélectionner des variables d’intérêt, selon différents critères, souvent en utilisant les
données plusieurs fois, puis à lancer des procédures d’analyse statistique classiques sur
les variables sélectionnées. Cependant, en raison du biais de sélection, les garanties statis-
tiques usuelles ne sont plus valables. Les bornes ⌧ post hoc " permettent de répondre à ce
problème, en fournissant une borne de confiance sur le nombre de faux positifs quelle que
soit la méthode de sélection employée par l’utilisateur (Genovese et Wasserman, 2006;
Goeman et Solari, 2011). Ces bornes sont, par nature, assez conservatrices et un enjeu
majeur est de développer de nouvelles bornes plus performantes, en ajoutant par exemple
des contraintes de structure sur le modèle. Cette note présente de nouvelles bornes post
hoc adaptées au cas où les données ont une structure linéaire, dans laquelle le signal est
localisé à des positions contiguës. À cette fin, le processus de présence/absence du signal
est modélisé par une châıne de Markov cachée. Dans ce modèle, nous établissons la va-
lidité théorique de nouvelles bornes post hoc et nous montrons qu’elles améliorent l’état
de l’art à l’aide d’expériences numériques.

Mots-clés. Inférence post hoc, modèle de Markov caché, faux positifs, tests multiples.

Abstract. Selective inference aims at providing guarantees for statistical procedures
performed after a selection step. In particular, a task of primary interest is to build
post hoc bounds, that is, confidence bounds for the number of false positives, with a
coverage probability being valid uniformly over all the selected sets. Since such bounds
are conservative by construction, a crucial aim is to build new post hoc bounds with better
performances. In this note, we do so by incorporating a hidden Markov model structure
into the bounds. We prove the theoretical validity of the new derived bounds and show
that the improvement can be significant via numerical experiments.

Keywords. Post hoc inference, hidden Markov model, false positives, multiple testing.
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1 Motivation

Nous observons une série de m mesures X1, . . . , Xm 2 R dont la loi dépend d’une
série de configurations inconnues ✓1, . . . , ✓m 2 {0, 1}, dans laquelle ✓i = 0/1 code pour
l’absence/la présence de ⌧ signal " à la position i. L’objectif de ce travail est de fournir,
à partir de X et pour chaque ensemble de sélection S ✓ Nm := {1, . . . ,m}, une borne
supérieure de confiance de niveau 1 − α, notée V↵(X,S), pour la quantité

P
i2S(1 − θi),

qui correspond au nombre de faux positifs dans l’ensemble de sélection S. On recherche
de plus une borne ⌧ post hoc ", c’est-à-dire que la probabilité de couverture doit être
assurée uniformément par rapport à l’ensemble de sélection S.

Cette situation recouvre plusieurs exemples pratiques. Ici, notre motivation principale
est l’analyse de données de nombre de copies d’ADN en cancérologie. Dans ce cas, Xi

peut être une mesure différentielle de la quantité d’ADN présente à la position i entre
deux types de cancer. On notera ainsi θi = 0 (resp. 1) si le nombre de copies d’ADN est
identique (resp. différent) pour les deux types de cancer à la position i. On distingue les
deux objectifs pratiques suivants :

— Trouver les positions où les deux types de cancer présentent une différence ;
— Pour un ensemble S de positions candidates, majorer le nombre d’erreurs dans S,

c’est-à-dire le nombre de positions dans S où le nombre de copies est le même.
Nous poursuivons ici le second objectif. Notons que ce dernier est également lié au premier
objectif : étant donnée une certaine borne V↵(X,S), une procédure de sélection peut
consister à choisir un ensemble S de positions candidates pour lesquelles il y a une quantité
d’erreurs acceptable, par exemple V↵(X,S)/|S|  5%.

Dans cet exemple, les θ1, . . . , θm présentent une forte structure locale : si le nombre de
copies d’ADN est différent à la position i (i.e., θi = 1), alors il y a davantage de chance
qu’il le soit également à la position i+ 1 (i.e., θi+1 = 1). Ainsi, il est naturel de supposer
la suite θ1, . . . , θm constante par morceaux, avec un petit nombre de ⌧ morceaux ".

2 Modèle

Les modèles de Markov cachés sont très utilisés pour modéliser une structure de
dépendance uni-dimensionelle, voir par exemple Rabiner (1989); Robin et al. (2005), et
notamment pour modéliser les données de nombre de copies d’ADN, voir par exemple
Gassiat et al. (2013); Luong et al. (2013). Notre cadre de travail s’inspire largement de
celui de Sun et Cai (2009), qui fut utilisé pour un objectif différent (tests multiples). Nous
supposerons ainsi que θ = (θ1, . . . , θm) sont les états d’une châıne de Markov de matrice
de transition

A =

✓
a0,0 a0,1
a1,0 a1,1

◆
,

avec des probabilités de transition aq,` 2 (0, 1). La matrice de transition possède une
unique distribution stationnaire sur {0, 1}, de probabilités d’émission notés (⇡0, ⇡1) et nous
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supposerons qu’il s’agit de la probabilité initiale de la châıne, c’est-à-dire, P(✓1 = q) = ⇡q

pour q 2 {0, 1}. Conditionnellement à ✓, nous supposerons que les variables X1, . . . , Xm 2
R sont mutuellement indépendantes, avec des probabilités marginales données par

L(Xi | ✓) = P✓i , 1  i  n,

où {P0, P1} sont deux lois différentes sur R. Nous considérons une approche asymétrique
dans l’esprit des tests, dans laquelle la distribution P0 est supposée connue alors que la
distribution P1 est inconnue. Les paramètres du modèle sont donc donnés par # = (A,P1).
La structure de dépendance du modèle est illustrée par la Figure 2.

✓1 ✓2 ✓3 . . . ✓m

X1 X2 X3
. . . Xm

Figure 1 – Les dépendances au sein du modèle de Markov caché.

3 Nouvelles bornes post hoc

Formellement, l’objectif est de trouver une fonction V↵(X, ·) : S ✓ Nm 7! V↵(X,S) 2
N telle que

∀#, P#

⇣
∀S ✓ Nm,

X

i2S

(1− ✓i)  V↵(X,S)
⌘

≥ 1− α, (1)

Notons que lorsque (1) est satisfaite, nous avons pour n’importe quelle procédure de
sélection S(X), potentiellement dépendant des données, que l’inégalité

P
i2S(X)(1− θi) 

V↵(X,S(X)) est valable avec probabilité au moins (1 − α). Ainsi, comme annoncé en
introduction, (1) fournira une borne de confiance pour le nombre de faux positifs de
n’importe quelle procédure de sélection, calibrée en utilisant les mêmes données, autant
de fois que l’utilisateur le souhaite.

3.1 Famille de référence

Pour établir (1) nous suivons la démarche proposée dans Blanchard et al. (2020);
Durand et al. (2020) basée sur une famille de référence (Rk)1kK et des bornes (ζk)1kK

(pour K ≥ 1), vérifiant le contrôle joint

∀#, P#

⇣
∀k ∈ {1, . . . , K} ,

X

i2Rk

(1− ✓i)  ζk

⌘

≥ 1− α, (2)
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c’est-à-dire, satisfaisant une contrainte de type (1), mais en restriction aux ensembles de
référence (Rk)1kK . Au vu de la structure supposée sur le signal, nous choisissons pour
la famille de référence une partition régulière :

Rk = {1 + (k − 1)m/K, . . . , km/K}, 1  k  K. (3)

(nous avons supposé que K divise m pour simplifier les notations.) Par suite, une simple
étape d’interpolation permet de déduire (1) à partir de (2), en posant

V↵(X,S(X)) =
KX

k=1

|S \Rk| ^ ζk, S ✓ Nm. (4)

En effet, on a pour tout S,
P

i2S(1 − ✓i) =
PK

k=1 |S \ Rk| ^
P

i2S\Rk
(1 − ✓i) ce qui est

plus petit ou égal à la borne annoncée avec probabilité au moins (1− α) d’après (2).

3.2 Choix des ζk

Pour obtenir une borne post hoc, il reste ainsi à calibrer les bornes (ζk)1kK de sorte
que (2) soit vérifiée. Pour cela, nous allons simplement utiliser une borne d’union et la
règle de Bayes :

P#

⇣
∃k 2 {1, . . . , K} ,

X

i2Rk

(1− ✓i) > ζk

⌘


KX

k=1

E#

h

P#

⇣ X

i2Rk

(1− ✓i) > ζk |X
⌘i

,

Ce qui conduit au choix

ζk = ζk(X;#) = min
n

n 2 {1, . . . , |Rk|} : P#

⇣X

i2Rk

(1− ✓i) > n
∣∣∣X

⌘

 α/K
o

. (5)

Classiquement, la loi de (θi)i2Rk
sachant X est celle d’une châıne de Markov hétérogène

(Rabiner, 1989). De plus les matrices de transition et la distribution initiale peuvent
être déterminées de manière explicites en fonction des paramètres # = (P1, A) à l’aide
d’un algorithme de type ⌧ forward-backward ". Par suite, calculer ζk = ζk(X;#) re-
vient à déterminer la loi du nombre d’occurrences d’un état dans une châıne de Markov
hétérogène. En adaptant les outils développés dans Robin et al. (2005) et notamment
Roquain (2007) Section 7.2, nous pouvons calculer ζk(X;#) à l’aide d’une relation de
récurrence.

3.3 Nouvelles bornes

En combinant (4) et (5), nous obtenons une nouvelle borne post hoc, notée V ⇤
HMM,

qui satisfait (1). Cependant, elle utilise les paramètres # = (A,P1) qui sont généralement
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inconnus. La borne post hoc V ⇤
HMM est ici appelée nouvelle borne ⌧ oracle". Les paramètres

A et P1 peuvent être estimés à l’aide d’un algorithme EM, voir par exemple Sun et Cai
(2009). Ici, nous combinons l’algorithme EM avec une estimation non-paramétrique de
P1 par une méthode à noyau (voir par exemple Robin et al., 2007). La borne obtenue en
remplaçant A et P1 dans V ⇤

HMM par leur estimateurs respectifs est notre borne post hoc
finale, que l’on note VHMM.

Notons que les fluctuations induites par cette étape d’estimation ne sont pas prises
en compte ici. Ainsi, la borne VHMM peut ne plus satisfaire (1). Cependant, nous pensons
que cette garantie est maintenue, au moins asymptotiquement en m, si les estimateurs
utilisés sont consistants. Par ailleurs, les expériences numériques de la prochaine section
semblent indiquées que la couverture reste valable pour des m ⌧ modérés ".

4 Expériences numériques

Nous comparons ici nos nouvelles bornes V ⇤
HMM et VHMM à la borne classique de Simes

(Goeman et Solari, 2011) et celle, plus récente, basée sur l’inégalité de DKW (Durand
et al., 2020). Cette dernière utilise la même famille de référence que V ⇤

HMM et VHMM, mais
une calibration des ζk différente, qui n’utilise pas la structure markovienne. Notons que
dans notre cadre, les deux bornes Simes et DKW satisfont (1).

Pour des raisons de place, nous ne reportons ici qu’un seul résultat de simulation
dans le cas simple où les bornes sont toutes évaluées en S = Nm. En d’autres termes,
nous cherchons simplement une borne de confiance sur

Pm
i=1(1− ✓i), le nombre de ⌧ non-

signal " dans les données totales. Ici, les bornes V ⇤
HMM, VHMM et DKW, sont construites à

partir d’une famille de référence avec un seul élément R1 = Nm (i.e., K = 1). Les résultats
sont reportés Figure 4. Cette expérience montre que la borne V ⇤

HMM est en général moins
conservatrice que les bornes Simes et DKW. La borne et VHMM est un peu trop conserva-
trice mais est en moyenne moins éloignée du nombre de faux positifs réels. Nous espérons
obtenir de meilleurs résultats en améliorant l’estimation de P1. De plus, lorsque les estima-
teurs bA et bP1 sont correctement choisis, la borne VHMM semble maintenir le contrôle (1).
Nous compléterons le panorama des expériences numériques dans la présentation orale.
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Résumé. En géométrie de l’information, les densités de probabilité peuvent être re-
présentées comme des points d’une variété statistique munie d’une structure de variété
riemannienne, la métrique étant généralement donnée par l’information de Fisher. Ce tra-
vail explore plus particulièrement de nouveaux résultats sur la variété des distributions
de probabilité de type gamma généralisée, qui est particulièrement pertinente dans le
contexte de la maladie d’Alzheimer et l’étude des retards de vol en transport aérien. Dans
un premier temps, certaines propriétés géométriques de la variété gamma généralisée sont
étudiées. Les résultats obtenus sur la métrique d’information de Fisher sont ensuite ex-
primés dans le contexte plus général des groupes de Lie. Une procédure de classification
non supervisée a ensuite été adaptée en utilisant une distance géodésique dont une ap-
proximation est calculée numériquement avec un algorithme en deux étapes. Des résultats
sont présentés pour des données réelles issues d’une population de patients atteints de la
maladie d’Alzheimer et de patients sains, ainsi que pour pour des données de retards de
vol en transport aérien.

Mots-clés. densités de probabilité, variété gamma généralisée, géométrie de l’infor-
mation, distance géodésique, classification, maladie d’Alzheimer, retard de vol.

Abstract. Probability density functions may be represented as points of a statistical
manifold using Information Geometry. Within this frame, densities are endowed with a
Riemannian manifold structure, the metric being generally given by the Fisher informa-
tion. The purpose is to present some new results about the generalized gamma manifold
and how information geometry improved the performance of the classification of Alz-
heimer’s disease population and flight delay distributions. This work investigates some
information geometric properties of the generalized gamma family, that is particularly
relevant in the Alzheimer’s disease context and the air transport management. The Fi-
sher information and results in the case of the generalized gamma manifold will be first
detailed. Next, a clustering technique has been successfully extended by using a geodesic
distance of which an approximation is numerically computed with a two steps algorithm.

Keywords. probability density functions, generalized gamma manifold, information
geometry, geodesic distance, clustering, Alzheimer’s disease, flight delay.
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1 Introduction

Dans le domaine médical, des techniques d’imagerie médicale comme l’imagerie à ré-
sonace magnétique (IRM), présentent un intérêt majeur dans l’étude de maladies neuro-
dégénératives comme la maladie d’Alzheimer [Cuingnet et al., 2011, Lama et al., 2017].
La maladie d’Alzheimer est la cause la plus commune de démence chez les personnes
âgées. Elle affecte le fonctionnement du système nerveux central par des dysfonctionne-
ments génétiques ou métaboliques conduisant notamment à la mort de neurones. Cette
dégénérescence du cortex cérébral s’aggrave au cours du temps entraînant une altération
progressive des capacités cognitives au cours de laquelle l’individu passe de sujet sain
(vieillissement normal) vers la forme démentielle de la maladie, en passant par une phase
de transition incluant des troubles cognitifs légers. Cette maladie entraînant une perte
neuronale, l’atrophie cérébrale induite est donc un marqueur potentiel d’évolution vers
cette maladie que la neuro-imagerie anatomique par IRM est capable de déceler indirecte-
ment en mesurant l’épaisseur corticale sur l’ensemble du cerveau [Busovaca et al., 2016].

Dans le but de détecter des modifications de l’activité cérébrale, des indicateurs sta-
tistiques de tels biomarqueurs peuvent être implémentés dans des algorithmes de classifi-
cation. Usuellement, des indicateurs statistiques de mesure de tendance centrale, comme
la moyenne ou le mode, sont utilisés. Cependant, ces indicateurs ne permettent pas d’ex-
ploiter toute l’information contenue dans la distribution des données. Dans des études
plus récentes [Cercignani et al., 2001], des histogrammes ont été utilisés comme approxi-
mation des densités de probabilité. Mais seul un nombre limité de caractéristiques est
extrait des histogrammes puis implémenté dans des analyses statistiques. Par ailleurs,
cette approximation peut être de mauvaise qualité et peu robuste au choix des classes des
histogrammes.

Comme alternative, nous proposons d’utiliser les densités de probabilité elles-mêmes
en tant que biomarqueurs de l’activité globale du cerveau. Dans ce contexte, la géométrie
de l’information fournit un cadre de travail particulièrement intéressant, dans lequel les
distributions de probabilité sont considérées comme des points dans une variété rieman-
nienne. Dans ce nouvel espace de représentation, la métrique d’information de Fisher,
une métrique riemannienne donnée par l’information de Fisher, peut être implémentée
dans un algorithme de classification. Dans ce travail, nous proposons d’étudier la géo-
métrie de la variété de la famille des distributions de type gamma généralisée. Ce choix
est particulièrement pertinent dans les deux applications étudiées : l’une en transport aé-
rien pour l’étude de données de retards de vol et l’autre en neuroimagerie médicale pour
l’étude d’une population de patients atteints de la maladie d’Alzheimer et de patients
sains issue de la base de données ADNI, Alzheimer’s Disease Neuroimaging Initiative
[Mueller et al., 2005].
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2 Géométrie de la variété des distributions de type

gamma généralisée

2.1 Introduction à la géométrie de l’information

Dans beaucoup d’applications, les données d’intérêt n’appartiennent pas à un espace
vectoriel comme c’est le cas par exemple des distributions de probabilité d’une famille
de modèles statistiques. La géométrie de l’information fournit alors un cadre de travail
original et pertinent pour étudier de telles données, qui sont vues comme des points
sur une variété différentielle de modèles statistiques [Amari and Nagaoka, 2007]. La mé-
trique d’information de Fisher, donnée par l’information de Fisher, munit une telle variété
d’une structure riemanienne [Amari, 2016] et plus particulièrement d’une structure hes-
sienne dans le cas de modèles statistiques appartenant à la famille exponentielle naturelle
[Duistermaat, 2001]. La géométrie de l’information a donc pour objet d’étude les variétés
différentielles de modèles statistiques. Bien que lié par le même cadre de travail fourni
par la géométrie riemannienne, il convient de distinguer ce domaine de la statistique géo-
métrique qui traite de l’analyse statistique d’objets géométriques vivant dans des variétés
différentielles.

La métrique riemanienne est un produit scalaire défini localement sur chaque espace
tangent de la variété, qui permet de calculer des angles, des longueurs et des distances.
Les géodésiques sont les chemins de longueur minimale (localement) entre deux points de
la variété, ce qui permet de définir une distance, appelée distance géodésique, entre ces
points. En géométrie de l’information, les distances géodésiques calculées entre deux points
d’une variété statistique permettent donc de calculer les distances entre les distributions
de probabilité de cette variété. Par exemple, la géométrie de la variété statistique des lois
normales univariées est celle de la géométrie hyperbolique. Les géodésiques partant d’un
point de la variété sont les demi-droites verticales et les demi-cercles perpendiculaires à
l’axe des abscisses dans le demi plan supérieur. Suivre les géodésiques sur cette variété
statistique permet donc de réaliser des interpolations optimales entre les distributions de
la loi normale univariée.

Considérons une famille de distributions de probabilité P = {P✓ = p✓µ|✓ 2 Θ},
absolument continue par rapport à une mesure fixée µ et paramétrisée par ✓ 2 Θ, où Θ

désigne l’espace des paramètres et p✓, la fonction de densité pour un paramètre ✓ donné.
L’espace des paramètres Θ est une variété différentiable, souvent un ouvert de Rd, qui
peut être munie d’une métrique riemannienne basée sur l’information de Fisher I(✓). Cette
métrique, appelée métrique d’information de Fisher ou métrique de Fisher-Rao, est donnée
en chaque point ✓ de Θ par

g✓(u, v) = uT
I(✓)v, u, v 2 T✓Θ ' R

d, (1)

où I(✓) = E
(
@✓ log p✓ @✓ log p

T
✓

)
représente la métrique en coordonnées locales sous sa

forme matricielle. Cette métrique permet de définir une distance géodésique sur la va-
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riété Θ, appelée distance d’information de Fisher. Notons que l’information de Fisher
présente deux propriétés qui rend son choix naturel pour construire une telle distance.
Tout d’abord, la structure géométrique d’une variété statistique est préservée par transfor-
mation de variable [Amari and Nagaoka, 2007, Calin and Udrişte, 2014], correspondant à
la conservation de l’information de Fisher par des statistiques suffisantes. Le théorème
de Chentsov et ses nombreuses généralisations montre que la métrique de Fisher est la
seule à vérifier cette propriété d’invariance sous certaines hypothèses. Par ailleurs, elle
est compatible avec les changements de paramètres par des difféomorphismes η 7! θ(η).
Cette propriété est très utile pour obtenir une forme diagonale de la métrique, plus fa-
cile d’utilisation pour les calculs. La distance géodésique étant invariante par changement
difféomorphe de paramètres, la structure géométrique ne dépend donc pas du choix des
paramètres. Cette propriété permet de considérer la métrique de Fisher comme une mé-
trique riemanienne sur une variété dont un système de coordonnées locales est donné par
les paramètres θ de la famille de densités p✓.

2.2 Géométrie de la variété statistique gamma généralisée

La géométrie de l’information de la variété gamma associée à la famille des distribu-
tions gamma a largement été étudiée dans [Arwini et al., 2008]. Cependant, le choix de
cette variété statistique ne s’est pas révélé pertinent pour étudier les applications visées en
imagerie médicale et en transport aérien. En effet, les distributions de probabilité étudiées
dans ces deux applications se sont avérées plutôt provenir de la famille des distributions
de type gamma généralisée, qui ajoute un paramètre de forme supplémentaire. La dis-
tribution gamma généralisée a été introduite par [Stacy, 1962] comme une généralisation
de la distribution gamma et peut être considérée comme un cas particulier de la distri-
bution d’Amoroso [Amoroso, 1925] dans laquelle le paramètre de décalage est supprimé.
Outre la distribution gamma, elle généralise également la distribution de Weibull et est
couramment utilisée dans les modèles de survie. Seuls quelques résultats sont connus pour
la variété des distributions de type gamma généralisée. Dans ce travail, nous avons donc
particulièrement exploré la géométrie de cette variété statistique dont les détails peuvent
être trouvés dans [Rebbah et al., 2019].

La densité de probabilité d’une loi gamma généralisée est définie sur R+\{0} et peut
s’exprimer comme une généralisation d’une loi gamma exprimée sous sa forme exponen-
tielle naturelle. La densité devient alors

p(x; η,λ, β) =
β ηλ xβλ−1 e−ηxβ

Γ(λ)
, x > 0, (2)

with η > 0, λ > 0 and β > 0. Notons qu’à cause du paramètre puissance β, la distribution
gamma généralisée n’est pas une famille exponentielle naturelle. Cependant, en utilisant
le difféomorphisme Φβ : x 7! xβ, la propriété d’invariance de la métrique de Fisher permet
de montrer que la métrique induite sur les sous-variétés β = constante est indépendante
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de β, et est exactement celle d’une variété gamma :

G(η,λ) =

✓ λ
η2

− 1
η

− 1
η

ψ0(λ)

◆
. (3)

En coordonnées locales, la métrique d’information de Fisher d’une variété gamma géné-
ralisée est donnée par sa forme matricielle :

gηη =
λ

η2
, (4)

gηλ = −1

η
, (5)

gλλ = ψ0(λ), (6)

gηβ =
λ

ηβ
(ψ(λ+ 1)− log η) , (7)

gλβ =
1

β
(log η − ψ(λ)) , (8)

gββ =
1

β2

⇥
1 + λ log2 η − 2λψ(λ+ 1) log η + λψ2(λ+ 1) + λψ0(λ+ 1)

⇤
. (9)

On remarque que le bloc (η,λ) correspond bien à la métrique de Fisher de la variété
gamma, comme conséquence de la propriété d’invariance par statistique suffisante.

Du fait de la propriété de groupe de la famille des difféomorphismes Φβ, tous les
calculs peuvent être effectués dans le cadre de travail plus général des groupes de Lie.
Considérons pθ, θ 2 Θ, une famille de densités de probabilité, définie sur un ouvert U de
Rn, et W un groupe de Lie agissant sur U par des diffeomorphismes préservant l’orientation
x 2 U 7! ξ(w, x) = w.x. La densité image par le difféomorphisme est donnée, pour tout
x 2 U par :

p̃w,θ(x) = pθ(ξ(w, x)) det ∂2ξ(w, x), (10)

où ∂i indique une dérivée partielle par rapport à la i-ième variable. Les dérivées d’ordre
supérieur sont notées de même ∂i...i,j...j,... en répétant l’indice k fois pour indiquer une
dérivée partielle d’ordre k. On peut alors facilement calculer la métrique d’information
de Fisher de la densité image p̃w,θ sous sa forme matricielle, en particulier les éléments
suivants :

gw,θ = −

Z

U

∂12l(x, θ)∂1ξ(e, x)pθ(x)dx TwRw−1 , (11)

gw,w = TwR
T
w−1

Z

U

hw,θ(x)
Thw,θ(x)pθ(x)dx TwRw−1 , (12)

où hw,θ(x) = ∂1l(x, θ)∂1ξ(e, x)+tr (∂12ξ(e, x)) et l(x, θ) désigne la log vraisemblance pθ(x).
Notons que cette métrique peut s’exprimer comme une métrique invariante à droite sur le
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groupe de Lie W . Ce résultat pourra s’appliquer en particulier au cas des familles gamma
p✓, exprimée au moyen des paramètres naturels ✓ = (η,λ). La famille image p̃w,✓ par le
difféomorphisme Φβ : x 7! xβ correspond à la famille des distributions gamma généralisée.

3 Applications à l’imagerie médicale et au transport

aérien

Les distances géodésiques entre distributions sont calculées entre deux points de la
variété statistique en résolvant des équations différentielles ordinaires, appelées équa-
tions géodésiques. Ces distances seront ensuite implémentées dans un algorithme des k-
médoïdes. Une méthode appelée "shooting method" a été sélectionnée pour résoudre ce
problème aux limites ; elle converge dans le cas de la variété gamma mais pas forcément
dans le cas d’une variété gamma généralisée. Une approximation de la distance géodésique
a donc été proposée pour contourner ce problème. Elle est basée sur l’observation que la
variété gamma est isométriquement plongée dans la variété gamma généralisée lorsque
β est constant. On peut alors obtenir une distance approximative en la décomposant
séparément sur les parties verticales et horizontales. Notons p(η2,λ2, β2) et p(η1,λ1, β1)
deux densités de probabilité gamma généralisée. On procède alors en deux étapes. Tout
d’abord, on calcule la première composante d1 (partie verticale) sur une ligne reliant deux
points β1 et β2 pour η = cte,λ = cte. Puis, on calcule la seconde composante d2 (partie
horizontale) en suivant une géodésique sur la sous-variété gamma pour β = β2. On obtient
alors une mesure de similarité d2 = d21 + d22.

Une première application a été menée dans le contexte de l’imagerie médicale pour
évaluer si les outils issus de la géométrie de l’information pouvaient améliorer les per-
formances d’algorithmes de classification de la maladie d’Alzheimer. Dans cette étude,
les sujets proviennent de la base de données ADNI [Mueller et al., 2005] pour 72 patients
atteints de la maladie d’Alzheimer (AD) et 71 sujets sains (HC). La qualité de la classifica-
tion a été évaluée pour plusieurs types de mesure de dissimilarité : la distance géodésique
sur la variété gamma généralisée (DGG1), une approximation de cette distance géodé-
sique (DGG2), la distance géodésique sur la variété gamma (DG), la valeur absolue entre
moyennes empiriques (DM) et la divergence de Kullback-Leibler pour les distributions
gamma généralisées (KL). Les résultats obtenus ont montré que la variété gamma généra-
lisée (DGG1 et DGG2) discrimine mieux les deux groupes de sujets comparée à la variété
gamma (DG) et aux autres méthodes (DM et KL).

Dans le domaine du transport aérien, nous nous sommes intéressés au problème de
classification des retards aéroportuaires au départ de 40 aéroports en Europe. Les distances
géodésiques ont été implémentées de manière similaire dans un algorithme des k-medoïdes.
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Résumé La malaria est une maladie avec un taux de mortalité qui reste
élevé en Afrique sub-saharienne. La transmission se fait via un moustique,
dont le développement et la reproduction sont favorisés par la présence de
plans d’eau. Afin d’étudier l’influence des plans d’eau sur le taux de transmis-
sion de la malaria, un riche jeu de données a été constitué dans le secteur du
barrage hydroélectrique de Gilgel Gibe dans le sud-ouest de l’Éthiopie. Il est
constitué de temps d’infection par la malaria d’enfants répartis en villages,
ainsi que de nombreuses covariables. Ces données ont déjà été analysées par
un modèle de fragilité structuré selon les villages, incluant la distance entre
l’enfant et le barrage comme covariable. Cependant, la proximité entre les
enfants n’est pas prise en compte. Afin de mieux prendre en compte cette
spécificité liées aux données, nous proposons un modèle de fragilité avec une
structure de corrélation spatiale. Les paramètres du modèle sont estimés en
maximisant la vraisemblance observée via un algorithme de type Expecta-
tion Maximization stochastique. La performance de l’estimateur est évaluée
sur des données simulées et des données réelles.

Mots-clés. Modèle de fragilité multivarié, corrélations spatiales, algo-
rithme Expectation Maximization stochastique, incidence de la malaria

Summary
Malaria remains a disease with high morbidity and mortality in Subsaha-

ran Africa, and more specifically in Ethiopia. The mosquito being the vector
of this disease, the presence of water bodies, favoring the reproduction and
breeding of the mosquito, strongly influences the rate of transmission. A
rich dataset has been put together in the area of the Gilgel Gibe hydroelec-
tric dam in south-western Ethiopia, including the malaria infection times of
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2037 children situated in different villages as well as many covariates. The
data has been analyzed by frailty models introducing the village as cluster to
accommodate for the correlation in the data and distance from the dam as
main risk factor. However, proximity between the children is not taken into
account. In order to consider this specificity in the data, we propose a frailty
model with a spatial correlation structure. The parameters of the model are
estimated by maximizing the observed likelihood via a stochastic Expecta-
tion Maximization algorithm. Parameter estimation is done on the malaria
dataset and simulated data to assess the performance of the estimator.

Keywords. Multivariate frality model, spatial correlation, stochastic
Expectation Maximization algorithm, malaria incidence

1 Contexte, problématique et données

La malaria est une maladie avec un taux de mortalité qui reste élevé en
Afrique sub-saharienne. Le parasite de la malaria est transmis d’homme à
homme par le moustique anophèle. Ce moustique est fortement dépendant de
l’eau à tous les stades de son développement (œuf, larve, nymphe) et pour sa
reproduction. De fait, la présence de plans d’eau, comme ceux liés à la con-
struction de barrages hydrauliques, peut potentiellement avoir un fort impact
sur l’incidence de la malaria. En 2003, le barrage hydroélectrique de Gilgel
Gibe a été construit dans le sud-ouest de l’Éthiopie. Afin d’étudier l’effet
du réservoir d’eau sur la propagation de la malaria, 16 villages à différentes
distances du barrage, variant entre 0,26 et 9,05 km, ont été sélectionnés. Au
total, 2037 enfants de moins de 10 ans ont fait l’objet d’un suivi hebdomadaire
entre juillet 2008 et juin 2010. Les temps d’infection par la malaria ont été
observés sur ces enfants avec censure, ainsi que de nombreuses covariables
descriptives. Pour plus d’information sur ces données, nous renvoyons aux
articles de Yewhalaw et al (2009), Getachew et al (2013). L’hypothèse princi-
pale de ces travaux était que plus on s’éloigne du barrage, plus l’incidence de
la malaria diminue. Les données ont été analysées via des modèles d’analyse
de survie pour mieux quantifier cet effet.

Les modèles de fragilité introduits par Vaupel et al (1979) sont une ex-
tension du modèle de Cox (1972) qui modélise le risque de survenue d’un
événement comme produit d’une fonction de risque de base et d’une fonc-
tion des covariables. Ces modèles permettent en outre de prendre en compte
l’hétérogénéité présente dans les données via des effets aléatoires non ob-
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servés. Ainsi un modèle de fragilité incluant l’effet ”village” comme ef-
fet aléatoire et la distance entre l’individu et le barrage comme facteur de
risque principal a été utilisé par Getachew et al (2013). Cependant, cette
modélisation soulève deux remarques. Premièrement, les résultats du modèle
de fragilité ne sont pas fiables lorsqu’il existe une forte corrélation entre la
covariable, ici la distance au barrage, et le groupe, ici le village, ce qui est le
cas dans ce jeu de données. Deuxièmement, le village est une structure ad-
ministrative qui ne rend pas forcément compte de la proximité géographique
entre individu.

Afin de mieux prendre en compte les spécificités de ces données, nous
proposons un modèle de fragilité avec une structure de corrélation spatiale
au niveau de l’individu.

2 Modèle de fragilité multivarié à corrélation

spatiale

Usuellement, les modèles de fragilité spatiaux modélisent les corrélations en-
tre groupes (cf. Li et Ryan (2002)). Nous proposons un modèle de fragilité
multivarié à corrélations spatiales au niveau de l’individu. On considère
une population de N individus. Pour 1  i  N , le temps de survenue de
l’infection et le temps de censure pour l’individu i sont modélisés par des
variables aléatoires notées Ti et Ci respectivement. On observe alors pour
1  i  N le temps censuré à droite et l’indicateur de censure notés re-
spectivement Xi et ∆i et définis par Xi = min(Ti, Ci) et ∆i = TiCi

. Dans
la suite, on note X = (Xi)1iN et ∆ = (∆i)1iN . Le modèle de fragilité
multivarié à corrélations spatiales est défini pour 1  i  N par :

hi(t|bi) = h0(t) exp(Zt
iβ + bi) i = 1, . . . , N où b = (bi)1iN ⇠ NN(0,Γ)

où hi(t|bi) désigne le risque instantané de survenue de l’événement pour
l’individu i au temps t, h0(t) le risque de base au temps t, bi le vecteur de
fragilité de l’individu i, β le vecteur des paramètres de régression inconnu, Zi

le vecteur de covariables associées à l’individu i. Le vecteur de fragilité b suit
une distribution normale multivariée centrée avec une matrice de covariance
notée Γ = σ2Σ(⇢) où σ2 est un facteur d’échelle et Σ(⇢) est la matrice de
corrélation structurée paramétrée par ⇢ > 0. Nous considérons les deux

3

622 sciencesconf.org:jds2020:315893

•



structures suivantes :

Σ1(⇢) = exp(−⇢D) et Σ2(⇢) =
1

1 +D⇢
(1)

où D = (dij) 2 RN⇥N est telle que la composante dij correspond à la distance
entre l’individu i et l’individu j pour i 6= j et dii = 0 par convention.

On suppose par ailleurs que la fonction de risque de base h0 est paramétrique
constante par morceaux pour prendre en compte l’effet saisonnier de l’incidence.
La fonction de risque de base est définie par h0(t) = hm pour t 2 [⌧m−1, ⌧m[
pour m 2 [1,M ] où (⌧m)m2[1,M ] est une suite strictement croissante et ⌧0 = 0.
Le modèle s’écrit alors :

h(t|bi) =
MX

m=1

hm [τm−1,τm[(t) exp(Z
t
iβ + bi) (2)

Les paramètres à estimer sont ✓ = ((hm)1mM , β, σ2, ⇢).

3 Estimation des paramètres

Nous estimons les paramètres du modèle par maximum de vraisemblance.
La log-vraisemblance complète des données s’écrit :

logLcomp(✓;X,∆, b) =
MX

m=1

NX

i=1

 

∆i

⇣
log(hm) [τm−1,τm[(Xi) + Zt

iβ + bi)
⌘

−H(Xi) exp(Z
t
iβ + bi)

!

+
N
X

i=1

log fΓ(bi)

où le hasard cumulé est noté H(Xi) =
PM

l=1 hl(⌧l − ⌧l−1) τlXi
+
PM

l=1(Xi −
⌧l−1)hl τl−1Xi<τl

. La vraisemblance observée est obtenue en intégrant la
vraisemblance complète par rapport au vecteur de fragilité b :

Lobs(✓;X,∆) =

Z

Lcomp(✓;X,∆, b)db

On définit ✓̂ l’estimateur du maximum de la vraisemblance observée par
✓̂ = argmax Lobs(✓;X,∆). Le calcul de cet estimateur ne peut en général pas
se faire directement, en particulier lorsque la vraisemblance observée n’admet
pas de forme analytique, ce qui est le cas dans le modèle de fragilité défini
dans la section 2. En pratique, nous calculons la valeur de l’estimateur via
un algorithme itératif stochastique de type Expectation Maximization.
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4 Algorithme stochastique d’estimation

On applique l’algorithme MCMC-SAEM introduit par Kuhn et Lavielle (2004)
qui combine une méthode de Monte Carlo Markov Chain à l’algorithme
d’approximation stochastique de EM. Chaque itération de l’algorithme se
compose de trois étapes. A l’itération k :

S-step : une réalisation bk du vecteur de fragilité non observé est simulé selon
le noyau de transition d’une châıne de Markov convergente Π✓k−1

ayant
comme distribution stationnaire la distribution conditionnelle du vecteur
de fragilité notée π✓k−1

(.|X,∆).

π✓k−1
(.|X,∆) =

Lcomp(✓;X,∆, b)

Lobs(✓;X,∆)

SA-step : On effectue une approximation stochastique sur la log-vraisemblance
complète :

Qk(✓) = Qk−1(✓) + γk(logLcomp(✓;X,∆, bk)−Qk−1(✓))

où la suite (γk) vérifie 0  γk  1,
P

γk = +1,
P

γ2
k < +1.

M-step : On met à jour les paramètres selon : ✓k = argmax
✓

Qk(✓)

Les quantités Q0 et ✓0 sont initialisées arbitrairement. Sous des hypothèse de
régularité du modèle de fragilité et sous des hypothèses assurant l’ergodicité
de la chaine de Markov, la suite (✓k)k générée par l’algorithme décrit ci-
dessus converge presque sûrement vers un point critique de la vraisemblance
observée (cf. Kuhn et Lavielle (2004)).

5 Expériences numériques

On analyse les temps de survenue de la malaria chez 2037 enfants. Les quatres
covariables considérées sont l’âge, le sexe, la structure du toit et la distance
entre l’enfant et le barrage. Du fait de la grande dimension du vecteur de
fragilité et de l’hétérogénéité de ses composantes, l’étape de simulation est
délicate et nécessite l’utilisation de techniques adaptées à ce contexte. Ainsi
la simulation du vecteur bk à l’itération k de l’algorithme se fait via un

5
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Table 1 – Estimations des paramètres et écart type entre parenthèses

βsex βage βd βroof (h1, h2, h3, h4, h5, h6)⇥ 10−4 σ2 ⇢

-0.0391 -0.0061 0.1057 0.0260 (5.40, 14.3, 3.98, 6.88, 2.42, 2.71) 0.364 0.794
(0.0659) (0.0201) (0.140) (0.0342) (0.48,0.97,0.22,0.49,0.11,0.18) (0.088) (0.11)

algorithme de Gibbs hybride adaptatif (cf. Atchadé et Rosenthal (2005)),
assurant un taux d’acceptation homogène selon toutes les composantes.

Nous avons testé la méthode d’estimation sur des données simulées selon
le modèle défini dans l’équation (2) et avons obtenu de très bons résultats.
Pour l’analyse des données de malaria, nous comparons plusieurs modèles
avec différentes fonctions de risque de base h0 et les structures de corrélation
présentées dans la section 2. Les modèles que nous comparons ont le même
nombre de paramètres et nous présentons donc les résultats du modèle qui
maximise la log-vraisemblance dans le tableau 1. L’estimation de h2 cor-
respond à la plus forte période de pluie et est associée à une plus grande
incidence. La présence de plans d’eau est plus importante pendant la grosse
saison de pluie et favorise la reproduction des moustiques et contribue donc
à propager plus facilement la malaria. Aussi, nous illustrons graphiquement
ce que représente l’estimation du paramètre de corrélation ⇢ dans la figure 1.
Cette estimation semble cohérente avec la distance maximum théorique que
parcours le moustique.

Figure 1 – Représentation graphique de la corrélation en fonction de la dis-
tance basée sur l’estimation de ⇢̂ = 0.794
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Résumé. La prévision d’ensemble se fonde sur des scénarios obtenus en modifiant
les conditions et les paramètres initiaux d’un code déterministe dynamique décrivant un
mécanisme physique (modèles météorologiques régionaux, modèles climatiques, modèles
de précipitation et de transport solide ...). Ces scénarios variés traduisent l’espoir du
physiciens de représenter l’incertitude due à l’état initial du système (par exemple la
température de l’atmosphère, l’humidité du sol, etc.) ou découlant de la connaissance in-
complète des paramètres. En propageant les perturbations des conditions limites à travers
le code numérique intégro-différentiel complexe simulant le comportement du système, on
obtient un ensemble de trajectoires hypothétiques de la variable à prédire (par exemple, la
température de l’aéroport, la pluie, le débit des cours d’eau...) également connues sous le
nom de membres. Dans quelle mesure les informations véhiculées par les différents mem-
bres de l’ensemble peuvent-elles aider à construire une prévision probabiliste de la quantité
à prévoir? La littérature statistique fourmille de méthodes prêtes à l’emploi, connues sous
le nom de techniques de ”post-traitement” des ensembles, mais peu d’entre elles traitent
formellement des spécificités des ensembles : (1) la trajectoire de la Nature peut ne pas
être exactement celle générée par le code déterministe, (2) les membres de l’ensemble
proviennent de processus physiques, ce qui devrait permettre un certain apprentissage
statistique, (3) les membres de chaque ensemble ont tendance à être, à cause du principe
même de leur construction, l’ échantillonnage d’un modèle de type échangeable.

En statistique, De Finetti et ses successeurs ont démontré que la propriété d’échangeabilité
conduit à un modèle à effet aléatoire. L’effet aléatoire résume parcimonieusement l’information
véhiculée par les membres de l’ensemblevis à vis la variable à prédire. Nous construisons
un modèle normal échangeable pour les températures et suggérons d’autres développements
bayésiens hiérarchiques ad hoc : données environnementales avec valeurs nulles (précipitations)
ou structures conjointes de séries hydro-météorologiques (pluies-débits). Les performances
des modèles proposés sont vérifiées et comparées à celles d’autres techniques de post-
traitement sur une longue série d’enregistrements de températures. Les résultats montrent
la robustesse des structures prédictives parcimonieuses construites, ce qui plaide en faveur
de l’échangeabilité et de la cohérence probabiliste lors de la modélisation des membres
d’un ensemble environnemental.

1

627 sciencesconf.org:jds2020:319609

AN



Mots-clés. Modèle bayésien hiérarchique, Prévision Probabiliste, Post-traitement
d’ensemble environmental, échangeabilité . . .

Abstract. Ensemble forecast is based on scenarios obtained by modifying the initial
conditions and parameters of a dynamic deterministic code describing a physical mecha-
nism (regional weather models, climate models, precipitation and solid transport models
...). These various scenarios reflect the physicists’ hope to represent the uncertainty due
to the poorly detremined initial state of the system (e.g. atmospheric temperature, soil
moisture, etc.) or resulting from incomplete knowledge of the parameters. By propagating
the boundary condition perturbations through the complex integro-differential numerical
code mimicking the system behaviour, a bunch of hypothetical trajectories of the variable
to be predicted (e.g. airport temperature, rainfall, river flow...) also known as members
of the ensemble is obtained. To what extent can the information conveyed by the dif-
ferent members of the ensemble help to construct a probabilistic forecast of the quantity
to be predicted? Statistical literature offers a wealth of off-the-shelf methods known as
”post-processing” techniques for ensembles, but few of them formally address the specific
features of an ensemble: (1) the trajectory of Nature may not be exactly the one gener-
ated by the deterministic code, (2) the members of the set come from physical processes,
which should allow some statistical learning, (3) the members of each ensemble tend to
be, because of the very principle of their construction, the sampling of an exchangeable
model.

In statistics, De Finetti and his successors have shown that the property of exchange-
ability leads to a random-effect model. The random effect parsimoniously sums up the
information conveyed by the members of the ensemble with regard to the variable to be
predicted. We construct a normal exchangeable model for temperatures and suggest other
ad hoc hierarchical Bayesian developments: environmental data with zero values (precip-
itation) or joint structures of hydro-meteorological series (rain-flow). The performances
of the proposed models are checked and compared with those of other post-processing
techniques over a long series of temperature records. The results show the robustness
of such statistical structures, which argues in favour of exchangeability and probabilistic
consistency when modelling the members of an environmental ensemble.

Keywords. Hierarchical Bayesian model, Probabilistic forecasting, Ensemble post-
processing techniques, Exchangeability . . .

1 Construction d’une prévision probabiliste fondée

sur un ensemble environnemental

Dans le contexte de la prévision d’ensemble, le problème posé, au départ à tout opérateur
prévisionniste est la modélisation probabiliste adaptée à la structure des S membres de

2
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l’ensemble X = {x1, x2, ...xS} et le passage à la distribution conditionnelle de la cible Y .
Comme dans Courbariaux et al (2019), nous travaillons sur les S = 50 membres de

températures de l’ensemble issu du Centre Européen pour les Prévisions Météorologiques
à Moyen Terme pour la station de Vouglans, dans l’Ain. Commençons par distinguer trois
types d’échantillons porteurs d’informations:

1. l’échantillon climatique (souvent long) où on dispose d’observations de la cible Y ,
la grandeur température journalière moyenne observée ( c’est un long historique
journalier (1953 à 2015), d’où son importante pour le calibrage).

2. l’échantillon de calage où les modèles marginaux des ensembles X puis le modèle
prédictif de Y |X sont estimés (on observe conjointement X et Y de 2005 à 2008,
puis de 2011 à 2015),

3. l’échantillon de vérification- validation des résultats de la prévision (qui pourra être
constitué de sous périodes à extraire de la période conjointe, le reliquat restant pour
le calage).

2 Modélisation marginales de l’ensemble X en calage

Notre hypothèse de travail minimale s’appuie sur une certaine symétrie des membres;
l’échangeabilité traduira l’invariance de la probabilité de l’ensemble par rapport à toute
permutation des S membres. La symétrie acceptée impose, bien sûr, le respect de la
stationnarité des séries à traiter, éventuellement obtenue préalablement par une procédure
adhoc de stationnarisation.

Le théorème de deFinetti (1939), dit de représentation après son extension en 1955 par
Savage et Hewitt, stipule que toute séquence infinie est échangeable si et seulement si
il existe ”une variable aléatoire Z” telle que l’on a en probabilité, en utilisant la notation
crochet de Gelfand et Smith (1939) pour les densités :

[x1, ..., xS] =

Z

Z

SY

s=1

[xs|Z][Z]dZ

On notera que la réciproque, seulement si, s’applique immédiatement même pour tout
échantillon fini : tout échantillon d’un mélange est échangeable.

Précisons que Z n’est pas n’importe quelle variable aléatoire, elle est étroitement
liée à l’échangeabilité des membres, exprimant leur structure particulière et dépend de
l’ensemble. Reprenons Bernardo (1996) : Le théorème de représentation, résultat de
pure théorie de probabilité, prouve que, si les observations sont jugées échangeables, alors
elles doivent vraiment être un échantillon aléatoire d’un modèle et une distribution a
priori sur le paramètre du modèle (le Z), (imposant de fait une approche bayesienne). Il
faut cependant noter que le théorème de représentation est un théorème d’existence: en
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géneral il ne spécifie pas le modèle et ne spécifie jamais la distribution a priori requise.
Les hypothèses additionnelles qui sont habituellement nécessaires pour spécifier un modèle
particulier sont décrites dans les applications. Ici, comme souvent pour les températures,
nous invoquons la normalité et proposons le modèle à effets aléatoires construit sur 2
pivôt réels Z1t et Z2t:

Xts = ↵ + βZ1t + λZ−0.5
2t ⇥ ✏ts (1)

✏ts ⇠ N(0, 1)

On notera que ↵, β,λ sont les paramètres de niveau 2 de la structure hiérarchique (cf
Bernardo), il faut leur joindre les paramètres des modèles latents des pivôts. Pour des
raisons de simplicité statistique, on adoptera l’hypothèse de conjuguées naturelles (Raiffa
et Schlaifer, 1961); soit , en notant G la loi gamma:

Z2t ⇠ G(g, 1) (2)

Z1t|Z2t ⇠ N(0, Z−0.5
2t ) (3)

Ces trois équations définissent un modèles marginal d’ensemble échangeable compati-
ble avec la représentation issue du théorème de de Finetti.

Si, en première analyse on prend pour exemple la période de calage des dennées de
température journalières désaisonnalisées (mai-novembre) à Vouglans, on a un échantillon
de taille n > 850, ce qui nous conduit, d’une part, à pouvoir utiliser des priors non
informatifs, et d’autre part, à négliger les incertitudes a posteriori sur les paramètres en
les posant égaux à leurs moyennes a posteriori dans les inferences de modèles.

Comme il se doit pour ce modèle normal, la loi de Z = (Z1, Z2) conditionnelle à X
possède une statistique exhaustive T (Xt) à t fixé : le couple T (xt = (x̄t, s

2
t ) (moyenne

et variance empirique), observable sur chaque ensemble et qui les remplace comme pivôt
Z = (Z1, Z2) dans toute équation de prévision. Lauritzen (2007) les appelent résumantes
des latentes Z dans l’expression du théorème de deFinetti. On en déduit les lois marginales
conditionnelles de type Fisher (F) et Student (T) pour les composantes du résumé de
l’ensemble :

✓
S.s2t
λ2

◆
⇠ F (S − 1, 2g) (4)

✓
x̄t − ↵

k ⇥ st

◆
⇠ T (S − 1) (5)

avec k =

 r
β2 + Sλ2

λ2

!
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3 Modélisation du lien entre la cible Y et l’ensemble

X en calage

Pour la phase prédictive, il nous faudra expliciter [Y |X] =
R
[Y |Z][Z|X]dZ où l’on peut

remplacer les pivôts Z par les statistiques résumantes T (X). On suppose bien sûr que
pour chaque temps t, Xt, (qu’on pourrait qualifier d’exhaustif vis à vis de Y ) est censé
contenir toutes les informations nécessaires à la prévision.

On cherche donc à construire un modèle bivariable [Y, T (X)] qui doit encapsuler les
propriétés marginales des résumantes d’ensemble d’un coté et des propriét és climatiques
de Y (issues du calibrage) de l’autre coté.

On suggère d’étendre ici une méthode de copule normale inspirée de Krzysztofowicz
(1997) , en supposant que le résumé statistique s2t , la variance de l’ ensemble, est un
prédicteur plus ou moins relié à la variance de la prédictive. Nous proposont un modèle
sur les grandeurs transformées U, V,W à deux paramètres ✓ et  à estimer sur la période
de calage, sous la forme:

V =
Y − E(Y )
p

V(Y )
⇠ N(0, 1)

U = N

✓
T−1
S−1

✓
x̄t − ↵

k ⇥ st

◆◆

W = Gg,1

✓
F−1
S−1,2g

✓
S.s2t
λ2

◆◆

Vt = ✓ ⇥ Ut +  ⇥
p

Wt ⇥ ✏t (6)

✏t ⇠ N(0, 1)

Pour Wt, on pourrait également utiliser une autre transformation d’un prédicteur
positif de variance d’erreur de prévision, par exemple une loi normale tronquée sur la
demi-droite 0 < W < +∞

4 Conclusion

Comparé aux approches classiques en matière de prévisions d’ensemble de Jolliffe et al
(2012) , le modèle échangeable pour les ensembles environnementaux repose sur une pro-
priété statistique constructive dont le réalisme opérationnel est facilement défendable :
l’échangeabilité des trajectoires possibles des grandeurs météorologiques est justement la
propriété que souhaitent les physiciens qui établissent les membres de l’ensemble! Quoique
son adaptation à certains types de données reste un challenge (le traitement séparé des
valeurs nulles des précipitations pose un délicat problème d’introduction de variables la-
tentes, par exemple), les premiers essais de ce modèle présentent des aspects prometteurs
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de robustesse et de parcimonie. Il peut sans doute d’ailleurs être perfectionnés de mul-
tiples façons: introduction de mémoire autorégressive marginale des latentes d’ensemble,
descripteurs d’information supplémentaires au niveau prédictif, adaptabilité par appren-
tissage séquentiel régulièrement réactualisé, etc.
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Résumé. Nous nous intéressons à l’estimation par validation croisée des paramètres
d’une fonction de covariance d’un processus gaussien. Nous suggérons l’utilisation de
nouveaux critères de validation croisée dérivés de la littérature des scoring rules. Nous
proposons de plus une méthode efficace pour le calcul du gradient d’un critère de valida-
tion. Cette méthode est plus efficace que ce qui est présenté dans la littérature à notre
connaissance, et permet en particulier de réduire la complexité de l’évaluation jointe des
critères de validation croisée et des gradients associés.

Mots-clés. Processus gaussien, validation croisée, score de prédiction probabiliste,
Mode adjoint

Abstract. We consider the problem of estimating the parameters of the covariance
function of a Gaussian process by cross-validation. We suggest using new cross-validation
criteria derived from the literature of scoring rules. We also provide an efficient method
for computing the gradient of a cross-validation criterion. To the best of our knowledge,
our method is more efficient than what has been proposed in the literature so far. It
makes it possible to lower the complexity of jointly evaluating leave-one-out criteria and
their gradients.

Keywords. Gaussian process, cross-validation, scoring rule, reverse-mode differenti-
ation

1 Introduction

Let ξ be a zero-mean Gaussian process indexed by Rd and denote by k the covariance
function of ξ, which is assumed to belong to a parametrized family {k◊; ◊ ∈ Θ}, where Θ ™
Rq denotes a q-dimensional space of parameters. We can safely say that the most popular
methods for estimating k from data are maximum likelihood and related techniques.
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In this article we focus instead on cross-validation methods. Classical cross-validation
methods for estimating k are based on the leave-one-out mean squared prediction error
or PRESS (Allen, 1974; Bachoc, 2013), and leave-one-out log predictive density (see,
e.g., Rasmussen and Williams, 2006). These leave-one-out goodness-of-fit criteria can be
computed using closed-form formulas (Dubrule, 1983).

The contribution of this work is twofold. First, we suggest extending the range of
classical cross-validation criteria available in the literature of Gaussian processes by using
the broad variety of scoring rules (see Gneiting and Raftery, 2007, for a survey), such
as the continuous ranked probability score (CRPS). Second, we provide an efficient way
for computing the gradient of any cross-validation criterion, which can then be used in
gradient-based optimization algorithms. The only requirement is for the criterion to be
differentiable in closed form with respect to leave-one-out posterior predictive means and
variances. The new procedure has a O(n3 + qn2) complexity, against the O(qn3) that was
deemed “unavoidable” by Rasmussen and Williams (2006).

The article is organized as follows. Section 2 introduces scoring rules and how they can
be used for estimating k. Section 3 presents the details of our contribution to the compu-
tation of gradients of a cross-validation criterion and Section 4 presents our conclusions
and perspectives.

2 Scoring rules and cross-validation criteria

Let Zi = ›(xi) + Ái, 1 Æ i Æ n, be some observations of ›, at points xi œ Rd, where the
Áis are assumed independent and identically N (0, ‡2

Á
)-distributed, with ‡2

Á
Ø 0.

The classical framework of Gaussian process regression allows one to build a predictive
distribution for an unobserved ›(x) at x œ Rd from the Zis. Criteria for assessing the
quality of probabilistic predictions have been studied in depth under the name of scoring
rules in the seminal article of Gneiting and Raftery (2007). A scoring rule for real variable
prediction is a function S : P ◊R æ [≠Œ, +Œ], where P is a class of probability measures
on (R, B(R)). For P œ P and z œ R, S(P, z) measures the goodness of prediction P for z.

Assume that we want to use a scoring rule S for estimating the parameters of a
covariance function. Gneiting and Raftery (2007) suggest building a leave-one-out cross-
validation criterion L defined as

L(◊) =
1
n

n
ÿ

i=1

S(P ◊
≠i, Zi), (1)

where P ◊
≠i is the conditional distribution of Zi given the Zjs, for 1 Æ j Æ n, j ”= i.

In our Gaussian process regression framework, it is well known that P ◊
≠i is a Gaus-

sian distribution N (µi, ‡2
i ). Let K = (k◊(xi, xj))1Æi,jÆn be the covariance matrix of

(›(x1), . . . , ›(xn))T, then (Dubrule, 1983; Sundararajan and Keerthi, 2001; Craven and
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Wahba, 1979) show that

µi = Zi ≠
(BZ)i

Bi,i

and ‡2
i =

1
Bi,i

, (2)

where B = (K + ‡2
Á
I)≠1 and Z = (Z1, . . . , Zn)T. Note that (2) still stands true if ‡2

Á
= 0.

Remark 1. Craven and Wahba (1979, Lemma 3.1 and 3.2) show that (2) could be general-
ized to other types of linear predictors, beyond the particular Gaussian process regression
framework considered in this article.

The mean squared prediction error and log-predictive density criteria mentioned in
Section 1 correspond respectively to the scoring rules S1(P, z) = ≠(EZ∼P (Z) ≠ z)2 and
S2(P, z) = log(f(z)), where f denotes the density of P with respect to some common
measure. A scoring rule is said strictly proper if EZ∼P (S(P, Z)) > EZ∼P (S(Q, Z)) for all
P, Q œ P with P ”= Q. Strict propriety can be viewed as a sanity condition for performing
estimation by maximizing (1). Note that S1 is not strictly proper relative to the class of
Gaussian measures whereas S2 is. A large variety of scoring rules is surveyed by Gneiting
and Raftery (2007). We shall use the CRPS in Section 4 for illustration.

3 Efficient computation of the gradient of a leave-
one-out criterion

In this section we present our contribution for computing the gradient Ò◊L of (1). Let1

Y

_

]

_

[

Γ : ◊ œ Rq ‘æ K œ Rn2
,

Í : K œ Rn2
‘æ (µ, ‡2) œ R2n according to (2),

Ï : (µ, ‡2) œ R2n ‘æ L œ R according to (1),
(3)

where µ = (µ1, ..., µn)T and ‡2 = (‡2
1, ..., ‡2

n)T, in such a way that L(◊) = (Ï ¶ Í ¶ Γ) (◊).
Write w = (µ, ‡2) for simplicity. Let JÏ,w, JÍ,K and JΓ,◊ be the 1 ◊ 2n, 2n ◊ n2, n2 ◊ q
Jacobian matrices of Ï, Í and Γ at w, K and ◊ respectively. Using the chain rule for
derivation we have

Ò◊L
T = JÏ,w JÍ,K JΓ,◊. (4)

Rasmussen and Williams (2006) propose an algorithm in O(qn3) time for computing Ò◊L
from JΓ,◊.

Suppose that these Jacobian matrices are already built and stored. Then, comput-
ing (4) by multiplying those matrices from the right to the left costs about 2n · n2 · q + 1 ·
2n·q = O(qn3) additions and multiplications, corresponding to the complexity announced
by Rasmussen and Williams (2006). On the other hand, proceeding from the left to the

1We identify the space of n◊n matrices with Rn2

and (Rn)
2

with R2n with a slight abuse of notation.
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right costs about 1 ·2n ·n2 +1 ·n2 ·q = 2n3 +qn2 additions and multiplications. (This kind
of consideration is a basic illustration of what has been studied in depth in the literature
as the matrix chain multiplication problem for variable length products of matrices; see,
e.g., Hu and Shing, 1982, and references therein.)

Let us now investigate the price paid for building JÏ,w and JÍ,K . First of all, the
computation of B = (K +‡2

Á
I)≠1 and then w = (µ, ‡2) from K can be performed in O(n3)

operations using (2). Moreover, knowing w, L and JÏ,w can be computed in O(n) time. In
addition, equations used by Sundararajan and Keerthi (2001) show that JÍ,K can be build
from B in O(n3) elementary operations. Thus, previous arguments show that it is indeed
possible to compute L and Ò◊L from JΓ,◊ and K for O(n3 + qn2) elementary operations,
thereby avoiding the O(qn3) complexity mentioned by Rasmussen and Williams (2006).

Furthermore, available implementations (see, e.g., Bect et al., 2019) show that it is
possible build K and JΓ,◊ from ◊ in a O(qn2) complexity for the case of an anisotropic
stationary covariance with q = d + 1 parameters (one variance parameter and q length
scales). We see then that our contribution allows us in this case to keep the evaluation of
L and Ò◊L from ◊ in O(n3 + qn2), rather than O(qn3).

The main drawback of this scheme is the 2n ◊ n2 storage of JÍ,K . We propose to
circumvent this cost by directly implementing the adjoint operators of the differentials
of Í:

L∗
Í : (K, ”w) ‘æ JT

Í,K ”w. (5)

This can be used to compute L∗
Í(K, JT

Ï,w) = JT

Í,KJT

Ï,w and then Ò◊L from (4). This way of
implementing chain rule derivatives is well known and has been studied under the name
of reverse-mode differentiation2 or backpropagation, and its paternity can be traced back
at least to Linnainmaa (1970).

We propose Algorithm 1 to implement this operator. This algorithm only requires
O(n2) storage capacity and about 2n3 additions and multiplications, thus reducing the
burden of storage, while maintaining the global O(n3 + qn2) complexity. (Note that 2n3

already corresponds to the cost of matrix multiplication in a “direct” approach that would
first build JÍ,K and then compute L∗

Í (K, ”w) by matrix multiplication.)

Remark 2. The algorithm can easily be adapted, through a suitable modification of the
matrix B used in Step 6, to any type of linear model for which (2) holds (see Remark 1).

4 Conclusion and perspectives

We suggested using the scoring rules referenced by Gneiting and Raftery (2007) for the
estimation of the parameters of a Gaussian process by leave-one-out cross-validation. We
also proposed an efficient procedure for computing gradients of cross-validation criteria
that is more efficient than what was available in the literature to our knowledge.

2In the context of Gaussian process regression, a reverse-mode differentiation approach has been
proposed by Toal et al. (2009) for the computation of the likelihood function and its gradient.
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Algorithm 1: Implementation of L∗
Í for computing δK = JT

Í,Kδw, from K and δw.

Inputs at first step refer to what has already been computed for evaluating µ and σ2.

For vectors a and b, a £ b and a ¶ b denote the Hadamard element-wise division and

multiplication respectively.

Input:

K, Z, B = (K + σ2
Á
I)−1, α = By, κ = (Bi,i)1≤i≤n, κ−1 = 1 £ κ, χ = α ¶ κ−1,

δw = (δµ, δ‡2)
Output: δK = JT

Í,Kδw

1 κ−2 = κ−1 ¶ κ−1

2 δ‰ = ≠δµ

3 δ– = δ‰ ¶ κ−1

4 δŸ = ≠δ‰ ¶ α ¶ κ−2 ≠ δ‡2 ¶ κ−2

5 δB = δ–ZT + diag(δŸ)
6 δK = ≠BT δB BT

Further work will consist in investigating the properties of these estimators for several
scoring rules. For instance, one can choose to use the continous rank probability score
(CRPS) defined as CRPS(F, z) = ≠

s +∞

−∞ (F (u) ≠ 1z≤u)2 du, where F is a cumulative
distribution function. The CRPS is strictly proper relative to the class of Gaussian
measures3. An empirical comparison with maximum likelihood for estimating the length
scales is presented in Figure 1. Our contribution for computing gradients makes it possible
to maintain the same complexity, both in terms of storage and calculation, for the two
methods.
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Figure 1: Scatterplots of the estimates of the two length scales of a Gaussian process
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PIntMF : Une méthode de factorisation matricielle pénalisée
pour l’intégration de données multi-omiques
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Résumé. La génération de données multi-omiques est en pleine expansion avec l’amélioration des tech-
nologies à haut débit. L’intégration au sein d’une seule analyse de plusieurs sources d’information du génome
pourrait permettre une meilleure compréhension des maladies ou des systèmes biologiques. Nous proposons
ici une méthode non-supervisée de factorisation matricielle pénalisée multi-blocs pour intégrer des données
multi-omiques. Cette méthode a pour but d’identifier de nouveaux groupes d’individus au sein d’une même
maladie ainsi que d’identifier les variables pertinentes conduisant à cette classification. Nous avons appliqué
cette méthode sur des données simulées pour comparer ses performances à des méthodes intégratives non-
supervisées existantes et sur des données réelles. Cette nouvelle méthode permet de bien classer les individus
et d’identifier les variables liées aux groupes avec plus de précision. Sur les données réelles, la méthode permet
d’établir une nouvelle classification qui a un lien avec la survie des patients.

Mots-clés. Méthode non-supervisée, factorisation matricielle, multi-omique, classification

Abstract. The generation of multi-omics data is growing with the improvement of high-throughput
technologies. The integration in the same analysis of several levels of the genome could allow a better unders-
tanding of diseases or biological systems. Here, we propose a non-supervised penalized matrix factorization
method to integrate multi-omics data which aims to identify new groups of individuals within the same di-
sease, as well as relevant markers leading to this classification. We applied this method to simulated data and
compared its performances with existing integrative unsupervised methods. Our method leads to a correct
clustering of individuals and identifies relevant biomarkers with more precision. The results on real data
highlight a new clustering linked to the patient’s survival.

Keywords. Unsupervised method, Matrix factorization, multi-omics, clustering

1 Contexte

Grâce au développement de technologies à haut débit, pour un même échantillon, la génération de plusieurs
types de données ”omiques” (génomique, transcriptomique, épigénomique, protéomique et métabolomique)
se développe de plus en plus. En effet, le TCGA (The Cancer Genome Atlas, Weinstein et al. (2013)) a
généré, pour un grand nombre de cancers et pour plusieurs échantillons, à la fois des données d’ADN,
d’ARN, de méthylation, et même de protéomique. Depuis la dernière décennie, des méthodes d’intégration
non-supervisées ont été développées pour analyser les données multi-omiques (Chauvel et al. (2019); Pierre-
Jean et al. (2019); Cantini et al. (2020)). D’un point de vue mathématique, les données omiques peuvent être
considérées comme des matrices et les variables pertinentes peuvent être extraites à l’aide de méthodes de
factorisation matricielle. L’analyse en composantes principales (ACP, Hotelling (1933)) et la factorisation ma-
tricielle non négative (NMF (Non-Negative Matrix factorization), Lee and Seung (1999)) sont deux méthodes
courantes de factorisation matricielle sous contraintes permettant de classer les échantillons et de mettre en
évidence des variables pertinentes (Burstein et al. (2015)). L’ACP est une méthode puissante de réduction de
dimensions et de visualisation des données tandis que la NMF qui n’impose pas l’orthogonalité des variables
latentes met en évidence des groupes de variables associées aux groupes. Plus récemment, des extensions
multi-blocs de NMF ont été développées pour permettre une analyse intégrative des données multi-omiques
(Mo et al. (2013); Chalise et al. (2014); Chen and Zhang (2018)).

Ici, nous proposons un méthode intégrative de factorisation matricielle pénalisée (PIntMF : Penalized
Integrative Matrix Factorization) dans le but d’intégrer des données multi-omiques. Nous avons comparé
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cette méthode à plusieurs méthodes d’intégration existantes sur des simulations et sur des données réelles du
TCGA. Un package R implémentant la méthode est également disponible sur github.

2 PIntMF : Penalized Integrative Matrix Factorization

2.1 Modèle

Dans cette section, nous décrivons le modèle PIntMF ainsi que sa résolution. On considère K matrices
X1, . . .XK en entrée du modèle. Chaque matrice Xk est de taille n⇥Jk (où n est le nombre d’individus et Jk
le nombre de variables dans chaque bloc k. Nous proposons ici un modèle basé sur la factorisation matricielle
de chaque bloc de données k i.e :

Xk
⇡ WHk (1)

où W désigne une matrice de base commune et Hk une matrice spécifique à chaque bloc k. W est de taille
n ⇥ P et Hk est de taille P ⇥ Jk. Par conséquent, la variable P représente le nombre de variables latentes
dans le modèle.

Nous imposons des constraintes de positivité sur les coefficients de la matrice W (comme dans un modèle
NMF classique). Une contrainte de parcimonie a été ajoutée afin d’améliorer l’interprétation du modèle
d’un point de vue de la classification et de diminuer sa complexité. La matrice W est utilisée pour faire une
classification des individus en utilisant les K blocs de données omiques simultanément. La classification finale
est une classification hierarchique ascendante classique avec la distance de Ward sur la matrice W.

Sur Hk, une contrainte de parcimonie est ajoutée également pour sélectionner des variables pertinentes.
Nous résumons les contraintes décrites précédemment au problème d’optimisation suivant :

min
W,H1,...,Hk

KX

k=1

kXk −WHkk2F + λkkHkk1 +
nX

i=1

µikwi•k1 st. W ≥ 0 (2)

where kHkk1 =
PP

p=1

PJk

j=1 |hk
pj |.

Le problème d’optimisation décrit ci-dessus (Equation 2) n’est pas jointement-convexe surW,H1, . . . ,Hk,
mais est convexe séparément sur chacune des matrices. Par conséquent, le problème peut être résolu alter-
nativement sur W, et H1, . . . ,Hk jusqu’à convergence de la fonction g(X1, . . . ,XK ,W,H1, . . . ,HK) =
PK

k=1 kXk −WHkk2F .

2.2 Résolution de W

Dans cette étape, les Hk sont fixés et l’équation 2 est résolue sur W.

min
W

K
X

k=1

kXk −WHkk2F +
n
X

i=1

µikwi•k1 st. W ≥ 0 (3)

Tous les lignes de la matrices W sont indépendantes quand les Hk sont fixes. Le problème pour une ligne
(individu) i peut être écrit de la façon suivante :

min
wi•

K
X

k=1

kxk
i• −wi•H

kk2 + µikwi•k1 st. wi• ≥ 0 (4)

Le problème d’optimisation décrit par l’équation 4 est un problème Lasso classique avec une contrainte
de positivité. Nous avons fixé µi à 1 mais il serait intéressant de calibrer la contrainte par validation croisée.
Il peut être facilement et rapidement résolu en utilisant le package glmnet R développé par Friedman et al.
(2010).

2

640 sciencesconf.org:jds2020:316332

d



2.3 Résolution de Hk

Quand W est fixé, les Hk peuvent être résolus indépendamment les uns des autres. Pour faciliter la lecture
de cette section, l’indice k a été retiré des équations.

min
H

Q(H) = min
H

kX−WHk2F + λ

PX

p=1

JX

j=1

|hpj | (5)

Q(H) = Trace
{

(X−WH)(X−WH)T
 

+ λ
PP

p=1

PJ

j=1 |hpj |
= vec(X−WH)T vec(X−WH) + λ

PP

p=1

PJ

j=1 |hpj |

On note h = vec(H) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

H11

...
HP1

...
H1J

...
HPJ

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

et x = vec(X) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

X11

...
Xn1

...
X1J

...
XnJ

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

.

Q(H) = (x− vec(WH))T (x− vec(WH)) + λkhk1
= (x− (In ⌦W)vec(H))T (x− (In ⌦W)vec(H)) + λkhk1

Q(h) = (x− W̃h)T (x− W̃h) + λkhk1
où h = vec(H), x = vec(X), In est la matrice identité de taille n et W̃ = In ⌦W
On peut reformuler le problème de la façon suivante : Q(h) = kx− W̃hk2 + λkhk1
Minimiser Q(h) revient donc à résoudre un problème Lasso classique. La valeur de λ sera optimisée par

validation croisée pour chaque bloc k = 1, . . . ,K.
Comme pour W on utilise le package glmnet pour résoudre ce problème.

2.4 Normalisation de W

Afin d’interpréter la matrice W comme une matrice de poids, nous avons ajouté une contrainte sur
la somme des coefficients de chaque ligne de W. Pour éviter des problèmes de convergence ou de non-
identifiabilité, la contrainte sur la somme est ajoutée après avoir estimé la matrice W. On divise chaque ligne
par sa somme après chaque étape :

wi• =
wi•

PP

p=1 wip

(6)

2.5 Initialisation de l’algorithme

La méthode de Wang et al. (2014) (Similarity Network Fusion : SNF) a déjà montré de bonnes perfor-
mances pour la classification en multi-omiques. Nous avons choisi d’initialiser W avec la classfication avec P
groupes de cet algorithme. Cp désigne le groupe p de SNF. Ainsi,

wip =

⇢

1 si i 2 Cp
0 Sinon

(7)

Cette initialisation a l’avantage de prendre en compte simultanément les K blocs dans la classification.
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3 Résultats

3.1 Simulations

Nous avons évalué les performances du modèle présenté dans la section précédente sur le même schéma de
simulation que dans l’article de Pierre-Jean et al. (2019). Ce schéma simule trois blocs de données hétérogènes
(sous des distributions différentes : Binaire, Beta et Gaussienne). Quatre groupes déséquilibrés respectivement
composés de 25, 20, 5 et 10 individus ont été simulés dans ces trois blocs. PIntMF a été comparé à 6 méthodes
existantes qui donnaient les meilleurs résulats dans Pierre-Jean et al. (2019) à savoir : SNF de Wang et al.
(2014), intNMF de Chalise et al. (2014), SGCCA de Tenenhaus et al. (2014), MoCluster de Meng et al. (2015),
iClusterPlus de Mo et al. (2013), et CIMLR de Ramazzotti et al. (2018). Les performances des méthodes ont
été évaluée à la fois sur la capacité des méthodes à retrouver la classification simulée mais également sur la
capacité à retrouver les variables simulées associées à la classification.

Évaluation des performances sur le clustering

Les performances de la classification ont été évaluées en utilisant le Rand Index Ajusté (ou Adjusted Rand
Index (ARI), Hubert and Arabie (1985)) sur 4 Benchmarks de simulation. L’ARI est égal à 1 si la partition
trouvée est la même que celle simulée et 0 si elle est ”complètement” différente.

Sur les 4 benchmarks simulés, PIntMF, MoCluster et SNF ont des meilleures performances que les autres
méthodes avec un ARI égal à 1 dans la plupart des cas (Fig. 1a). On peut noter que PIntMF ne fait aucune
erreur de classification sur les Benchmarks 1, 2 et 4.

Sélection de variables

La performance sur la sélection de variables a été évaluée en utilisant les taux de faux positifs (TFP) et
de vrais positifs (TVP). Nous avons résumé les TFP et TVP en traçant des courbes ROC puis en calculant
l’AUC (Area under the curve) associé.

Nous ne pouvons pas évaluer les performances SNF car la méthode est basée sur des matrices de similarité
qui ne donnent pas de poids aux variables dans les blocs.

Le calcul de l’AUC (Figure 1b) montre que PIntMF est une méthode qui obtient des performances très
satisfaisantes et similaires à MoCluster sur les trois types de blocs. SGCCA et CIMLR ont des performances
légèrement inférieures en moyenne sur les 3 types de distribution. intNMF ne semble pas adapté aux données
simulées sous la distribution beta et iClusterPlus ne parvient pas à retrouver les variables pertinentes sous
la distribution Binaire.

3.2 Analyses sur données réelles

Nous avons également utilisé PIntMF sur des données réelles de glioblastome issues de la base de données
du TCGA. Ce jeu de données contient 55 individus, avec des données d’expression (1740 gènes), de nombre
de copies d’ADN (1599 gènes) et de méthylation (1515 gènes). En accord avec les différentes catégories
des tumeurs, nous avons sélectionné 5 variables latentes dans le modèle PIntMF. La heatmap (Figure 1c)
représente pour chacun des échantillons (en colonne) la valeur pour chaque variable latente. Nous avons
superposé la classification des types de glioblastome et la classification trouvée par PIntMF. La classification
est légèrement différente mais semble cohérente avec celle existante dans les données cliniques. Pour les
individus non-classés (NA), on pourrait les assigner, grâce à PIntMF, à des groupes déjà existants. Une
analyse de survie avec les groupes trouvés par PIntMF a également été réalisée (Figure 1d) et montre que
les groupes ont des taux de survies différents (p-value significative à 5%). En particulier, le groupe bleu a un
très mauvais pronostic alors que la survie du groupe orange est beaucoup plus favorable.
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4 Conclusions et perspectives

Pour conclure, PIntMF donne de bonnes performances sur les simulations que ce soit pour la classification
ou la sélection de variables. Sur les données réelles, il semble que les groupes permettent de catégoriser des
patients qui n’ont pas été assignés à une classe de tumeur particulière. La méthode révèle aussi des taux
survie différents par groupe.

Contrairement aux autres méthodes qui utilise des pénalités (MoCluster, SGCCA, iClusterPlus), un avan-
tage de la résolution de PIntMF est que les valeurs des pénalités sur les matrices Hk sont automatiquement
ajustées. Ainsi, les utilisateurs ont seulement besoin de définir le nombre de variables latentes.

Nous avons également implémenté un package R (nommé PIntMF) pour reproduire les résultats de cet
article. Ce package est disponible sur github.

Enfin, il faudrait encore améliorer l’automatisation du choix du nombre de variables latentes. En effet, ceci
rendrait la méthode encore plus facile d’utilisation dans le cadre d’applications en génomique. On pourrait
également optimiser la contrainte de parcimonie sur la matrice W.
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Résumé. Dans le contexte des régression linéaires ou linéaires généralisées en grande dimension, le 
Lasso est une méthode de référence qui permet de sélectionner un nombre restreint de variables. 
Celles-ci apparaissent successivement dans le modèle au fur à mesure que le paramètre de 
régularisation de la méthode diminue. Nous proposons un test de significativité empirique qui 
V¶aSSOLTXe j chaccXQe de ceV YaULabOeV. 

L¶h\SRWhqVe QXOOe de ce WeVW eVW SaUaPpWUpe SaU XQ eQVePbOe de YaULabOeV explicatives et énonce 
que toutes les variables actives font partie de cet ensemble. Rejeter cette hypothèse conduit à 
VpOecWLRQQeU Oa SUePLqUe YaULabOe Q¶aSSaUWeQaQW SaV j ceW eQVePbOe TXL VRLW VpOecWLRQQpe SaU Oe LaVVR. 
La VWaWLVWLTXe j OaTXeOOe V¶LQWpUeVse le test est la valeur du paramètre de régularisation à laquelle cette 
variable apparaît. On estime la p-YaOXe SaU XQe VLPXOaWLRQ de ceWWe VWaWLVWLTXe VRXV O¶h\SRWhqVe QXOOe, 
où intervient une étape de calibration des données simulées sur un modèle cible. Nous prouvons que 
cette p-YaOXe VXLW XQe ORL XQLfRUPe VRXV O¶h\SRWhqVe QXOOe daQV Oe caV gaXVVLeQ, eW OeV VLPXOaWLRQV 
VXggqUeQW TXe c¶eVW aXVVL Oe caV daQV Oe caV bLQaLUe ORgLVWLTXe. EOOeV SeUPeWWeQW aXVVL de PeVXUeU OeV 
SeUfRUPaQceV dX WeVW ORUVTX¶LO eVt appliqué successivement à une suite croissante densembles de 
YaULabOeV daQV XQe RSWLTXe de VpOecWLRQ de YaULabOeV, eW de cRPSaUeU ceV SeUfRUPaQceV aYec d¶aXWUeV 
méthodes, dont le covTest de Lockhart et al.  

Mots-clés. Régression en grande dimension, Lasso, selection de variables, test statistique, p-
value, méthode de Monte-Carlo 

 

Abstract. The Lasso is a popular method of sparse regression which allows variable selection in 
high-dimensional settings such as genomic or drug exposure data. It produces an order of 
appearance of successive variables into the model as its regularization parameter decreases. We 
propose an empirical significance test for each of the appearing variables. 
The null hypothesis of the test is that all active variables belong to a given set. Rejecting it means 
selecting the first variable selected by the Lasso which does not belong to this set. The statistic of 
interest is the regularization parameter at which any this variable is selected. The p-value is 
estimated by simulating this statistic under the null hypothesis, which involves a technique where 
simulated data is calibrated on a given model. We prove that the estimated p-value ais distributed 
uniformly under the null hypothesis in the Gaussian model, and simulation studies indicate that it is 
also the case in the logistic models. The studies also alloZ XV WR PeaVXUe Whe WeVW¶V SeUfRUPaQceV 
when it is iterated over a growing sequence of sets in a variable selection purpose, and compare it 
with other methods, including LRcNhaUW eW aO¶V cRYTeVW. 

Keywords. High dimensional regression, Lasso, variable selection, significance test, p-value, 
Monte-Carlo method 
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1. Introduction 

Soient � א � un vecteur réponse et  � א �ൈ une matrice de variables explicatives. On considère 
le modèle linéaire généralisé : �ሾ�ሿ ൌ �ሺ��ሻ. � SRXUUa rWUe O¶LdeQWLWp (PRdqOe gaXVVLeQ ൌ ��  �,   � ~ �ሺͲ, �ଶ�ሻ ) ou une fonction logistique 
daQV Oe caV d¶XQe réponse binaire. 

On estime le vecteur de coefficients � א � par la méthode Lasso (Tibshirani 1996). Étant donné 
un paramètre de régularisation �  Ͳ, on définit : �መ௦௦ሺ�ሻ ൌ argminఉ ቀെ log likelihoodሺ�, ��ሻ  � ห|�|หଵቁ. 
Si � est suffisament élevé, �መ௦௦ሺ�ሻ ൌ Ͳ : aXcXQe YaULabOe Q¶eVW VpOecWLRQQpe. EQ faLVaQW dLPLQXeU �, des variables sont sélectionnées une à une par la méthode : elles vérifient �መ௦௦ሺ�ሻ ് Ͳ. Notre 
RbMecWLf eVW d¶XWLOLVeU OeV UpVXOWaWV du lasso SRXU dpWeUPLQeU VL O¶aVVRcLaWLRQ eQWUe � et chacune de ces 
variables � est statistiquement significative. 

Lockhart et al (2014) ont proposé un test de significativité fondé sur la différence de covariance 
entre � et ses projections ��መ௦௦ሺ�ሻ pour différentes valeur de �. Leur statistique de test possède 
une loi asymptotique connue dans le cas gaussien. 

Nous proposons un test empirique pour lequel nous déterminons la loi exacte de la statistique de 
test dans le cas gaussien, et pour lequel nous observons la même loi dans le cas binaire. 

 

2. Méthode 

2.1. Notions utilisées 

Soit � un sous-ensemble de ሼͳ, … , �ሽ. On suppose que les variables �, � א �, sont actives, et on 
cheUche j VaYRLU VL d¶aXWUeV YaULabOeV Oe VRQW aXVVL. CRQVLdpURQV O¶h\SRWhqVe QXOOe eW O¶h\SRWhqVe 
alternative suivantes : �ሺ�ሻ ∶ ∀� ב �, � ൌ Ͳ �ଵሺ�ሻ ∶ ∃� ב �, � ് Ͳ 

ainsi que la quantité : � ൌ sup ቄ �  Ͳ ∶ ∃� ב �, �ఫ ௦௦ሺ�ሻ ് Ͳ ቅ. 
Dans une optique de sélection de variables, on cherche à rejeter �ሺ�ሻ lorsque � est trop élevé 
pour être compatible avec cette hypothèse. Dans ce cas, on conclura que la variable sélectionnée par 
le Lasso à partir de � ൌ �, qui est donc responsable de la valeur élevée de �, est une variable 
active. �መሺ�ሻ et � dependent de � et de �. Dans la suite, � est considéré comme une constante mais  � 
pourra être remplacé SaU d¶aXWUeV YecWeXUV UpSRQVeV, c¶eVW SRXUTXRL RQ QRWe � ൌ �ሺ�ሻ. 
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2.2. Simulation-calibration 

OQ V¶LQWpUeVVe j XQe VWaWLVWLTXe de WeVW dLUecWePeQW OLpe j � qui approxime la quantité Pுబሺሻ൫�ሺ�′ሻ   �ሺ�ሻ൯. IO V¶agLW d¶XQe S-value empirique estimée par une méthode de Monte-
Carlo : 

�ෞሺ�ሻ ൌ ͳ�  �൛�൫�ሺሻ൯   �ሺ�ሻൟே
ୀଵ . 

Dans la formule ci-dessus, les �ሺሻ sont des réponses du modèles simulées sous �ሺ�ሻ. De plus, on 
applique à ces simulations une étape de calibration qui vise à leur faire reproduire la relation 
linéaire (ou linéaire généralisée) existant entre � et les � , � א � ; c¶eVW-à-dire, à faire en sorte que 

O¶eVWLPaWeXU SaU Pa[LPXP de YUaLVePbOaQce dX PRdqOe UeVWUeLQW j � � donne le même résultat 
TXaQd RQ O¶aSSOLTXe j � R� j O¶XQ deV �ሺሻ. Dans le cas gaussien, cela est possible en appliquant une 
transformation linéaire aux �ሺሻ. Dans le cas binaire, une procedure itérative stochastique est 
nécessaire. 

 

2.3. Résultats théoriques dans le cas du modèle gaussien 

Dans le cas gaussien, sous �ሺ�ሻ, �ෞሺ�ሻ suit bien une loi uniforme discrète qui tend vers une loi 
uniforme sur ሾͲ,ͳሿ quand on augmente le nombre de simulations. La probabilité de sélectionner à 
tort une variable inactive en rejetant �ሺ�ሻ est donc contrôlée. 

De plus, cette probabilité est également contrôlée quand �ሺ�ሻ Q¶eVW SaV YpULfLpe eW TX¶LO e[LVWe deV 
variables actives en dehors de �, à condition que les variables actives soient orthogonales aux 
variables inactives. 

 

2.4. Procédure itérative de sélection de modèle 

En pratique, pour sélectionner un sous-ensemble de variables actives daQV Oe cadUe d¶XQe UpgUeVVLRQ 
eQ gUaQde dLPeQVLRQ, RQ aSSOLTXe Oa SURcpdXUe LWpUaWLYe VXLYaQWe, TXL dpSeQd d¶XQ SaUaPqWUe �. 

1. On effectue la régression Lasso de � sur � et on pose � ൌ ∅. 

2. De façon itérée : 

1. On extrait la quantité �ሺ�ሻ des résultats du Lasso et on calcule �ෞሺ�ሻ. 

2. Si �ෞሺ�ሻ  �, on pose � ൌ � ∪ ሼ�ሽ où � est la variable sélectionnée par le 
Lasso à partir de � ൌ �ሺ�ሻ, eW RQ UpSqWe O¶LWpUaWLRQ. 

3.  Si �ෞሺ�ሻ  �, on interrompt la procédure. 
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3. Étude par simulation 

3.1. Démarche 

Nous avons mesuré les performances de notre méthode dans 189 situations différentes, caractérisées 
par les paramètres suivants : 

- Type de modèle : gaussien ou binaire, celui-cL Ve dpcRPSRVaQW eQ bLQaLUe ³deQVe´ 
(espérance de � pgaOe j 1) RX ³cUeX[´ (eVSpUaQce pgaOe j 0.1) 

- Structure de la matrice  : dans tous les cas, � possède � ൌ ͳͲͲͲ individus et � ൌ 5ͲͲ 
variables, chaque variable suit une loi normale centrée réduite et leur matrice de covariance 
est une matrice de Toeplitz. Les trois structures possibles dépendent de la corrélation entre 
deux variables adjacentes : Ͳ, Ͳ.9 ou Ͳ.99. 

- Nombre de variables actives : Ͳ, ͳ, ʹ, 5 ou ͳͲ. 
- LRUVTX¶LO \ a aX PRLQV XQe YaULabOe acWLYe, UaSSRUW VLgQaO/bUXLW pgaO j ��� ൌVarሺEሾ�|�ሿሻ / EሾVarሺY|Xሻሿ. 

Dans tous les cas, nous avons effectué le test par simulation-calibration avec � ൌ ʹͲͲ simulations. 
Nous avons observé : 

1. La distribution des �ෞሺ�ሻ en prenant pour � le véritable ensemble de variables actives, de 
façon à satisfaire �ሺ�ሻ ; 

2. Les résultats de la procédure itérative de sélection de modèle pour des valeurs de � variant 
VXU O¶LQWeUYaOOe ሾͲ,Ͳ.95ሿ. Dans chaque cas nous avons calculé la sensibilité et la spécificité 
de la procédure de sélection façon à décrire sa performance globale par des courbes ROC. 

 

3.2. Résultats 

Les �ෞሺ�ሻ que nous avons simulés sous �ሺ�ሻ suivent bien la loi uniforme attendue. Des tests de 
Kolmogorov-SPLUQRY Qe SeUPeWWeQW SaV de OeV dLVWLQgXeU d¶XQ pchaQWLOORQ WLUp VeORQ XQe ORL 
uniforme sur ሾͲ,ͳሿ, et ce, y cRPSULV daQV Oe caV deV PRdqOeV bLQaLUeV (aORUV TXe Oa WhpRULe O¶aVVXUe 
XQLTXePeQW daQV Oe caV gaXVVLeQ). NRXV RbVeUYRQV aXVVL TXe O¶pWaSe de caOLbUaWLRQ daQV Oa 
simulation des �ሺሻ est nécessaire ; si elle est omise on ne retrouve plus la loi uniforme attendue 
sous �ሺ�ሻ. 

  
Figure : exemples de graphes quantile-quantile des p-values simulpes sous l¶hypothqse nulle. 
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LeV cRXUbeV ROC RbWeQXeV VRQW VaWLVfaLVaQWeV SaU UaSSRUW j ceOOeV d¶aXWUeV PpWhRdeV de VpOecWLRQ de 
YaULabOeV V¶aSSX\aQW VXU Oe LaVVR : BIC, test de covariance (Lockhart et al 2014), sélection par 
permutation (Sabourin 2015). Notre méthode apparaît relativement conservative, la probabilité 
d¶RbWeQLU aX PRLQV XQ faX[ SRVLWLf pWaQW cRQWU{Ope TXaQd OeV � ne sont pas corrélés où quand le 
signal est assez fort. 
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Spatio-temporal hybrid Geyer point process
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Résumé. Nous nous intéressons aux semis de points présentant plusieurs struc-
tures (agrégation et/ou inhibition) à différentes échelles spatio-temporelles. La méthode
d’hydridation permet de construire de tels modèles multi-structures. Nous nous appuyons
sur cette approche pour développer le processus de Geyer spatio-temporel. Ce modèle est
ensuite utilisé pour modéliser les départs de feux de forêt dans le sud de la France durant
plusieurs années.

Mots-clés. Processus ponctuel spatio-temporel, hybridation, processus ponctuel de
Gibbs multi-échelles.

Abstract. We focus on spatio-temporal patterns with multi-structure (clustering
and/or inhibition) at different spatio-temporal scales. Hybridization is a general way to
build processes for modeling such patterns. We investigate the hybridization approach to
develop a spatio-temporal Geyer point process. We apply this model to the point pattern
of spatio-temporal forest fire occurrences in south of France during several years.

Keywords. Spatio-temporal point process, hybridization, multi-scale Gibbs point
process.

1 Introduction on multi-structure point processes

Spatial (and spatio-temporal) point patterns are a collection of events for which locations
(and times) of occurrence have been observed in a specified spatial region (and temporal
period). Point patterns are often classified into three classes of single interaction struc-
ture: randomness, clustering, and inhibition that can be modeled for instance by Poisson
process, Cox processes, and Gibbs processes, respectively. These single-structure point
process models can be too simplistic to describe some complex phenomena in seismology
(Siino et al., 2017; Siino et al., 2018b), epidemiology (Iftimi et al., 2017; Iftimi et al.,
2018), and forestry (Gabriel et al., 2017) as they involve several structures at different
spatial (and spatio-temporal) scales.

In the last decade, statisticians investigated the methods and models for fitting such
patterns (Raeisi et al., 2019b). In the spatial point processes literature, three general
approaches are considered for constructing multi-structure point process models: hy-
bridization, thinning and superposition. One important class of multi-structure models is

1
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the family of spatial hybrid Gibbs point process models (Baddeley et al., 2013) that are
constructed by hybridization approach. Extension of the hybridization approach to the
spatio-temporal framework has recently been considered in Iftimi et al. (2018) and Raeisi
et al. (2019a). Here, we introduce the spatio-temporal multi-scale Geyer point process,
its simulation algorithm and its estimation methods (Section 2). In Section 3, we apply
this model to forest fires in south of France during several years.

2 Spatio-temporal hybrid Geyer point processes

Gibbs point processes offer a large class of models which allow any of the single structure
as clustering, randomness, and inhibition. Gibbs point processes are studied by their
probability density, defined with respect to a unit rate Poisson point process. In the
literature, several spatio-temporal Gibbs point process models have been proposed such
as the hardcore (Cronie and van Lieshout, 2015), Strauss (Gonzalez et al., 2016), area
interaction (Iftimi et al., 2018), and Geyer (Raeisi et al., 2019a) point processes.

Due to the capability of the Gibbs point processes to cover the prevalent structures,
hybridization can be an approach for introducing new Gibbs models which combine several
structures at different scales. Given m densities f1, f2, , ...fm of Gibbs point processes, the
hybrid density is defined as f(x) = cf1(x)⇥ f2(x)⇥ ...⇥ fm(x) where c is normalization
constant and x is a point pattern (Baddeley et al., 2013).

2.1 Model

The inhomogeneous spatio-temporal hybrid Geyer saturation point process (Raeisi et al.,
2019a) has a density defined by

f(x) = c
Y

(ξ,t)2x

λ(ξ, t)
m
Y

j=1

γ
min{sj ,n(C

qj
rj

(ξ,t);x)}

j , (1)

where c > 0 is a normalization constant, λ is a non-negative measurable and bounded
function describing the spatio-temporal trend, r, q > 0 are the spatial and the temporal
radii, s is a saturation parameter, n(Cq

r (ξ, t);x) =
P

(u,v)2x\(ξ,t) 1{||u− ξ|| r, |v − t| q}
and n(x) is the number of points in point pattern x = {(ξ1, t1), ..., (ξn, tn)} in S ⇥ T ⇢
R

2 ⇥R.
The main tool for simulating and fitting Gibbs point processes is the conditional

intensity function. For (u, v) ∈ S ⇥ T it is defined by λ((u, v)|x) = f(xS
(u,v))

f(x\(u,v))
with

0/0 := 0 (Cronie and van Lieshout, 2015). The conditional intensity function of hybrid
Geyer saturation point process for (u, v) ∈ W is

λ((u, v)|x) = λ(u, v)
m
Y

j=1

γ
min{sj ,n(C

qj
rj

(u,v);x)}

j

Y

(ξ,t)2x\(u,v)

γ
min{sj ,n(C

qj
rj

(ξ,t);x∪(u,v))}−min{sj ,n(C
qj
rj

(ξ,t);x\(u,v))}

j ,
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where its logarithm has a linear form in θ = (log γ1, log γ2, ..., log γm), see Raeisi et
al. (2019a).

2.2 Simulation algorithm

Gibbs point processes can be simulated by birth-death Metropolis-Hasting algorithm that
typically requires only computation of the conditional intensity function. We aim to
simulate a spatio-temporal point configuration x in S ⇥ T . The algorithm is as follows.

For n = 0, 1, ..., given Xn = x (e.g. a Poisson process for n = 0), generate Xn+1:

• Generate two uniform numbers y1, y2 in [0, 1]

• If y1 
1
2
then

– Generate a new point (u, v) uniformly from a probability density 1/|S ⇥ T |
where |S ⇥ T | denotes the volume of the spatio-temporal region,

– Calculate r((u, v);x) = |S×T |
n(x)+1

λ((u, v)|x), (u, v) /∈ x,

If y2 < r((u, v);x) then Xn+1 = x
S
(u, v) else Xn+1 = x

• If y1 >
1
2
then

– If x = ; then Xn+1 = x,

– Else, select uniformly (ξ, t) from x according to a discrete probability density
1/n(x)

Calculate r((ξ, t);x\(ξ, t)) = |S×T |
n(x)

λ((ξ, t)|x), (ξ, t) ∈ x,

If y2 < 1/r((ξ, t);x\(ξ, t)) then Xn+1 = x\(ξ, t) else Xn+1 = x.

2.3 Estimation

Gibbs point process models involve two types of parameters: regular and irregular pa-
rameters. A parameter is called regular if the log likelihood of density is a linear function
of that parameter, irregular otherwise. In the hybrid Geyer point process (1), λ and γ
are regular and r, q, and s are irregular parameters. Irregular parameters can be prede-
termined by the user. Regular parameters can be estimated using the pseudo-likelihood
(Baddeley and Turner, 2000) or logistic likelihood method (Baddeley et al., 2014).

For a Gibbs point process with conditional intensity λθ((u, v)|x), the log pseudo-
likelihood is defined by

logPL(x;θ) =
X

(ξ,t)∈x

log λθ((ξ, t)|x)−
Z

S

Z

T

λθ((u, v)|x)dvdu, (2)
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and the log logistic likelihood is defined by

logLL(x,d;θ) =
X

(ξ,t)2x

log
λθ((ξ, t)|x)

λθ((ξ, t)|x) + ⇢(ξ, t)
+
X

(u,v)2d

log
⇢(u, v)

λθ((u, v)|x) + ⇢(u, v)
, (3)

where d is a realisation of a Poisson point process with intensity function ⇢. By log
linearity property for conditional intensity, (2) is a Poisson regression and (3) is a logistic
regression (Raeisi et al., 2019a). Hence, estimation can be implemented by using standard
software for GLMs. Raeisi et al. (2019a) compare the root of MSE for each parameter
estimation obtained from using two methods. They found the advantage of logistic over
pseudo-likelihood method for spatio-temporal hybrid Geyer point process, also obtained
by Iftimi et al. (2018).

3 Application to forest fire occurences

We consider forest fire occurrences during several years in Southern France. Gabriel et al.
(2017) detected space-time interaction structures between fires at different scales. Hence,
we consider hybrid Geyer point process (1) to model the forest fire occurrences.

To fit the model, we first need to predetermine irregular parameters. In the literature,
there is almost no common method for estimating the irregular parameters in Gibbs
point process models. So, we consider ad-hoc values within a reasonable range and their
combinations. We then compare the related goodness-of-fit to select the best model.

The next step is to assess the interaction between the forest fires and covariates. In
practice, it is particularly useful when the trend can be specified through a regression
model on covariates that may vary in space and time (Gonzalez et al., 2016). We consider
water coverage, elevation, coniferous cover and building cover as spatial covariates and
temperature average, precipitation as spatio-temporal covariates. We express the spatio-
temporal inhomogeneity term in Geyer model as λ(x, t) = βµ(x, t) where log µ(x, t) can
be considered as a GLM as follows

log µ(x, t) = β0 +
4X

k=1

βS
kZ

S
k (x) +

2X

l=1

βST
l ZST

l (x, t) + ↵t. (4)

where ZS
k (x) and ZST

l (x, t) correspond to the spatial and spatio-temporal covariates.
For model fitting, we use the logistic likelihood (Raeisi et al., 2019a). We fitted the

model for a range of values (rj, qj, sj), j = 1, ...,m to choose the optimal combination
according to Akaike’s Information Criterion (AIC). The goodness-of-fit for a model is
accomplished by simulating new point processes from the fitted model. For each simulated
realization of points, we compute a spatio-temporal second-order summary statistic. We
then compare the distribution of summary statistics for the simulated points and original
points by critical envelopes and the local and global test using the Monte Carlo testing
procedure (Siino et al., 2018a).
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4 GenPhySE, Université de Toulouse, INRAE, ENVT, F-31326, Castanet-Tolosan,
France, sylvain.foissac@inrae.fr

Résumé.
Les données Hi-C mesurent la proximité spatiale entre paires de positions génomiques

et donnent des informations sur l’organisation 3D de l’ADN qui, elle-même, a un rôle im-
portant dans la régulation de l’expression des gènes. Le but de l’analyse différentielle
de données Hi-C est de trouver des différences significatives entre la structure 3D
du génome de deux conditions biologiques différentes à partir de plusieurs réplicats
d’expériences Hi-C dans chaque condition. Ici, nous proposons une nouvelle méthode
d’analyse différentielle basée sur la Classification Ascendante Hiérarchique avec Contrainte
de Contigüıté (CAHCC). Celle-ci est utilisée pour représenter la structure hiérarchique
des positions génomiques sous la forme d’un arbre binaire et le problème de l’analyse
différentielle Hi-C est alors transformé en un problème de comparaison d’arbres, résolu
en utilisant des distances entre arbres.

Mots-clés. Classification ascendante hiérarchique, classification ascendante
hiérarchique sous contrainte, dendrogramme, données Hi-C, analyse différentielle,
distances entre arbres.

Abstract.
The spatial proximity between pairs of genomic positions can be measured by Hi-C

experiments, which give insights into the 3D organization of DNA. This organization plays
an important role in the regulation of gene expression. The aim of Hi-C differential analysis
is to find significant differences in the 3D structure of the genome between two biological
conditions from replicates of Hi-C experiments in each condition. Here, we present a
new differential analysis method based on Hierarchical Agglomerative Clustering with
Contiguity Constraint (CCHAC). CCHAC is used to represent the hierarchical structure
of genomic positions in the form of a binary tree. The problem of Hi-C differential analysis
is then translated into a tree comparison problem and handled using tree distances.

Keywords. Hierarchical agglomerative clustering, constrained hierarchical agglome-
rative clustering, dendrogram, Hi-C data, differential analysis, tree distances.
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1 Introduction

Données Hi-C et analyse différentielle
Les données Hi-C, issues du séquençage haut-débit de nouvelle génération, sont des

données génomiques qui renseignent sur l’organisation spatiale des chromosomes dans
le noyau des cellules. Elles nous permettent d’avoir accès à une mesure de la proximité
spatiale entre paires de positions à travers l’ensemble du génome et elles ont permis de
mettre en évidence l’existence de régions du génome très compactées [Dixon et al., 2012].
Cette organisation spatiale et ses variations ont des répercussions dans la régulation de
l’expression des gènes, jouant notamment un rôle déterminant dans le développement de
certaines maladies ou malformations [Lupiáñez et al., 2015].

En pratique, les données Hi-C se présentent sous la forme de matrices, H = (hij)i,j
(aussi appelées cartes Hi-C ) dont l’entrée hij correspond au comptage (obtenu par le
séquençage haut débit) du nombre de fois où les intervalles génomiques i et j ont été ob-
servés en contact. L’intensité des coefficients décrôıt avec l’éloignement à la diagonale, ce
qui est dû à l’organisation linéaire du génôme dans les molécules d’ADN. Les matrices sont
donc des matrices de similarité, carrées, symétriques, à entrées entières et positives. Dans
la suite, on notera (Ht)1tT , T matrices Hi-C, de dimension p⇥ p (p est le nombre d’in-
tervalles génomiques considérés), obtenues dans deux conditions biologiques di↵érentes,
C1 et C2, telles que C1 [ C2 = {1, . . . , T} et C1 \ C2 = ;, et on notera donc ht

ij le nombre de
contacts entre les positions génomiques i et j pour la matrice Ht 1. L’objet de ce travail
est l’analyse di↵érentielle de données Hi-C, c’est-à-dire, la recherche de di↵érences, avec
une garantie statistique, entre les matrices de la condition C1 et celles de la condition C2.
État de l’art et limites des méthodes existantes

La plupart des méthodes d’analyse di↵érentielle de données Hi-C sont basées sur des
comparaisons indépendantes pour chaque paire d’intervalles génomiques (i, j). Pour (i, j)
donnés, elles calculent une statistique de test puis une p-valeur rendant compte de la
di↵érence entre les valeurs des (ht

ij)t entre les deux conditions, ces p-valeurs étant ensuite
corrigées pour contrôler le FDR (False Discovery Rate). Parmi ces méthodes, on peut
citer celle de [Lun and Smyth, 2015], reposant sur une modélisation des coefficients par
une distribution binomiale négative, celle de [Stansfield et al., 2018], basée sur l’utilisation
d’un Z-score, ou encore celle de [Djekidel et al., 2018] utilisant un processus spatial de
Poisson.

Les limites de telles approches résident dans le fait qu’elles négligent des propriétés
importantes des données comme leur structure hiérarchique ou encore la dépendance entre
les coefficients. Cela peut engendrer des difficultés pour interpréter les résultats en termes
de di↵érences de structure de la chromatine.

1. Pour simplifier le propos, dans ce qui suit, les matrices (Ht)t sont considérées ne correspondre qu’à
un seul même chromosome.

2
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2 Méthode de comparaison structurelle de données

Hi-C

L’approche que nous proposons repose sur une modélisation de la structure
hiérarchique de l’organisation spatiale du génome par une méthode de classification ascen-
dante hiérarchique (CAH) avec contrainte de contigüıté entre les classes fusionnées. Les
dendrogrammes issus de cette CAH sont alors directement comparés, ce qui permet d’obe-
nir des différences dans l’organisation structurelle et non plus simplement des différences
ponctuelles. De manière plus précise, la méthode se déroule en 4 étapes principales :

1. Étape 1 : Modélisation de la structure hiérarchique sous forme de
dendrogramme. Une adaptation de la Classification Ascendante Hiérarchique
avec lien de Ward est utilisée pour obtenir un dendrogramme pour chaque
matrice Ht. Cette version permet d’utiliser les entrées log-transformées de la
matrice Hi-C comme des similarités sur lesquelles le critère de Ward est cal-
culé et respecte, de plus, l’ordre des positions génomiques grâce à l’imposi-
tion d’une contrainte de contigüıté. Les propriétés pratiques et les justifications
théoriques de cette méthode, appelée Classification Ascendante Hiérarchique sous
Contrainte de Contiguité (CAHCC), ont été discutées dans [Ambroise et al., 2019,
Randriamihamison et al., 2019] et elle est implémentée dans le package R adjclust

(disponible sur le CRAN). À la fin de cette étape, un dendrogramme,Dt, est associé
à chaque matrice HiC, Ht, comme illustré dans la Figure 1.

Figure 1 – Matrice Hi-C (gauche) et dendrogramme associé (droite).

2. Étape 2 : Extraction de sous-arbres pour la comparaison.

Pour déterminer des régions du génome présentant des différences significatives
entre conditions, des sous-arbres, basés sur un ensemble commun de feuilles pour
tous les dendrogrammes Dt, sont extraits. De manière plus précise, on détermine
L sous-ensembles d’intervalles génomiques contigus, (Il)1lL (par exemple, l’en-
semble des intervalles génomiques contigus de taille fixée) et on définit Dt

l le plus
petit sous-arbre induit par Dt recouvrant Il dont toutes les branches correspon-
dantes à des feuilles extérieures à Il sont élaguées (voir figure 2 pour un exemple).

3
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Figure 2 – Gauche : Dendrogramme Dt. En rouge est indiquée la zone correspondant
à l’intervalle Il considéré. Centre : Plus petit sous-arbre induit par Dt recouvrant Il. En
rouge sont indiquées les branches correspondant à des feuilles dans Il. Droite : Sous-arbre
Dt

l obtenu après élagage des feuilles extérieures à Il.

Des biais techniques variés, liés à l’acquisition des données, induisent des différences
dans les hauteurs des dendrogrammes et des sous-arbres associés, qui sont
préjudiciables à l’analyse. Ces biais techniques sont corrigés par une phase de nor-
malisation qui consiste à aligner les hauteurs maximales et minimales de l’ensemble
des arbres (Dt

l)t sur des valeurs communes, et uniformes pour tous l.

3. Étape 3 : Comparaison d’arbres.

L’ensemble des paires d’arbres, Dt
l et D

t0

l pour un intervalle donné sont alors com-
parées par le calcul d’une distance entre arbres appelée weighted Path Diffe-
rence metric (wPD) et disponible dans le package R phangorn 2. Cette dis-
tance est basée sur l’ensemble des longueurs des plus courts chemins entre deux
feuilles le long du dendrogramme (distances cophénétiques pondérée, dt 2 RQ où
Q = nl(nl − 1)/2 avec nl le cardinal de Il) et correspond à la distance euclidienne
des vecteurs de ces longueurs entre les deux dendrogrammes : wPD(Dt

l ,D
t0

l ) =
kdt

l − dt0

l k.

4. Étape 4 : Obtention de garanties statistiques.

Par analogie avec les approches ANOVA, nous proposons de comparer les sous-
arbres entre deux conditions par utilisation d’une analogie entre la distance wPD
et la distance euclidenne et en calculant une statistique de test basée sur le ratio
entre inertie inter-conditions et inertie intra-conditions :

Fl =
(Iinter)/1

(I1 + I2)/4

où

2. Pour des questions de place, nous ne présentons pas les distances alternatives qui ont été évaluées.

4
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— Ik correspond à l’inertie de la condition Ck calculée à partir des distances wPD
entre sous-arbres de cette condition ;

— Iinter désigne l’inertie inter-conditions calculée à partir des distanceswPD entre
sous-arbres de deux conditions différentes.

Pour déterminer les intervalles génomiques significativement différents d’un point
de vue structurel, on considère une approximation de la distribution de Fl sous l’hy-
pothèse nulle, obtenue par mélange des conditions biologiques entre échantillons.
Des travaux sont en cours pour déterminer une distribution théorique.

3 Exemples de résultats

L’approche proposée a été testée sur un ensemble de 6 matrices Hi-C de 2 conditions
différentes (3 par condition) correspondant au chromosome 18 du génome humain pour
deux types de cellules différentes. Ces données proviennent de [Sanborn et al., 2015] pour
la condition 1 et [Darrow et al., 2016] pour la condition 2 (numéros d’accession GEO
GSE63525 et GSE71831). Des exemples de sorties de la méthode sont données dans la
figure 3 et illustrent la pertinence de l’approche sur données réelles.

Figure 3 – Haut : Exemple de deux sous-arbres identifés associés, respectivement à la
condition 1 (gauche) et à la condition 2 (droite). Bas : Sous-matrices Hi-C correspondantes
(les niveaux de couleurs correspondent à l’intensité du contact, ht

ij.

4 Conclusion

La méthode d’analyse différentielle présentée dans cette communication est basée sur
l’idée de représenter la structure hiérarchique inhérente aux données Hi-C à l’aide d’un
arbre (graphe binaire) construit à l’aide de la classification ascendante hiérarchique sous
contrainte de contigüıté. On utilise ensuite une distance entre arbre et une statistique de

5
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ratio des inerties inter et intra-conditions pour déterminer des intervalles génomiques où
les structures sont significativement différentes.

Cette méthode permet de répondre aux limites des méthodes classiques d’analyse
différentielle de données Hi-C qui ne prennent pas en compte la structure hiérarchique
des données et les dépendances entre coefficients.
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Résumé. Une nouvelle procédure de test multiple est proposée pour inférer un graphe
à partir d’une observation bruitée de ce graphe. Dans ce but, nous introduisons d’abord
un modèle à blocs stochastiques bruité (NSBM) et développons un algorithme EM varia-
tionnel pour estimer les paramètres et calculer un clustering des nœuds. Nous définissons
ensuite une nouvelle procédure d’inférence du graphe qui exploite la topologie d’un NSBM.
Un résultat théorique montre que notre procédure est asymptotiquement proche de la
procédure oracle, qui contrôle le taux de faux positifs tout en maximisant le taux de vrais
positifs. Des résultats numériques illustrent les propriétés de notre procédure et montrent
qu’elle est plus performante que des procédures de test classiques. Cette note est une
version résumée du manuscrit Rebafka et al. (2019).

Mots-clés. Inférence de graphe, modèle à blocs stochastiques, taux de faux positifs,
algorithme EM variationnel.

Abstract. A new multiple testing procedure is proposed for the problem of inferring
a graph from a noisy observation of that graph. To this end, the so-called noisy stochastic
block model (NSBM) is introduced. Parameter estimates and a node clustering is then
provided via a variational expectation-maximization algorithm. A new graph inference
method is proposed by using a multiple-testing procedure that exploits the graph topology
of the NSBM. It can be shown that our procedure asymptotically mimics the oracle
procedure that controls the false discovery rate while maximizing the true discovery rate.
Numerical experiments illustrate the performance of our test procedure and show that it
outperforms classical methods. This note is a summary of the manuscript Rebafka et al.
(2019).

Keywords. Graph inference, stochastic block model, false discovery rate, variational
expectation-maximization algorithm.

1 Introduction

In many applications, the network of interest is not observed, but only a perturbation of
it. An essential task is then to infer a reliable version of the network by removing the
edges that are only due to noise.
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Graph inference is a long-standing research topic in statistics, especially in the context
of estimating marginal or partial correlations between nodes. In this context, a Gaussian
graphical model (Lauritzen, 1996) is often used for the correlation or the precision ma-
trix. Inferring the graph is then classically done by some graphical lasso-type approaches
(Meinshausen and Bühlmann, 2006; Friedman et al., 2007; Banerjee et al., 2008; Raviku-
mar et al., 2011).

Once the graph is inferred, it is common that a deeper analysis is carried out to describe
the communication structure of the network, for instance by community detection, that
is, clustering of the nodes in groups with similar connecting behavior. A popular random
graph model for node clustering is the stochastic block model (SBM) (Holland et al., 1983)
that models network heterogeneity by varying connecting behavior of different groups of
nodes. More precisely, each node is supposed to belong to a group and the edge probability
of a pair of nodes depends entirely on the group membership of these two nodes. Thus,
clustering becomes the problem of estimating the group memberships in the SBM.

In this work, we propose a procedure for both graph inference and node clustering.
To this end, we introduce a variant of the SBM called the noisy stochastic block model
(NSBM). In this model, the graph of interest is an SBM, but it is not observed and
considered to be a latent structure. The observation is a noisy version of this graph
obtained by the following blurring mechanism: in place of missing edges, pure random
noise is observed, and in place of present edges, we observe an effect, whose intensity
may depend on the block memberships of the nodes in the latent graph. Based on the
NSBM, we adapt procedures of the multiple testing literature for mixture models, namely
a q-value approach (Storey, 2003; Castillo and Roquain, 2018). Thus, our approach leads
to a new procedure for simultaneously inferring a clustering of the nodes and the graph
itself, with a clear interpretation in terms of false positives: among the edges discovered
by the procedure, there are, on average, at most 5% (say) of errors.

2 Gaussian noisy stochastic block model

Consider an undirected graph with n nodes. Denote A = {(i, j) : 1  i < j  n} the set
of all possible edges. We observe a symmetric, real-valued matrix X = (Xi,j)1i,jn 2 Rn2

representing the observed interactions between all node pairs (i, j).
The distribution of X is modeled by a noisy stochastic block model (NSBM) defined

as a perturbation of a standard binary stochastic block model (SBM) . More precisely, we
suppose thatX is a noisy version of a binary adjacency matrix A = (Ai,j)1i,jn 2 {0, 1}n2

,
where Ai,j = 1 if and only if there is an edge between node i and node j. We assume that
A is a binary SBM and our aim is to derive A from the observation X.

Let Q be the number of latent node blocks. The NSBM is defined by the following
random layers. First, generate a vector Z = (Z1, . . . , Zn) of block memberships of the
nodes such that Zi, 1  i  n are i.i.d. taking their values in {1, 2, . . . , Q} with proba-

2

662 sciencesconf.org:jds2020:318802

A



bilities ⇡q = P(Z1 = q) for q 2 {1, . . . , Q} with parameter ⇡ = (⇡q)q∈{1,...,Q} 2 [0, 1]Q such

that
PQ

q=1 ⇡q = 1. Then, conditionally on Z, the variables Ai,j, (i, j) 2 A are independent
and each Ai,j follows a Bernoulli variables with parameter wZi,Zj

, that is,

Ai,j | Z ⇠ B(wZi,Zj
),

for some symmetric parameter w = (wq,`)q,`∈{1,...,Q} 2 [0, 1]Q
2
, that is, wq,` = w`,q for all

q, ` 2 {1, . . . , Q}, as the graph here is assumed to be undirected. Note that only Ai,j,
(i, j) 2 A are sampled randomly and we set Aj,i = Ai,j for all (i, j) 2 A and Ai,i = 0 for
i 2 {1, . . . , n}. Finally, conditionally on (Z,A), the observed variables Xi,j, (i, j) 2 A are
independent Gaussian variables and every Xi,j has the marginal distribution given by

Xi,j | (Z,A) ⇠ (1− Ai,j)N (0, σ2
0) + Ai,jN (µZi,Zj

, σ2
Zi,Zj

),

with parameters σ2
0 > 0, µq,` 2 R and σ2

q,` > 0. The unknown global model parameter
is θ = (⇡, w, σ2

0, µ, σ) with µ = (µq,`)q` and σ2 = (σ2
q,`)q`. The observation is X, while

both Z and A are unobserved, that is, (Z,A) are the latent variables of this model.
The rationale behind this model is that, in place of missing edges (Ai,j = 0) pure

random noise modeled by the null distribution N (0, σ2
0) is observed, and instead of present

edges (Ai,j = 1), we observe an effect, whose distribution N (µZi,Zj
, σ2

Zi,Zj
) depends on the

block membership of the interacting nodes in the underlying SBM. While we focus here on
Gaussian distributions for brevity, this model can be extended to any parametric model.

Figure 1 provides an illustration with two latent blocks: one is a community, the other
has few connections among nodes in the same block and more connexions with nodes of
the other block, see (a). In (b), the associated Gaussian means are depicted: 0 if there is
no edge, i.e. Ai,j = 0, and some non zero mean µq,` otherwise, depending on the group
memberships of the interacting nodes. Finally, (c) displays the observations Xi,j that are
random perturbations of the means in (b). To to recover A from X, the fundamental
idea of our method is that learning the block memberships helps in the decision about the
presence or absence of edges. For instance, from (c) we see that when Xi,j is associated
with two nodes in the first group there is few ambiguity about the underlying edges.
However, for values Xi,j associated with two nodes belonging to the second block this is
a more difficult decision. Indeed, the good interpretation of a intermediate, light green
value of Xi,j depends on the group memberships of the interacting nodes.

Our results on parameter estimation

It can be shown that the NSBM is identifiable up to label swapping under classical
assumptions. Furthermore, the maximum likelihood estimator of θ can be approached
by a variational EM-algorithm. The development of this algorithm is involved, but
similar to other SBM-type models. As a byproduct, the variational EM-algorithm also
provides a clustering Ẑ of the nodes into Q classes. See Rebafka et al. (2019) for details.
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(a) Latent graph A.
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(b) Gaussian means
(µZi,Zj

)i,j .
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(c) Observations X.

Figure 1: Gaussian NSBM with two groups. (a) Latent adjacency matrix A (b) Matrix
of Gaussian means according to presence/absence of edge Ai,j and group membership (c)
observed random perturbation of the matrix in (b).

3 Test procedure

We now turn to the main objective of this note: graph inference. More precisely, the aim
is to recover the adjacency matrix A from the observation X. A natural approach is to
decide, for each node pair (i, j), whether Ai,j is zero or not by using a testing procedure.
This corresponds to simultaneously test H0,i,j : Ai,j = 0, that is, no edge between i and j
in the latent graph, against H1,i,j : Ai,j = 1, that is, there is an edge between i and j in
the latent graph, for all pairs (i, j).

Formally, a multiple testing procedure is any measurable function '(X) 2 {0, 1}A,
with the convention that 'i,j(X) = 1 if and only if H0,(i,j) is rejected. The false discovery
rate (FDR) of a given multiple testing procedure '(X) is the average proportion of errors
among the discovered edges. The power of test or true discovery rate (TDR) is the
average proportion of discovered edges in the underlying latent graph. A good testing
procedure detects a maximum number of significant edges, without making too many false
detections. In this sense, for a given level ↵ 2 (0, 1), we aim at finding a testing procedure
' = 'α such that for all θ,

FDR(θ,')  ↵, with TDR(θ,') as large as possible.

That is, the FDR is controlled at level ↵, while many true edges are discovered.

3.1 Oracle procedure

To infer the latent graph A in the NSBM the best classification rule is the Bayes rule,
which is based on the posterior distribution of A, that is, the distribution of A given X.
However, this distribution is intractable like in numerous other latent variable models.

4
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So, to start with, we assume that the latent clustering Z is known. Then it is natural
to consider as test statistics the posterior probabilities of Ai,j given X and Z, that is

`i,j(X,Z, θ) = P✓(Ai,j = 0 |X,Z) =
(1− wZi,Zj

)fN (0,σ2
0)
(Xi,j)

(1− wZi,Zj
)fN (0,σ2

0)
(Xi,j) + wZi,Zj

fN (µZi,Zj
,σ2

Zi,Zj
)(Xi,j)

.

We refer to the `i,j(X,Z; θ) as the `-values, which corresponds to the well known local
FDR in multiple testing literature Efron et al. (2001)). A convenient multiple testing
procedure rejects H0,i,j provided that `i,j(X,Z; θ)  t for some threshold t. This threshold
t should be chosen such that the FDR is lower than or equal to ↵. Since this FDR value
is concentrated around

Qθ(t) =
Eθ

hP
(i,j)∈A(1− Ai,j)1{`i,j(X,Z, θ)  t}

i

Eθ

hP
(i,j)∈A 1{`i,j(X,Z, θ)  t}

i ,

it is natural to reject H0,i,j whenever qi,j(X,Z; θ) = Qθ(`i,j(X,Z, θ))  ↵. The quantities
qi,j(X, z; θ) are referred to as the q-values, a term that goes back to Storey (2003). Thus,
we define the oracle multiple testing procedure as

'⇤
i,j = 1{qi,j(X,Z; θ)  ↵}, (i, j) 2 A,

which depends on two unknown quantities of the NSBM: the global parameter θ and the
latent clustering Z.

Our results on oracle graph inference

We prove that the oracle procedure maximizes the TDR among all procedures controlling
the marginal FDR at level ↵ (under appropriate assumptions), see Rebafka et al. (2019)
for details.

3.2 New test procedure

Obviously, the oracle procedure is unknown, but it can be approximated using the es-
timator bθ = (b⇡, bw, bσ0, µ̂, σ̂

2) of θ and the estimated clustering bZ obtained by the VEM
algorithm for the NSBM. Thus, our final graph inference procedure is defined by

'VEM

i,j = 1{qi,j(X, bZ; bθ)  ↵}, (i, j) 2 A.

Our results on graph inference

We show that the procedure 'VEM is asymptotically mimicking the oracle '⇤ both in terms
of FDR and TDR, under appropriate assumptions. The proof relies on the regularity of the

5
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Gaussian model, combined with concentration inequalities. In addition, these theoretical
findings are supported via simulation results. While our procedure maintains the FDR
close to the nominal value ↵, it achieves the highest TDR among various other test
procedures, in a large variety of scenarios, see Rebafka et al. (2019) for details.
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Résumé.

Dans cette contribution, en reprenant l’approche des modèles linéaires généralisés,
nous étudions la modélisation de variable d’intérêt, conditionnellement à des covariables
qualitatives. Nous déterminons une forme explicite pour l’estimateur du maximum de
vraisemblance (MLE) lorsque les covariables sont catégorielles : dans le cas du modèle
avec une covariable catégorielle et dans le cas du modèle avec deux (ou plus) covariables
catégorielles avec interactions. Ces estimateurs sont largement plus rapide à obtenir que
les algorithmes Iterative Weighted Least Square (IWLS). Dans le cas du modèle sans
interaction, le MLE n’a en général pas de forme explicite cependant nous proposons un
estimateur de type Least Square possédant les mêmes propriétés asymptotiques que le
MLE.

Mots-clés. Modèle linéaire généralisé, MLE explicites

Abstract.

In this paper, we study the modelling of variables of interest, conditional on qualitative
covariates, using the generalized linear model approach. On the one hand, we determine a
general explicit form for the Maximum Likelihood Estimator (MLE) when the covariates
are categorical ; in the case of the model with one categorical explanatory variable and in
the case of more of one categorical explanatory variable and interaction terms. These es-
timators are far less computer intensive than the Iterative Weighted Least square (IWLS)
algorithm. In the case of the model without interaction terms, the MLE does not have
explicit solution. We propose an alternative explicit Least Square type estimator with
same asymptotic properties as MLE.

Keywords. Generalized linear model, explicit MLE
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1 Introduction

Les modèles linaires généralisés (GLM) sont introduits dans Nelder et Wedderburn (1972)
et ont été largement popularisés notamment au travers du livre de McCullagh et Nel-
der (1989). Les modèles de régressions s’appuient sur des échantillons Y1, . . . Yn non iden-
tiquement distribués, en considérant par exemple des vecteurs de covariables explicatives
(X

(1)
1 , . . . , X

(p)
1 ), . . . , (X

(1)
n , . . . , X

(p)
n ), p ≥ 1 Dans le cas des GLM, pour i variant de 1

à n, les Yi sont supposés appartenir à la famille exponentielle de paramètre λi 2 Λ, où
λi = λ(ϑ,Xi) est une fonctionnelle du vecteur de covariable (X

(1)
i , . . . , X

(p)
i ) et d’un vec-

teur de paramètre ϑ 2 Θ ⇢ Rp inconnu. Plus précisément, la log vraisemblance associée
à l’expérience statistique générée par Yi, i = 1, . . . , n s’écrit :

logL(ϑ|yi) =
λiyi − b(λi)

a(φ)
+ c(yi,φ), yi 2 Y ⇢ R, (1)

et −1 si yi /2 Y où a : R ! R, b : Λ ! R et c : Y⇥R ! R sont des fonctions mesurables,
connues et φ un paramètre de dispersion.

Le GLM est alors défini en supposant un lien, caractérisé par la fonction bijective
continue et dérivable g : b0(Λ) ! R, entre l’espérance EϑYi et le prédicteur linéaire
⌘i = hxi,#i :

g(EϑYi) = hxi,ϑi = ⌘i, 8ϑ 2 Θ,

avec dans le cas de la famille exponentielle EϑYi = b0(λi), pour b définie dans (1) ; en
d’autre mots, en notant ` = (b0)−1 ◦ g−1, le modèle satisfait λi = `(⌘i). Le vecteur des
paramètres # est généralement estimé de telle façon à maximiser la log- vraisemblance de
l’expérience statistique engendrée par (Y1, . . . Yn), c’est-à-dire de telle sorte à résoudre les
équations du score Sj(ϑ) = 0, j = 1, . . . , p où

Sj(ϑ) =
1

a(φ)

nX

i=1

x
(j)
i `0(⌘i) (yi − b0 (`(⌘i))) .

On notera lorsqu’il existe, bϑn = argmaxϑ L(ϑ|y1, . . . , yn). Lorsque le modèle est identi-

fiable, on peut montrer que la séquence (bϑn)n≥1 existe asymptotiquement et est un estima-
teur consistent de ϑ (on pourra se référer par exemple à Fahrmeir et Kaufmann (1985)).
Néanmoins dans le cas général, l’existence du MLE pour des petites tailles d’échantillons
n’est pas garantie et s’il existe n’a en général pas de forme explicite dû à la non-linéarité
du système Sj(ϑ) = 0. Des méthodes d’algorithme de descentes de gradients de type

Newton-Raphson sont généralement employées pour obtenir une valeur approchée de bϑn.

2 Résultats

Dans cette contribution, nous nous sommes intéressés au modèle GLM pour lequel
les vecteurs de covariables X1, . . . ,Xn sont catégorielles. Nous détaillons les conditions

2
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d’existence non-asymptotique du MLE, qui dépendent de la distribution mais également
du choix de la fonction de lien g. Lorsque ce dernier existe, nous donnons une forme
explicite de cet estimateur du paramètre ϑ.

Commençons par présenter le cas d’une variable catégorielle. Dans le modèle,
p = 2, x

(1)
i = 1 pour tout i = 1, . . . , n (intercept) et x

(2)
i possède d modalités notées

(v1, . . . , vd). À la place de (1, x
(2)
i ), nous considérons

xi = (1, x
(2),1
i , . . . , x

(2),d
i ), x

(2),j
i = 1

{x
(2)
i =vj}

.

Le GLM considéré est donc le suivant :

g (EYi) = #(1) +
dX

j=1

x
(2),j
i #(2),j, i = 1, . . . , n,

où ϑ = (#(1),#(2),1, . . . ,#(2),d) est le vecteur de paramètre inconnu à estimer de Rd+1.
Le modèle étant surparamétrisé, nous devons imposer une contrainte linéaire sur ϑ :

hR,ϑi = 0, où R est ici un vecteur de dimension d+ 1 vérifiant R1 −
d+1X

j=2

Rj 6= 0.

Définissons pour j = 1, . . . , d, ȳ(j) la moyenne des yi calculée sur la jème modalité de
x
(2)
i : ȳ(j) = 1

mj

Pn

i=1|x
(2),j
i =1

yi, où mj = #{i; x(2),j
i = 1} > 0 est le nombre d’occurrence

de la jème catégorie.
Nous montrons dans ce cas (Brouste et al. 2019) que le MLE existe si pour i = 1, . . . , n

Yi est à valeur dans l’espace b0(Λ). Dans ce cas, le MLE de ϑ est donné par la formule
explicite

bϑn = (Q0Q+R0R)−1Q0g(Ȳ ), (2)

où g(Ȳ ) est le vecteur (g(Ȳ (j)))j=1,...,d et Q est la matrice de dimension d⇥ d+ 1 donnée
par

Q =

0

B

@

1 1 0
...

. . .

1 0 1

1

C

A
.

Considérons à présent le cas de deux variables catégorielles. Le cas de p > 2 va-
riables catégorielles étant similaire nous ne le présenterons pas dans cette contribution.

Notons d2 et d3 le nombre de modalités de la première et de la seconde variable
catégorielle respectivement. Pour i = 1, . . . , n, k 2 K = {1, . . . , d2} et l 2 L = {1, . . . , d3}
soit x

(2),k
i (resp. x

(3),l
i ) valant 1 si la première covariable prend la kème modalité (resp.

valant 1 si la seconde covariable prend la lème modalité) et x
(k,l)
i = x

(2),k
i x

(3),l
i . Dénotons
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mk,l le nombre d’occurrences simultanées de la kème et lème catégorie de la première et
seconde variable. Soit KL = K ⇥ L et de la même façon que précédemment, dénotons
y(k,l)n la moyenne des yi prise sur la kème et lème categorie. Pour simplifier nous présentons
uniquement ici le cas mk,l > 0 ; une légère adaptation permet de traiter également le cas
le cas où mk,l ≥ 0.

Le GLM considéré est le suivant (modèle avec interaction) :

g (EYi) = #1 +

d2X

k=1

x
(2),k
i #(2),k +

d3X

l=1

x
(3),l
i #(3),l +

X

(k,l)2K×L

x
(k,l)
i #kl

où ϑ = (#(2), (#(2),k)k2K , (#(3),l)l2L, (#kl)(k,l)2KL) est le vecteur de taille d2 + d3 + d2d3 + 1
de paramètre à estimer.

Comme précédemment, nous avons à imposer des contraintes linéaires

hR,ϑi = 0q. (3)

où R est ici une matrice de taille q ⇥ (1 + d2 + d3 + d2d3), avec q ≥ 1 + d2 + d3 et
rank(R) = 1 + d2 + d3.

Avec les mêmes considérations d’existence que dans le cas d’une variable explicative,
dès que la matrice (Q0 R0) est de rang plein (c.-à-d. d2d3), oùQ est la matrice de dimension
d2d3 ⇥ 1 + d2 + d3 + d2d3 de la forme

Q =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 1 1 0 1
...

. . . . . .
... 1 0 0 1

. . .
... 0 1 1 0

. . .
...

...
...

. . . . . .

1 0 1 0 1 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

le MLE est donné par

bϑn = (Q0Q+R0R)−1Q0g(Ȳ ), (4)

avec g(Ȳ ) = (g(Ȳ (k,l)))(k,l)2KL.
Si l’on considère le modèle sans interaction,

g (EYi) = #1 +

d2X

k=1

x
(2),k
i #(2),k +

d3X

l=1

x
(3),l
i #(3),l

le MLE n’a pas de forme explicite dans le cas général, cependant nous proposons
un estimateur de type Least Square de la forme (4) et possédant les mêmes propriétés
asymptotiques que le MLE.
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A titre d’exemple, pour le modèle Pareto avec la fonction de lien canonique, pour
n = 1400 et une variable catégorielle avec d = 5 modalités, le nombre d’opérations en
virgule flottante (FLOP) utilisées dans le calcul de l’estimateur exact est environ 5000
fois moins important qu’en utilisant un algorithme IWLS (qui utilise 5 itérations pour
obtenir la solution). Ces simulations peuvent être retrouvées dans (Brouste et al. 2019,
section 6).
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Sensibilité des classements vis-à-vis des
paramètres : l’exemple de Parcours Sup

Antoine Rolland

IUT Lumière Lyon II, 69676 BRON, antoine.rolland@univ-lyon2.fr

Résumé. Le classement des candidats en entrée de formation post-bac via la plate-
forme ”Parcours Sup” est régulièrement critiqué pour son opacité. Nous analysons ici, à
travers l’exemple d’un DUT STID, la sensibilité du classement vis-à-vis de la pondération
choisie de chacune des variables servant à calculer le score des futurs étudiants. Nous
utilisons pour cela un Indice de Sensibilité du Classement inspiré de l’analyse de variance.

Mots-clés. Parcoursup, Classement, Sensibilité

Abstract. In France, future students have to apply for graduate studies via a web
platform named ”Parcoursup”, which is regularly criticized for its opacity. Each formation
must rank its candidates, generally through a multivariate analysis. We analyse in this
paper how the weights given to the variables can affect the final ranking, through the
example of a DUT STID (Statistics and Business Intelligence). We use in this purpose a
dedicated Sensitivity Ranking Index inspired by ANOVA.

Keywords. Parcoursup, Ranking, sensitivity

1 La sensibilité des classements

La production de classements ou de palmarès à partir de plusieurs critères (ou variables)
est un exercice à la fois très répandu, en particulier dans les médias, et pourtant délicat.
Le ”palmarès des villes où il fait bon vivre/étudier/travailler”, le palmarès des hôpitaux,
sans oublier le fameux palmarès mondial des universités dit ”de Shangäı”, sont autant
de marronniers qui reviennent quasiment chaque année. Ces palmarès sont très sou-
vent obtenus par l’utilisation d’une moyenne pondérée, les poids étant fixés de manière
discrétionnaire par les auteurs du palmarès. Récemment, Rolland et Cugliari (2020) ont
proposé un indice permettant de mesurer la sensibilité du classement final vis-à-vis du
choix des paramètres. Après avoir rappelé brièvement comment est calculé cet indice,
nous nous attacherons à présenter une application concrète dans le cas du classement
des candidats via le processus Parcours Sup dans le cadre du DUT STID de l’université
Lumière Lyon II.
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1.1 Notations

On note Xm un ensemble de m individus décrits par p variables X1, . . . , Xp. On suppose
que 8i 2 1, . . . , p, Xi = I ✓ R, i.e. les Xi sont tous identiques (toutes les variables
utilisent la même échelle). On note xij la valeur de la jeme variable pour l’individu i, avec
i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , p.

On note également W le simplexe sur Rp, i.e. l’ensemble des vecteurs de probabilité
de p valeurs positives réelles :W = {(w1, . . . , wp) 2 Rp|wj ≥ 0, j = 1, . . . p;

Pp
j=1 wj = 1}.

Une moyenne pondérée fw, w 2 W , est une fonction d’agrégation fw : Ip 7! I telle
que 8x = (x1, . . . , xp), fw(x) =

Pp
j=1 wjxj =< w, x > . Une moyenne pondérée donnée

dépend donc d’un vecteur de paramètres donné w = (w1, . . . , wp).
On peut alors utiliser le résultat de la moyenne pondérée fw pour déterminer un

classement sur les m individus, prenant en compte les valeurs prises par les individus
sur les variables et le vecteur poids. La question est alors la suivante : étant donné
un ensemble d’individus, et une famille de vecteurs de poids {fw, w 2 W}, quelle est
l’influence du paramètre w sur le classement final? En d’autres terme, le classement sur
les individus est-il sensible à une modification des poids dans la fonction d’agrégation?

Rolland et Cugliari (2020) répondent à cette question en proposant un indice global
mesurant la sensibilité du classement d’un jeu de données spécifique vis-à-vis du change-
ment des paramètres à travers un indice de sensibilité du classement (ISC) de Xm fondé
sur l’utilisation d’une approche par analyse de variance.

1.2 Indice de sensibilité du classement.

Le classement des individus peut donc varier en fonction de deux sources : (1) les valeurs
prises par les m individus x sur chaque variable j 2 {1, . . . , p}, et (2) le vecteur de poids
w.

Soit W une variable aléatoire prenant ses valeurs sur le simplexe W . La loi de W est
notée L(W ). Pour chaque individu xi 2 Xm on définit une moyenne pondérée aléatoire
Yi =< W, xi >, i = 1, . . . ,m. On s’intéresse au classement de ces moyennes pondérées
aléatoires {ρi := rank(Yi), i = 1, . . . ,m}.

Sous des conditions simples, par exemple si L(W ) admet une densité de probabilité
continue, alors on peut définir l’espérance ρ̄i = EW [ρi] et la variance vari = EW [ρi − ρ̄i]

2.
On définit également deux valeurs non aléatoire : la moyenne des rangs ρ̄ = m−1

Pm
i=1 ρi =

m+1
2

, et la somme totale du carré des variations

SSDXm,W
total =

mX

i=1

(ρi − ρ̄)2.

On peut noter que cette somme du carré des écarts peut se décomposer de manière
classique comme

EW [ρi − ρ̄]2 = vari + EW [ρ̄i − ρ̄]2.

2
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On peut alors définir l’indice de sensibilité du classement (ISC) de Xm vis-à-vis de
L(W ), noté RSI(Xm)L(W ), comme la part restante de l’erreur carrée moyenne expliquée
par les variations du rang moyen, i.e.

ISC(Xm)L(W ) = 1−

Pm
i=1 vari

SSDXm,W
total

(1)

Dans le cas d’un classement total sans ex aequo, SSDXm,W
total =

Pm
i=1(i −

m+1
2

)2 =
m(m2−1)

12
. ISC s’écrit donc comme suit :

ISC(Xm)L(W ) = 1−
12

Pm
i=1 vari

m(m2 − 1)
(2)

Le cas le plus intéressante est celui où L(W ) est la distribution uniforme surW . ISC(Xm)L(W )

sera alors noté simplement ISCXm). On peut alors procéder à une estimation de ISC(Xm)L(W )

par une méthode de Monte-Carlo, ce qui donne de très bons résultats d’après Rolland et
Cugliari (2020). L’indice ISCXm s’interprète alors comme suit :

• si ISCXm = 1, cela signifie que 8i 2 1, . . . ,m, vari = 0, autrement dit que le rang
de xi est toujours le même quel que soit le jeu de poids, et donc que le classement
sur Xm ne dépend pas du jeu de poids : toute l’information est dans les données

• si ISCXm = 0, cela signifie que 8i 2 1, . . . ,m, vari = var(1, . . . ,m), autrement dit
le rang de xi est complètement dépendant du jeu de poids choisi.

Dans une perspective d’analyse, plus l’indice est proche de 1, moins il dépend du choix
(parfois arbitraire) du jeu de poids de la moyenne pondérée et donc plus le classement est
robuste vis-à-vis du jeu de poids.

1.3 Top-k et middle-k listes

On peut généraliser l’indice ISCXm aux classements partiels. En effet, il arrive que l’intérêt
d’un classement réside simplement dans les k premiers ou les k derniers éléments; typique-
ment, lors d’une recherche internet, seuls les 10 premiers résultats (la première page) sont
intéressants. A la suite de Fagin et al. (2003), nous nous intéresserons aux top-k listes,
mais aussi aux bottom-k listes ainsi qu’aux middle-k listes. De manière formelle, une top-
k liste R est une bijection d’un domaine D (ici les membres de la liste) vers l’ensemble
{1, . . . , k}. Rolland et Cugliari (2020) proposent une extension de cette définition, util-
isant l’approche ”optimiste” de Fagin et al. (2003) : la représentation d’une top-k liste
sur un ensemble de m éléments suppose que tous les m − k éléments de la liste qui ne
sont pas dans le top-k sont tous classés ex-aequo à la k+1eme position. Une top-k liste R
est alors une bijection de Xm vers l’ensemble {1, 2, 3 . . . , k, k + 1, . . . , k + 1}.

3
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De même, une bottom-k liste représente une situation où seul le classement des derniers
de la liste est d’importance. Une bottom-k liste R est alors une bijection de Xm vers
l’ensemble {m− k − 1, . . . ,m− k − 1,m− k,m− k + 1, . . . ,m− 1,m}.

Enfin, une middle-k liste représente une situation où l’intérêt se porte sur les individus
classés au milieu de la liste. Une middle-k liste R est en fait définie par une bijection de
Xm vers l’ensemble {d−1, . . . , d−1, d, d+1, . . . , f −1, f, f +1 . . . , f +1}, avec f −d = k.

Dans ces trois cas il est donc nécessaire de revenir à la définition de ISC(Xm) tel
qu’exprimé dans l’équation 1, en calculant pour chaque cas la quantité SSDXm,W

total =Pm
i=1(ρi − ρ̄)2.

2 Application à Parcoursup

2.1 Le classement en entrée du DUT STID

La plate-forme Parcoursup permet depuis 2018 aux futurs étudiants de candidater aux
différentes formations de l’enseignement supérieur qui les intéressent. Réciproquement,
cette même plate-forme Parcoursup permet aux formations d’instruire les dossiers de
candidature puis de classer les candidats dans un ordre de préférence. Les candidats se
voient ensuite proposé dans cet ordre une place dans la formation, qu’ils acceptent ou
refusent. Le processus continue ensuite jusqu’à épuisement soit de la capacité d’accueil
de la formation, soit de la liste des candidats.

Le DUT STID de l’IUT Lumière Lyon II est une formation sélective, qui reçoit (bien)
plus de candidatures qu’elle n’a de places. Il s’agit donc pour l’équipe pédagogique
d’analyser le niveau et la motivation des étudiants suivant un processus utilisant trois
informations : une note reflétant le niveau scolaire de l’étudiant, estimé à travers ses
bulletins de notes; une note reflétant la connaissance de la formation et de ses débouchés,
obtenue via le remplissage d’un dossier écrit spécifique; une note reflétant la motivation
de l’étudiant et l’adéquation de son projet aux spécificités de l’IUT1, obtenue suite à un
entretien individuel avec le candidat.

Le classement final est obtenu suite au calcul d’une moyenne pondérée de ces trois
notes. La question se pose donc de la sensibilité du classement final, conditionnant
l’acceptation ou non dans la formation, au choix de la pondération des trois notes. Nous
sommes donc exactement dans le cas d’utilisation de l’indice de sensibilité du classement
tel que défini supra.

Il y a eu, pour la campagne de recrutement 2019, 184 candidats qui ont obtenu une
note aux entretiens individuels2, pour environ 54 places dans la formation. Il est certain
que les 54 premiers du classement sont certains d’être pris : il est donc inutile de s’attarder

1Toutes les formations de l’IUT Lumière Lyon II se déroulent exclusivement en alternance
2Plusieurs candidats n’ont pas été convoqués aux entretiens par faute d’un dossier suffisant. D’autres

candidats, convoqués, ne se sont pas présentés aux entretiens.
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sur le classement exact de ces 54 premiers. De même, l’expérience des années précédentes
montre que l’on descend jusqu’au 100eme ou 110eme candidat à peu près avant de remplir
les 54 places. Le classement relatif des candidats classés au delà de la 100eme place n’a
donc pas d’importance, puisqu’ils ne seront pas admis. Nous sommes donc typiquement
dans le cas d’un classement en trois tiers : le premier tiers du classement est assuré d’être
pris, et le rang n’a donc pas d’importance. Le dernier tiers est assuré de ne pas être
pris. Reste donc à étudier la sensibilité du classement du tiers du milieu, où une place
de différence peut faire basculer du statut d’admis à celui de refusé. Nous sommes donc
formellement en présence d’une middle-k liste, avec d = 60, f = 124 et m = 184. Les
valeurs de d et f sont arbitraires et d’autres valeurs de d et f pourraient tout à fait être
choisies.

2.2 Calcul de l’indice de sensibilité

2.2.1 Classement entier

Nous pouvons calculer tout d’abord une estimation de l’indice de sensibilité ISCXm par
simulation sur n jeux de poids obtenus par tirage alétoire suivant une loi de Dirichlet de
paramètres (1/3; 1/3; 1/3), correspondant à la distribution uniforme sur le simplexe. Une

rapide simulation sur 100 jeux de poids nous donne une estimation de dISC ⇡ 0, 80. Une
répétition de 1000 simulations nous permet d’obtenir une estimation de l’écart-type de
l’estimateur de ISC, qui est très faible (0,013).

2.2.2 Middle-k liste

Le calcul de l’indice de sensibilité ISCd,f d’une middle-k liste nécessite de calculer dans un

premier temps la valeur exacte de SSDXm,W
total =

Pm
i=1(ρi− ρ̄)2. Nous calculons ensuite une

estimation de ISCd,f en tirant n jeux de poids. Nous choisissons d’effectuer une rapide

simulation sur 100 jeux de poids, ce qui nous donne une estimation de dISC60,124 ⇡ 0, 75.
Une répétition de 1000 simulations nous permet d’obtenir une estimation de l’écart-type
de l’estimateur de ISC60,124, qui est également très faible (0,013).

Il est également possible de regarder les valeurs prises par ISC en faisant varier d et f .
La figure 1 montre les estimations de ISC pour des valeurs de (d, f) allant de (50, 134) à
(70, 114), autrement dit les estimations de ISC pour les k classements centraux, k variant
entre 44 et 84. Ces valeurs ont été obtenues par la méthode de Monte-Carlo en calculant,
pour chaque valeur de d, 1000 occurences de dISC obtenues à partir de 100 jeux de poids
différents.

2.2.3 Interprétation

L’indice de sensibilité du classement des candidats à l’entrée du DUT STID se situe
autour de 0,75 pour le classement des k candidats du milieu de la liste, et à 0,80 pour le
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Figure 1: Les 1000 estimations de ISC

classement entier : cela signifie que le classement obtenu est très robuste vis-à-vis d’un
changement de poids des critères dans la définition du rang. Autrement dit, le classement
final est très déterminé par les notes obtenues par les candidats sur les trois critères, et
peu déterminé par le poids de ces critères. Cela est une relativement bonne nouvelle,
en particulier pour le cas des étudiants en milieu de classement : un changement de
poids des différents critères de sélection n’aurait pas fondamentalement changé l’ordre
des candidats, candidats qui ne doivent donc pas leur classement uniquement aux poids
des critères mais bien aux valeurs obtenues sur ces mêmes critères.
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Inférence bayésienne de l’évolution de l’atrophie
cérébrale et de plages de leucopathie à partir de

séquences IRM 3D non homogénéisées
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Résumé. Ce travail décrit un algorithme synchrone de Gibbs réalisant une segmenta-
tion bayésienne non supervisée de régions du cerveau à partir de modèles de Markov cachés
et de séquences IRM 3D non homogénéisées, issues d’examens IRMs réalisés dans le cadre
d’un protocole non standardisé. L’inférence de ce type de modélisation bien connu pose
encore de nombreuses difficultés, liées aux biais d’illumination et aux temps de calculs.
Elle permet néanmoins d’estimer rapidement l’évolution spatio-temporelle de marqueurs
radiologiques de la neurotoxicité d’un traitement par radiothérapie ( e.g., oedème cérébral,
atrophie cérébrale, plages de leuco-encéphalopathie). L’application porte sur les données
IRMs de la cohorte prospective bicentrique EpiBrainRad incluant des patients atteints de
gliomes cérébraux de haut grade, traités par radiothérapie et suivis en routine par IRM.

Mots-clés. Segmentation d’image, IRM cérébrales, champs de Markov cachés, temps
de calcul, statistique bayésienne, neurotoxicité de la radiothérapie

Abstract. This work describes a synchronous Gibbs algorithm that allows fitting
a hidden Markov random field addressing the problem of unsupervised Bayesian brain
areas segmentation, using non-homogenized 3D MRI sequences collected in the context of
a non-standardized protocol. While the principle of such a segmentation is well known, the
inference task still poses many difficulties related to illumination biases and computational
time. The proposed approach makes it possible to rapidly estimate the spatio-temporal
evolution of imaging markers of neurotoxicity from radiotherapy (e.g., cerebral edema,
brain atrophy, leukoencephalopathy areas). It was implemented on the MRIs from the
prospective and bicentric cohort EpiBrainRad including newly diagnosed glioblastoma
patients, treated by radiotherapy and routinely monitored by MRI.

Keywords. Image segmentation, brain MRI, hidden Markov random fields, compu-
tational time, Bayesian statistics, neurotoxicity of radiotherapy
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1 Contexte et objectif

La radiothérapie occupe une place importante dans le traitement des tumeurs cérébrales.
L’augmentation du temps de survie des patients peut néanmoins s’accompagner du développe-
ment à plus ou moins long terme de complications neurologiques post-radiques comme
une atrophie du cerveau et/ou une leuco-encéphalopathie. Cette dernière est une anoma-
lie progressive et diffuse de la substance blanche. Cliniquement, elle se manifeste par des
troubles de l’attention, de la mémoire, un ralentissement et/ou des troubles exécutifs.
Malgré l’augmentation des études sur le sujet, il n’existe pas de consensus sur l’évolution
générale des fonctions cognitives au cours d’une leuco-encéphalopathie et les processus en
jeu demeurent mal compris.

Dans ce contexte, le projet EpiBrainRad (Durand et al. 2015) s’intéresse à l’analyse
de données cliniques, biologiques et radiologiques issues d’une cohorte prospective bicen-
trique de 250 patients traités par radiothérapie pour un gliome cérébral de haut grade.
Les patients sont inclus avant le début de la radiothérapie puis bénéficient d’un suivi clas-
sique : évaluations cliniques et neuropsychologiques pré/post-radiothérapie et examens
d’IRM tous les 2-3 mois après radiothérapie. L’objectif principal du projet est d’évaluer
l’incidence et l’évolution de troubles cognitifs radio-induits dans cette cohorte, notamment
par l’analyse de l’évolution des lésions mentionnées précédemment.

En pratique, l’appréciation visuelle, par le neuroradiologue, de l’atteinte de la sub-
stance blanche est subjective, basée sur des échelles qualitatives de scores relativement
simples mais trop peu précises pour pouvoir évaluer l’évolution de cette atteinte en fonc-
tion de la dose reçue par une structure cérébrale spécifique. De même, l’appréciation
visuelle de l’atrophie cérébrale est souvent globale et reflète mal les atteintes spécifiques.
Un des axes de recherche du projet EpibrainRad est de développer un outil automatique
robuste de segmentation et de quantification précise de l’évolution spatio-temporelle de
l’atrophie cérébrale et des plages de leucopathie, à partir de séquences d’IRMs 3D défor-
mées et hétérogènes, issues d’un protocole non standardisé. Cet outil devra être utilisable
par les radiologues pour les aider à objectiver l’évaluation des stades d’évolution de ces
lésions et devra permettre de renseigner les études épidémiologiques ultérieures.

2 Difficultés techniques

Les marqueurs radiologiques définis pour caractériser l’évolution des lésions post-radiques
sont : le volume du cerveau, de la substance blanche, de la substance grise et du liq-
uide céphalo-rachidien ainsi que le volume des plages de leucopathie. Le calcul de ces
indicateurs repose sur l’estimation du nombre de voxels correspondant à chacune de ces
régions sur une séquence IRMs 3D, ce qui nécessite de segmenter ou classifier ces régions,
en fonction des caractéristiques d’illumination et d’homogénéité de chaque voxel.

Les plages de leucopathie se caractérisent par une forte intensité (hypersignal) de la
substance blanche sur des images FLAIR. Dans le cas d’étude considéré, l’apprentissage à
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mener, non supervisé, ne peut s’appuyer sur une connaissance a priori forte de la présence
de ces lésions (comme des données de contour extrêmement longues à produire par des
neuroradiologues). Les techniques reposant sur des réseaux de neurones convolutionnels
ne peuvent donc être utilisées. L’inférence bayésienne de modèles de champs de Markov
cachés à l’aide de MCMC, qui fait autorité dans le cadre non supervisé (Moores et al.

2015), semble plus appropriée. Cette approche a été adaptée pour répondre aux deux
difficultés suivantes : 1) la nécessité de forts recalages et débruitages, liés en particulier
au fait que les données proviennent de machines différentes, utilisées par des opérateurs
différents ; 2) permettre la construction d’un pipeline automatisé de traitement des his-
toriques de séquences en un temps raisonnable, dans un esprit similaire à Guizard et al.

(2012), par le biais d’accélérations algorithmiques.
L’utilisation conjointe de plusieurs modalités d’IRM issues du même examen est es-

sentielle pour limiter l’impact des bruits et décalages provenant d’examens réalisés en
routine. Comme l’illustre la figure 1, les histogrammes d’intensité des IRMs T1 et FLAIR
acquises dans la cohorte EpiBrainRad diffèrent grandement, de par leur unimodalité, des
IRMs classiquement rencontrées dans les études cliniques très contrôlées et dont la multi-
modalité permet de différencier les types de régions du cerveau. L’utilisation simultanée
des IRMs T1 et FLAIR permet néanmoins de pallier aux difficultés induites par le manque
de contraste (notamment sur les plages de leucopathie) et l’hétérogénéité des données.

Figure 1: À gauche : Histogramme d’intensité d’une IRM T1 "propre". À droite : Cas
des IRMs T1 et FLAIR acquises lors d’un même examen dans EpiBrainRad.

3 Modélisation bayésienne d’une IRM cérébrale 3D

On définit une image 3D de résolution Nx ◊ Ny ◊ Nz comme une hypermatrice y ∈
ΩNx◊Ny◊Nz où Ω = R+ désigne l’ensemble des intensités possibles pour chaque voxel de
l’image. Soit S = {1, . . . , Nx} ◊ {1, . . . , Ny} ◊ {1, . . . , Nz} l’ensemble des voxels d’une
image IRM 3D. Le but de la segmentation est d’étiqueter chaque voxel s ∈ S avec un label
entier xs ∈ A = {1, . . . , D}, où D = 4 est le nombre des différentes régions d’intérêt du
cerveau. Les nombres 1, 2, 3 et 4 représentent respectivement le liquide céphalo-rachidien,
la substance grise, la substance blanche et les plages de leucopathie. Le calcul de la dis-
tribution de probabilité conditionnelle π(X|Y = yú) d’un vecteur de labels X = (Xs)sœS

3
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(avec Xs ∈ A), connaissant l’image yú, repose sur les ingrédients suivants :

1 - Vraisemblance π(Y|X) : pour une seule modalité d’IRM, les intensités Ys des voxels
sont supposées conditionnellement indépendantes (sachant X) et suivre une distribution
gaussienne (tronquée en pratique) d’espérance µXs

et de variance σ
2
Xs

:

π(Y = y|X = x, θ) =
Ÿ

sœS

π(Ys = ys|Xs = xs, θ) =
Ÿ

sœS

1Ô
2πσxs

exp

A

≠(ys ≠ µxs
)2

2σ2
xs

B

.

avec: θ = (µ1, σ1, · · · , µD, σD) œ Θ = R2D
+ .

2 - Loi a priori π(X) : suivant les choix proposés dans (Leemput, Weisenfeld et al. 1999)
, un modèle de champ de Markov caché, appelé modèle de Potts, est considéré :

π(X) = Z≠1 exp(≠U(X)), U(x) =
ÿ

s≥sÕ

v(xs, xsÕ) S(s, sÕ),

où on somme sur les couples de voxels voisins et Z > 0 est une constante de normalisation.
U pénalise les voisinages entre voxels de labels différents. Cette pénalité dépend de la
surface de contact S entre les deux voxels, et de leurs labels respectifs. En effet, l’affinité
entre régions est définie par D ◊ (D ≠1)/2 hyperparamètres v(k, kÕ)k,kÕœA qui ont été fixés
empiriquement (entiers entre 1 et 10) à partir de connaissances métiers (e.g., la substance
grise n’est pas voisine de plages de leucopathie). Six voxels voisins ont été considérés
pour chaque voxel de l’image (réduits à 5, 4 ou 3 sur les bords de l’image 3D) – un choix
courant (Moores et al. 2015) imposé par la complexité du problème.
3 - Loi a priori π(θ): Afin de bénéficier de propriétés de conjugaison, des lois a priori in-
formatives gaussiennes ont été choisies pour les paramètres µk et inverse-Gamma pour les
paramètres σ

2
k avec k = {1, . . . , D}, guidées par une analyse manuelle d’IRMs cérébrales.

3.1 Algorithme synchrone de Gibbs

Un algorithme MCMC peut être implémenté pour échantillonner selon la loi a posteriori

π(X, θ|Y = yú). Si la mise à jour des paramètres (µk, σ
2
k) peut être réalisée à l’aide d’un

pas de Gibbs, par conjugaison, celle du vecteur des labels X se révèle très coûteuse en
calculs, notamment lorsque celle-ci est réalisée composante par composante.

Aussi, un échantillonnage plus performant du vecteur des labels, appelé algorithme
synchrone de Gibbs (Gonzalez et al. 2011), a été implémenté et testé. Il repose sur
l’observation que les sites s œ S peuvent être séparés en deux classes S+ et S≠ selon un
damier tridimensionnel (si,j,k œ S+ … i+j +k est pair; si,j,k ∈ S≠ … i+j +k est impair),
et en utilisant la formule explicite suivante:

π(X+ = x+|Y = yú, θ, X≠ = x≠) ∝ π(Y+ = yú
+|X+ = x+, θ)π(X+ = x+|X≠ = x≠)

∝

Ÿ

sœS+

π(Ys = yú
s|Xs = xs, θ) π(Xs = xs|X≠ = x≠)
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où X+ = (Xs)sœS+ et X≠ = (Xs)sœS≠
. Les formules restent inchangées en inversant les

signes + et −. Par ailleurs, les lois conditionnelles complètes π(X+ = x+|Y = yú, θ, X≠ =
x≠) et π(X≠ = x≠|Y = yú, θ, X+ = x+) sont simples à simuler: il s’agit de distributions
catégorielles indépendantes. L’échantillonneur synchrone s’écrit alors :

• Fixons X≠1,J≠1 = xú,

• Pour i de 0 à I − 1 :

1. simuler θ
i

∼ π(θ|Y = yú, X = Xi≠1,J≠1) ;

2. Pour j allant de 0 à J − 1:

(a) simuler Xi,j
+ ∼ π(X+|Y = yú, θ

i, X≠ = xi,j≠1
≠ )

(b) simuler Xi,j
≠ ∼ π(X≠|Y = yú, θ

i, X+ = xi,j
+ )

(c) définir Xi,j par combinaison de Xi,j
+ et Xi,j

≠

• Produire l’échantillon (Xi,j, θ
i)06i<I,06j<J.

Gonzalez et al. (2011) montrent en fait que l’on obtient des résultats équivalents en
remplaçant xi,j

+ par xi,j≠1
+ dans (b), permettant de mettre à jour la totalité de X de façon

synchrone. Il s’agit de la version implémentée en pratique.

4 Résultats

La figure 2 présente les résultats de segmentation obtenus en appliquant le pipeline pro-
posé à un des patients de la cohorte EpibRainRad, atteint de leucopathie. La plage de
leucopathie en hypersignal (blanc) sur l’IRM a été labellisée comme telle (en vert). La
figure 3 présente l’estimation bayésienne des volumes des différentes régions d’intérêt à
chacun des examens réalisés par ce même patient. L’évolution temporelle des volumes
(en variation relative par rapport à l’examen initial) met en évidence l’aggravation de la
leucopathie au fil des mois.

5 Conclusion et perspectives

Les résultats de quantification obtenus jusqu’à présent sont prometteurs, confortant la
vision qualitative des médecins. De plus, une séquence IRM peut être traitée en 5 à 10
minutes sur un unique CPU (8 Go, 2.3 GHz). Un travail en cours est d’améliorer la
spécification des lois a priori afin de mieux segmenter la substance grise et la substance
blanche, et mieux estimer l’évolution temporelle du volume de cette dernière. Il consiste
à définir une loi a priori locale sous la forme d’un atlas.

5
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Figure 2: De gauche à droite : Section axiale, label initial, moyenne a posteriori du label
en chaque site (traité comme un entier), échantillon final du label.

Figure 3: évolution temporelle des volumes pour les différentes zones labelisées. (Gauche)
Volumes en cm3. (Droite) Variation relative des volumes par rapport à l’examen initial.
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RÈsumÈ. Líobjectif principal de ce travail est de proposer un test e¢cace capable de
dÈtecter líexistence díun e§et de seuil dans un modËle autoregressive ‡ valeurs entiËres
díordre 1, basÈ sur un opÈrateur díamincissement gÈnÈralisÈ et conduit par une suite
de variables alÈatoires indÈpendantes suivant une distribution non spÈciÖÈe. Nous com-
menÁons díabord par Ètablir la propriÈtÈ de normalitÈ asymptotique locale (LAN), tout
en exploitant une certaine reprÈsentation de líespÈrance conditionnelle des transitions des
scores due ‡ Drost et al (2008) pour le modËle sous-jacent. Ensuite, nous montrons la
propriÈtÈ de linÈaritÈ asymptotique locale concernant la suite centrale de ce mÍme modËle
sous-jacent. En second lieu, en utilisant ces rÈsultats, nous construisons un test localement
asymptotiquement e¢cace, pour líhypothËse nulle díun processus (GINAR (1)) classique
contre líhypothËse alternative díun processus GINAR ‡ seuil díordre 1 avec deux rÈgimes
(SET !GINAR (2; 1)). Les performances du test Ètabli sont montrÈes via une Ètude de
simulation intensive et une application sur un ensemble de donnÈes rÈelles.
Mots-clÈs. Processus ‡ valeurs entiËres de comptage, modËle SET ! GINAR(2; 1),

propriÈtÈ (LAN), propriÈtÈ de linÈaritÈ asymptotique, test e¢cace.
Abstract. The main aim in this work is to propose an e¢cient test able to detect

the existence of a threshold e§ect in a Örst-order generalized integer-valued autoregre-
sive (GINAR (1)) model, based on general thinning operator, and driven by a sequence
of independent random variables with an unspeciÖed distribution. We establish Örstly,
while verifying the conditional expectation representation of the transitions scores due
to Drost et al (2008) to the underlying model, the local asymptotic normality (LAN).
Then we show the local asymptotic linearity property concerning the central sequence
of our underlying model. Secondly, using these results, we construct an e¢cient locally
asymptotically test, for the null hypothesis of classical (GINAR (1)) process against an
alternative hypothesis of a self-exciting threshold generalized integer-valued autoregres-
sive process of order one with two regimes (SET !GINAR(2; 1)). The performances of
the established test are shown via an intensive simulation study and an application on
real data set.
Keywords. Count integer-valued process, SET !GINAR(2; 1) model, (LAN) prop-

erty, asymptotic linearity property, e¢cient test.
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1 Introduction and notations

The self-exciting threshold integer-valued autoregressive SETINAR(2; 1) process of Örst
order with two regimes, has been introduced by Monteiro et al (2012) to model phenom-
ena with non-negative integer values that evolve over time, including in their structure
a large exceeding of the high threshold value appearing in clusters. The distribution of a
SETINAR process is mainly described by two parameters: a vector of auto-regression
coe¢cients and a probability distribution on the non-negative integers, called an innova-
tion distribution. This work focuses on the obtaining local asymptotic normality (LAN)
property in order to test the presence of a threshold e§ect in a Örst-order generalized
integer-valued autoregressive (GINAR (1)) model. By following the deÖnition in Mon-
teiro et al (2012), we can extend, without loss of generality, the SETINAR(2; 1) process
based on binomial thinning operator to a SETINAR (2; 1) process based on the general-
ized thinning operator, SET !GINAR(2; 1), in the following way

yt = ('1 " yt!1 + "t;1) It!1;1 + ('2 " yt!1 + "t;2) It!1;2; t 2 Z; (1:1a)

where It!1;2 = 1! It!1;1 which is deÖned by:
It!1;1 =

!
1
0
if yt!1 $ c;
if yt!1 > c

:

The innovation processes, f"t;j; t 2 Z; j = 1; 2g, are a sequence of independent non-negative
integer-valued random variables, with some discrete distribution belonging to the para-
metric family fG$j j5j = (5j;1; 5j;2; : : : ; 5j;q)

0 2 A ( R
q
+g, where A is an open, convex

subset of Rq+, and where " " " stands, for the generalized Steutel-Van Harn thinning op-
erator (Latour (1997)), which is deÖned, for the integer stochastic process yt!1 and two
counting sequences of independent and identically distributed non-negative integer-valued
random variables fWi;t;j; i 2 N; t 2 Z; j = 1; 2g with Önite mean 'j 2 R+ by:

'j " yt!1 =
! Pyt!1

i=1 Wi;t;j;

0;
if yt!1 > 0;

if yt!1 = 0
; (1:2b)

which for each t; fWi;t;jgi2N;t2Z;j=1;2 are independent of yt!1. Moreover, for j 2 f1; 2g
being Öxed, the innovation process f"t;j; t 2 Zg is supposed to be independent of yt!1
and 'j ) yt!1, and also we have f"t;1g and f"t;2g are mutually independent. It is worth
to mention that the autoregressive parameters '1 and '2, the innovation parameters
5j are positive and unknown, but the threshold parameter c is assumed to be known

and positive. Letting 5j = (5j;1; 5j;2; :::; 5j;q)
0 be the q!column vector of the para-

meters of the innovation law and deÖning the q + 1!column vector :j =
#
'j;5

0
j

$0
=#

'j; 5j;1; : : : ; 5j;q
$0 2 (0; 1) * A ( R+ * Rq+. Let g the point mass function of the dis-

crete distribution G, and denoting H
(n)
g (:) a sequence of null hypotheses under whichn

y
(n)
t ; t 2 Z

o
be a sequence of realizations of an integer-valued process satisfying the model
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(1:2a) ; with a (1 + q) 2!vector parameters : = (:01; :02)
0
. Similarly, denoting H

(n)
g

'
:(n)

(

the sequence of alternative hypotheses under which the sequence
n
y
(n)
t ; t 2 Z

o
be a se-

quence of realizations of a process satisfying the self-exciting threshold generalized integer-
valued autoregressive model (SET !GINAR(2; 1)) ; with a (1 + q) 2!vector parameters

:(n) =
'
:
(n)0
1 ; :

(n)0
2

(0
, where '

(n)
j = '+

=
(n)
0p
n
+
h
(n)
j;0p
n
and 5

(n)
i = 5i+

=
(n)
ip
n
+
h
(n)
j;ip
n
; j = 1; 2; and

i = 1; :::; q, with the identiÖcation condition h
(n)
1;l = ! h

(n)
2;l , l = 0; 1; :::; q, or equivalently

:(n) = : +K n!1=2! (n), where the [(1 + q) 2]* [(1 + q) 2] matrix K is given by

K =

)
I(1+q)$(1+q) I(1+q)$(1+q)

I(1+q)$(1+q) !I(1+q)$(1+q)

*
;

where Iq$q denotes the identity matrix of dimension q. Let !
(n) be the (1 + q) 2!vector

column which is given by ! (n) =
'
"
(n)0;h

(n)0
1

(0
where "(n) =

'
=
(n)
0 ; =

(n)
1 ; :::; =

(n)
q

(0
2 R1+q;

h
(n)
1 =

'
h
(n)
1;0 ; h

(n)
1;1 ; :::; h

(n)
1;q

(0
2 R1+q; such that sup

n

#
!
(n)0
!
(n)
$
< 1. The global local

perturbations of the parameters '; 51; :::; 5q can be decornmposed in to two component

types, namely : the local simple perturbations =
(n)
0 ; =

(n)
1 ; :::; =

(n)
q and the quantities

h
(n)
j;0 ; h

(n)
j;1 ; :::, h

(n)
j;q , j = 1; 2, which can be interpreted as local perturbations due of the

regime j of the parameters '; 51; :::; 5q, respectively. Letting B
(n) be the (1 + q) 2 *

(1 + q) 2 matrix given by B(n) = n!1=2K, one can easily rewrite the sequence of alteative

hypotheses in the form H
(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
.

The e¢cient test and estimation procedures turn over to the Örst work of Stein (1956)
in which the author gave a condition so that a model, of a symmetrical position, can be
estimated or testing in an adaptive way. We recall that an adaptive test is e¢cient for a
model when the distribution of the errors, f , is only speciÖed partially (continuous and
symmetric sense). It is worth noting that the quasi-totality of the existing results, in
the literature of the time series analysis concerning the adaptive test, were obtained for
real-valued time series models with time-invariant coe¢cients (Allal and Melhaoui (2006),
Benghabrit and Hallin (1998), Bentarzi and Hallin (1996), and many others). In spite of,
on one hand, the (asymptotic) optimality of the e¢cient test under a name of adaptive
and, on the other hand, the utility of detecting the existence of a threshold e§ect in time
series modeling.
The present paper contributes to constructing, while following the Le Cam (1960)

methodology, an e¢cient parametric test of the existence of a threshold e§ect in the
GINAR (1) process. This Le Camís methodology allows for more precise and more gen-
eral results under milder technical assumptions than, for instance, traditional Lagrangian
multiplier testing procedures.
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2 Local asymptotic normality

Several researchers were interested in derivation of the LAN property for various time
series models (see, Koul and Schick (1997), Linton (1993)). To obtain the (LAN) property
concerning our SET ! GINAR (2; 1) process, while following the same framework in
Sadoun and Bentarzi (2019). We need the following deÖnitions and notations.

Let y(n) =
'
y
(n)
1 ; : : : ; y

(n)
n

(
be a realization of a Önite size n of a stationary integer-valued

process fyt; t 2 Zg satisfying (1:2a). Denote by 5(n)g
'
:(n)

(
= 5

(n)
g (:+ B(n)! (n)), the loga-

rithm of the likelihood ratio of the calculated conditional likelihood Ln
#
:jy0; y(n)

$
under

H
(n)
g (:) versus Ln

'
:(n)jy0; y(n)

(
under H

(n)
g

'
:(n)

(
, which is given by:

5
(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
=

nP
t=1

logP ,
(n)

(yt!1);yt
!

nP
t=1

logP ,(yt!1);yt + oP (1) ;

=
nP
t=1

log
'Pu

k=0

h'
b
yt!1;'

(n)
1
(k) g

$
(n)
1
(yt ! k) It!1;1

(
+
'
b
yt!1;'

(n)
2
(k) g

$
(n)
2
(yt ! k) It!1;2

(i(

!
nP
t=1

log
'Pu

k=0

-#
byt!1;'1 (k) g$1 (yt ! k) It!1;1

$
+
#
byt!1;'2 (k) g$2 (yt ! k) It!1;2

$.(
+ oP (1) ;

where u = min (yt!1; yt) and for j = 1; 2, byt!1;'j which stands for the point mass function
of the discrete distribution of the 'j " yt!1jyt!1 random variable.

Proposition 2:1. Under some regularity conditions and under H
(n)
g (:), we have:

i) Taylor expansion in probability of 5
(n)
g

'
:(n)

(

5
(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
= H (n)

0

<(n) (:)! 1
2
H (n)

0

=(
(n)
(:) H (n) + oP (1) ;

where the (1 + q) 2* (1 + q) 2 square matrix =((n) (:) is the variance matrix of the score
vector (also called central sequence) <(n) (:).
ii) Local Asymptotic Normality of the central sequence <(n) (:)

<(n) (:)
d! N(1+q)2

'
0;=(

(n)

(:)
(
:

where 5
(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
= log

'
dP

(n)

,+2(n)! (n)

.
dP

(n)
,

(
which represent the Radon-Nikodym

derivative.is nonsingular and where 5
(n)
g (: + 1p

n
H (n)) = log

'
dP

(n)

,+2(n)! (n)

.
dP

(n)
,

(
which

represent the Radon-Nikodym derivative.

3 Local asymptotic e¢cient test

Among the di§erent consequence of the (LAN) property, we have the following result:

<(n) (:)) N(1+q)2

'
0;=(

(n)
(:)
(
under H

(n)
g (:) ,

<(n) (:)) N(1+q)2

'
=(

(n)
(:) H (n);=(

(n)
(:)
(
under H

(n)
g

#
: + B(n)H (n)

$
.
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Let us note J = =( (:)

)
"

h

*
, with "(n) ! " and h(n) ! h as n ! 1, then the testing

problem of the null hypothesis H
(n)
g (:) versus the local alternative H

(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
,

i.,e., testing a time-invariant GINAR (1) model, against a SET ! GINAR(2; 1) model
given by (1:2a), becomes, quite simply, a testing problem tied to the experiment of
Gaussian position. More precisely : testing the null hypothesis

H0;g : N
#
J0;=

( (:)
$
;

)
J0 = =

( (:)

)
"

0

**
,

versus the alternative one

H1;g : N
#
J;=( (:)

$
;

)
J = =( (:)

)
"

h

*
;h 6= 0

*
.

The following proposition establish a locally asymptotically optimal test (so called most
stringent test) to test H0;g versus H1;g.

Proposition 3:1. Under the condition (A:1)! (A:6); the test rejecting the null hypothesis
H
(n)
g (:) whenever:

bQ(n)g
'
b:(n)

(
= b<(n)0

'
b:(n)

('
=(

(n)
'
b:(n)

((!1 b<(n)
'
b:(n)

(
> X 2

(1+q)2;1!$;

is such that :
(i) has asymptotic level 5 under H

(n)
g (:),

(ii) has asymptotic power:

1!F
'
X 2
1!$; (1 + q) 2;h

0=(
(n)
'
b:(n)

(
h
(
; under H

(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
;

where F
#
X 2
1!$; r; v

$
denotes the non central chi-square distribution function with r degrees

of freedom and non-centrality parameter v;
(iii) is locally asymptotically most stringent test against H

(n)
g

#
: + B(n)! (n)

$
.

4 Numerical illustration

The performance of the constructed e¢cient test is shown by simulation studies. Two
SET!GINAR(2; 1) data-generator processes,M1!M2, and GINAR(1) processM3 are
used to simulate time series of small, moderate and relatively large sizes (n = 100! 800),
based on two di§erent thinning operators, namely: the binomial thinning operator, and
the negative binomial thinning operator (Risti¥c (2009)). The sets of parameter values
are chosen such that the underlying models are strictly stationary. Where the stationary
condition applies here is the su¢cient condition: '1 < 1; '2 < 1 and '1 + '2 < 1. The
model M3 (non threshold GINAR (1)) is used with the aim of calculating the empirical
levels of the obtained test. For each data-generating process, we consider 1000 Monte
Carlo replications and report frequencies of the case where the threshold e§ect is (correctly
for M1 !M2 and erroneously for M3) identiÖed. The true parameter values of these
models are given as follows :

Model M1 : : = [('1; '2;51; 52; c)]
0 = [(0:3; 0:7; 6; 2; 13)]0 ;
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Model M2 : : = [('1; '2;51; 52; c)]
0 = [(0:2; 0:1; 3; 3:5; 7)]0 ;

Model M3 yt = 0:8 ) yt!1 + "t with "t  P (4) ;
We stress that for all models which were considered here, "t;1  P (51) and "t;2  P (52).
We have reported in the Table 1, brief results to illustrate our theoretical results, where ')
and '" denotes the binomial and the negative binomial thinning operators, respectively.

Table 1
Empirical powers of the e¢cient tests O for the level 5%

n
100

"

150

"

200

"

300

"

400

"

600

"

800

"

M1
')
'"

:9150

:9460

:9580

:9760

:9880

:9974

:9993

1

1

1

1

1

1

1

M2
')
'"

:8250

:8522

:9305

:9389

:9760

:9515

:9911

:9772

:9940

:9955

:9988

:9993

:9992

:9999

Bibliographie

Bentarzi, M. and Hallin, M. (1996). Locally Optimal Tests Against Periodic Autoregres-
sion. Econometric Theory 12 pp. 88! 112.
Benghabrit, Y. and Hallin, M. (1998). Locally asymptotically optimal Tests for AR (p)
against diagonal bilinear dependence. Journal of Statistical Planning and Inference 68,
pp. 47! 63.
Koul, H.L. and Schick, A. (1997). E¢cient estimation in non-linear autoregressive time
series models. Bernoulli. 3, pp. 247! 277.
Latour, A. (1997). The Multivariate GINAR(p) Process. Adv. Appl. Prob. 29, pp.
228! 248.
Le Cam, L. (1986). Asymptotic Methods in Statistical Decision. Theory. New York:
Springer-Verlag.
Linton, O. (1993). Adaptive Estimations in ARCH Models. Econometric Theory. 9(4)
pp. 539! 569.
Monteiro, M. Scotto, M.G. and Pereira, I. (2012). Integer-Valued Self-Exciting Threshold
Autoregressive process. Journal of Communication in statistics-Theory and Methods 41,
pp. 2717! 2737.
Risti¥c, M.M, Bakouchb, H. and Nasti¥ca, A. (2009). A newgeometricÖrst-orderinteger-
valuedautoregressive (NGINAR(1)) process. Journal of Statistical Planning and Infer-
ence. 139, pp. 2218! 2226.
Sadoun, M. and Bentarzi, M. (2019). E¢cient estimation in periodic INAR (1) model
:parametric case. Communications in Statistics-Simulation and Computation, pp. 1!21.
Stein, C. (1956). E¢cient nonparametric testing and estimation. In: Proceeding of the
Third Berkeley Sympsium on Mathematical Statistic and Probability. Berkley, CA: Uni-
versity of California press, Vol. 1, pp:187! 196.

6

689 sciencesconf.org:jds2020:319937

B



1,2 1 3

1

2

3

`

`

`

`

690 sciencesconf.org:jds2020:331348

B



`

`

`

S R
m T R

+

C(S ⇥ T ) S ⇥ T
k . k1 C+(S ⇥ T ) C(S ⇥ T )

C0(S⇥T ) C+(S⇥T )
C0(S ⇥ T ) = C+(S ⇥ T ) \ {0}

691 sciencesconf.org:jds2020:331348

Be



Z = {Z(s, t)}s∈S,t∈T C+(S⇥T )

Z
an : C+ (S ⇥ T ) ! R+

nP
(
a−1
n (s, t)Z(s, t) 2 A

)
−! Λ (A) , n −! +1,

Z 2 RV {C0 (S ⇥ T ) , an(s, t),Λ} Λ C0 (S ⇥ T )
Λ(aA) = a−1Λ(A) a > 0 A 2 B (C0 (S ⇥ T )) .

{`(Z(s, t)) > un} lim
n!+1

P (`(Z(s, t)) > un) −! 0,

un `

`(aZ(s, t)) = a`(Z(s, t)), a > 0 `

(s0, t0) 2 S ⇥ T
` ` Z⇤

C+(S ⇥ T ) W ⇤
` (s, t) `

`

W` (s, t) =

8

<

:

µ(s, t) + σ(s, t)
{

W ⇤
` (s, t)

γ(s,t) − 1
 

/γ(s, t), γ(s, t) 6= 0

µ(s, t) + σ(s, t) logW ⇤
` (s, t), γ(s, t) = 0

,

σ(s, t) > µ(s, t) γ(s, t) C+ (S ⇥ T )
W`

W` = R
Q

`(Q)

R γR
Q S

S` = {f 2 C0 (S) : `(f) ≥ 1, k f k1= 1}
`

λ Λ
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Z = {Z(s, t)}s∈S,t∈T
C+(S ⇥ T ) S ⇥ T R

2 ⇥ R
+

s 2 S

P (Z(s, t)− u(s, t) > z | Z(s, t) > u(s, t)) =

✓
1 + γu(s, t)

z

σu(s, t)

◆− 1
γu(s,t)

+

, x ≥ 0

σu(s, t) = exp (σ0 + σ1t+ σ2t
2)

λ(s, t) = ↵0 + ↵1t+ ↵2t
2

γu(s, t) = γ0

9
=
; s 2 S ⇢ R

2.
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` `(Z) = max
s∈S

Z(s)

⇡(h) = P (Z(s+ h) > u | Z(s) > u)
200 0.25

⇡(h)
`(Z) = max

s∈S
Z(s) s s+ h

`

694 sciencesconf.org:jds2020:331348

BE



695 sciencesconf.org:jds2020:331348

00
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Résumé. Afin d’identifier la connectivité fonctionnelle entre neurones, des travaux
précédents (dans [2] notamment) ont utilisé des processus de Hawkes pour modéliser les in-
tensités conditionnelles des trains de spikes et ont reconstruit la connectivité fonctionnelle
par moindres carrés pénalisés. On propose ici une nouvelle méthode de construction des
matrices du même problème Lasso obtenu et l’utilisation d’un autre solveur, qui semble
plus efficace, pour une amélioration du temps de calcul.

Mots-clés. Neurosciences, processus de Hawkes, Lasso, connectivité fonctionnelle

Abstract. To identify the functional connectivity between neurons, previous works
(see [2] in particular) have used Hawkes processes to model conditional intensities of spike
trains and have reconstructed functional connectivity by penalized least square method.
We propose here a new method to construct the matrices in the same resulting Lasso
problem and the choice of another solver, which seems to be more efficient, to improve
computational times.

Keywords. Neuroscience, Hawkes processes, Lasso, functional connectivity

1 Présentation du problème

Le but est d’étudier la connectivité fonctionnelle entre neurones, qui est un enjeu im-
portant en Neurosciences. La présente étude est basée sur l’enregistrement simultané
des temps d’émission des potentiels d’action, ou spikes, de M neurones. Comme cela a
été présenté dans [2], on considère M trains de spikes simultanés, modélisés comme des
processus de Hawkes multivariés. L’intensité du i -ième train de spikes N i a la forme
suivante

λiptq “

¨
˝⌫i `

Mÿ

j“1

ÿ

TPNj ,T†t

hjÑipt ´ T q

˛
‚

`

, @ t, @i P v1,Mw.
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Le coefficient ⌫i est le taux de décharge spontané du i -ième train de spikes, donnant la
fréquence moyenne d’apparition d’un nouveau spike en l’absence d’excitation ou d’inhibition,
et la fonction hjÑi, qui dépend du temps, modélise l’interaction excitatrice ou inhibitrice
du j -ième train sur le i -ième. On suppose que les fonctions hjÑi sont constantes par
morceaux sur une partition de K intervalles de taille δ, telles que:

hjÑi “
Kÿ

k“1

akjÑi ϕk où ϕk “ 1ppk´1qδ,kδs.

Les coefficients pνiq et pakjÑiq doivent être estimés, pour tous pi, jq P v1,Mw2 et k P v1, Kw.
Le code neuro-stat, introduit dans [2], permet de retrouver une estimation sparse des

coefficients pνiq et pakjÑiq et donc du graphe de connectivité fonctionnelle (où l’existence
d’une connexion entre j et i correspond à la non nullité de hjÑi). De plus, le code permet
aussi, en fonction de différentes phases de l’enregistrement, d’estimer différents jeux de
paramètres et différents graphes (typiquement on peut alors associer un graphe à un
comportement animal).

Ici nous nous intéressons à l’amélioration de l’algorithme sur une plage de temps fixée
pTmin, T

maxs.
De manière générale, on se focalise sur le critère des moindres carrés suivant, que nous
pénaliserons ensuite:

ª Tmax

Tmin

λi
2ptq dt ´ 2

ª Tmax

Tmin

λiptq dN i
t

où λi est un candidat intensité de la forme

λiptq “ ⌫i `
Mÿ

j“1

ÿ

TPNj ,T†t

hjÑipt ´ T q, @ t, @i P v1,Mw,

avec hjÑi “
Kÿ

k“1

akjÑi ϕk

Soit ψl
tpϕkq la fonction prévisible définie par:

ψl
tpϕkq “

ª t´

´8

ϕkpt ´ uq dN l
u “

ÿ

T†t,TPN l

1ppk´1qδ,kδspt ´ T q, (1)

on en déduit de (1) que λi s’écrit donc sur le dictionnaire des fonctions prévisibles sous la
forme suivante

λiptq “ ⌫i `
Mÿ

j“1

Kÿ

k“1

akjÑi  
j
t pϕkq
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En introduisant comme dans [2] les matrices b et G, de dimension p1`MKq-by-M (resp.
p1`MKq-by-p1`MKq), et en notant ↵pl, kq “ 1`pl´1qK`k, l’indice dans v2, 1`M Kw,
pour k P v1, Kw et l P v1,Mw, on voit que le critère des moindres carrés devient

´2 Tbi β ` TβG β @i avec

bi
αpl,kq “

ª Tmax

Tmin

 l
tpϕkq dN i

t et bi
1 “ # tT P N i, T P pTmin, T

maxsu ,

Gαpl1,k1q,αpl2,k2q “
ª Tmax

Tmin

ψl1
t pϕk1qψl2

t pϕk2qdt, Gαpl,kq,1“
ª Tmax

Tmin

ψl
tpϕkq dt et G1,1“Tmax´Tmin

En suivant [1], on pénalise par une norme l1 à poids tels que d est une matrice de dimension
p1 ` MKq-by-M définie à partir de µ2 (de même dimension) et µA vecteur de taille
p1 ` MKq.

On utilise la même définition que [2] pour d, dans laquelle on prend γ “ 3.

di “
a
2γ clog µ2i ` γ

3
clog µA, @i P v1, 1`MKw, clog “ logpp1`MKqMq

pµAqαpl,kq “ sup
tPpTmin,Tmaxs

|ψl
tpϕkq|, pµAq1 “ 1,

pµ2qiαpl,kq “
ª Tmax

Tmin

`
ψl
tpϕkq

˘2
dN i

t , pµ2qi1 “ #
 

T P N i, T P pTmin, T
maxs

(
.

On suit la même procédure que dans [2] et l’on doit résoudre un ensemble de problèmes
Lasso de dimension p1`M Kq, pour tout i P v1,Mw, pour obtenir les coefficients akjÑi

ai
BL “ arg min

βPRp1`MKq
´2 Tbi β ` TβG β ` 2 Tdi |β|

avec ai
BL “ pνi, a11Ñi, a

2
1Ñi, ¨ ¨ ¨ , aK1Ñi, a

1
2Ñi, ¨ ¨ ¨ , aKMÑiq

et |β| “ p|β1|, |β2|, ¨ ¨ ¨ , |βMK |, |β1`MK |q

2 Nouvelle méthode et résultats

La méthode mise en œuvre dans [2], pour le package neuro-stat, est coûteuse en temps
calcul et utilisable uniquement dans le logiciel R, ce qui conduit à certaines limita-
tions. En effet, cette méthode utilisait des calculs d’intégrales de fonctions constantes
par morceaux pour définir les matrices intervenant dans le problème d’estimation. Si
Ntot désigne le nombre total de spikes, la complexité était alors en OpM NtotK2q pour
G et en OpM NtotKq pour pb, µA, µ2q.

L’objectif est de considérer ici entre 1 000 et 10 000 neurones, soit un nombre supérieur
à celui considéré dans [2]. La référence est le BlueBrain project1 qui simule des colonnes
corticales d’environ 10 000 neurones.

1https://www.epfl.ch/research/domains/bluebrain/
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La nouvelle méthode présentée ici utilise, comme la précédente, des fonctions à support
borné mais est moins coûteuse: on utilise la portée A “ Kδ de telle sorte que l’influence
du spike ⌧1 est nulle sur le spike ⌧2 si |⌧1´⌧2|°A. Par exemple, on obtient pour la partie
intérieure de G,

Gαpl1,k1q,αpl2,k2q “
ÿ

τPN l1 , ✓PN l2 ,
pTmin´Aq§τ,✓†Tmax

ª Tmax

Tmin

1pτ`pk1´1qδ,τ`k1δsXpθ`pk2´1qδ,θ`k2δsXpTmin,Tmaxsptq dt

Ce terme peut être calculé explicitement et son calcul est décrit dans l’Algorithme 1, où
l’on passe en revue chacun des spikes et l’on affecte sa contribution au bon coefficient de
G. Dans l’Algorithme 1, T est un tableau de taille Ntot, contenant les valeurs des spikes
indépendamment des neurones dans l’ordre croissant, neur est un tableau de même taille
que T contenant le numéro de neurone du spike correspondant.

Algorithm 1 Calcul de G

Usage: compute G(M, K, Tmin, T
max, T, neur, δ)

1: G – matrix(0, nrow=(1+M*K), ncol= (1+M*K)) # initialization of G

2: G[1,1] – Tmax ´ Tmin

3: A – K ˚ δ # scope

4: ↵ – get low index(pTmin ´ Aq, T) # lowest index in T such that T rαs ° Tmin ´ A

5: β – get low index(Tmax, T) - 1 # highest index in T such that T rβs § Tmax

6: for (i in α:β) do
7: ti – T[i]; l1 – neur[i]
8: for (j in (low[i]:(i-1))) do # low[i] is the lowest index s.t T ris ´ T rlowriss § A

9: tj – T[j]; l2 – neur[j]
10: for (k1 in (1:K)) do
11: for (k2 in (1:K)) do
12: x1 – min pTmax, ti ` k1 δ, tj ` k2 δq
13: x2 – max pTmin, ti ` pk1 ´ 1q δq, ptj ` pk2 ´ 1q δq
14: dx “ x1 ´ x2

15: if pdx ° 0q then
16: G[(l1-1)*K+k1+1,(l2-1)*K+k2+1] += dx
17: G[(l2-1)*K+k2+1,(l1-1)*K+k1+1] += dx

18: ¨ ¨ ¨

Les Figures 1 et 2 montrent une comparaison des temps de construction de G entre
neuro-stat et la nouvelle méthode, sur deux exemples, le premier à Ntot fixé (Ntot »
9.0 106), simulant des processus de Poisson; le second tel que Ntot“M ⌫pTmin´Tmaxq où
⌫ est une fréquence donnée (⌫ “ 20 Hz), simulant des processus de Hawkes sur l’intervalle
de temps p0, 100s avec le code SPIKES (voir [3]). La nouvelle méthode est plus efficace.

4
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D’autre part, le solveur Lasso a été modifié par rapport à [2], c’est désormais la
méthode LARS (voir [4]) qui est utilisée et semble plus efficace que la précédente à partir
d’un nombre suffisamment élevé de neurones. Les Figures 3 et 4 donnent une comparaison
des temps de résolution du Lasso pour deux tests, la Figure 3 correspond au test 2 pour
K “ 2 et la Figure 4 correspond à un test simulant des processus de Hawkes sur p0, 20s
pour K “ 5 (utilisant la fonction Hawkesmulti de neuro-stat).

Figure 1: Comparaison des temps calcul de
G - K “ 2 et 5 - Test 1

Figure 2: Comparaison des temps calcul de
G - K “ 1 et 2 - Test 2

Figure 3: Temps calcul pour Lasso
Test 2, K=2

Figure 4: Temps calcul pour Lasso
Test 3, K=5

5
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3 Conclusion

On a expliqué comment améliorer le temps de calcul pour la construction de la matrice
G par rapport à la méthode précédente. On procède de manière semblable pour b, µ2 et
µA. Cependant, la nouvelle version du calcul de µ2 reste coûteuse, il devrait être possible
de l’améliorer, ce qui fait l’objet d’un travail en cours de finalisation.
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Résumé. Le co-clustering est une méthode de fouille de données qui produit simul-
tanément un clustering des observations (en ligne) et un clustering des variables (en
colonne). Ce travail présente un nouveau modèle de co-clustering pour résumer des
données textuelles stockées sous la forme de matrice document-terme. Nous appelons
bloc le croisement d’un cluster en ligne et d’un cluster en colonne. Notre modèle met en
évidence des blocs homogènes, mais distingue aussi les blocs significatifs des blocs dits
“de bruit”. Cela est particulièrement utile pour les matrices document-terme qui sont
sparses et de haute dimension. De plus, le modèle propose une organisation parmi les
blocs significatifs et de bruit, ce qui rend plus facile pour l’utilisateur d’interpréter les
résultats. Un algorithme Stochastic Gibbs Expectation-Maximization (SEM-Gibbs) est
utilisé pour l’inférence du modèle.

Mots-clés. Modèle des blocs latents, données textuelles, interprétabilité

Abstract. Co-clustering is a data mining technique which simultaneously produces
row-clusters of observations and column-clusters of features. This work presents a novel
co-clustering model which easily summarizes textual data in a document-term format.
In addition to highlighting homogeneous co-clusters, we also distinguish noisy co-clusters
from significant co-clusters, which are particularly useful for sparse document-term matri-
ces. Furthermore, the model proposes a structure among the significant co-clusters, thus
providing improved interpretability to users. A Stochastic Expectation-Maximization
algorithm is proposed to implement the model’s inference as well as a model selection
criterion to choose the number of co-clusters.

Keywords. Latent Block Model, textual data, interpretability

1 Introduction

Ce travail présente le modèle SOCC (Self Organised Co-Clustering). Son objectif est de
résumer des matrices document-terme, dont les lignes correspondent à des documents,
et dont les colonnes correspondent à des mots (ou termes). Une cellule (i, j) correspond
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au nombre de fois que le j-ème terme apparâıt dans le i-ème document. Le clustering,
qui forme des groupes homogènes d’observations (de documents dans notre cas), est une
technique non-supervisée qui a prouvé son efficacité dans plusieurs domaines. Cependant,
dans des contextes sparses et de haute dimension, les techniques de clustering classiques
sont moins adaptées et difficiles à interpréter. Avec de tels jeux de données, le co-clustering
- qui regroupe les observations et les variables simultanément - peut se révéler plus efficace.
Le co-clustering permet de résumer les jeux de données en blocs (le croisement entre un
cluster en ligne et un cluster en colonne). Dans le cadre de matrices document-terme, les
clusters de documents aident à trouver les documents qui parlent du même sujet, tandis
que les clusters de termes aident à savoir de quoi parlent ces documents.

Nous nous intéressons ici à une approche probabiliste appelée le modèle des blocs
latents [3]. Elle suppose que les données sont générées depuis un mélange de distribu-
tions de probabilités, dont chaque composant correspond à un bloc. Les paramètres des
distributions correspondantes et les appartenances aux blocs sont ensuite estimés à par-
tir des données. Cette approche modélise les éléments d’un bloc avec une distribution
paramétrique: chaque bloc est interprétable à partir de ses paramètres de distribution.

Toutefois, lorsqu’il s’agit de données sparses et de haute dimension, plusieurs blocs
peuvent être extrêmement sparses (composés de zéros) et causer des problèmes d’inférence.
En outre, la mise en évidence de blocs homogènes n’est pas toujours suffisante pour obtenir
des résultats faciles à interpréter. En effet, malgré leur homogénéité, ces blocs sparses
ne sont pas significatifs du point de vue de l’interprétation, et nous avons besoin d’une
nouvelle étape pour différencier les blocs significatifs des autres. En d’autres termes, il est
laissé à l’utilisateur de choisir les blocs les plus utiles et de déterminer quels clusters de
termes (clusters en colonnes) sont plus spécifiques à quels clusters de documents (clusters
en lignes). Cette tâche n’est pas triviale, même avec un nombre raisonnable de clusters en
lignes et de colonnes. Il est donc nécessaire de travailler sur une technique de co-clustering
qui offre des résultats prêts à l’emploi.

2 Co-clustering et le modèle des blocs latents

2.1 Notations

Nous considérons une matrice X avec un nombre I de lignes et de J colonnes. Nous
notons xij un élément de X tel que 1  i  I et 1  j  J . Etant dans un contexte
de co-clustering, nous supposons qu’il existe G clusters en ligne, H clusters en colonnes.
Pour cela, nous introduisons les matrices v et w, qui correspondent respectivement aux
partitions des clusters en lignes et colonnes. Ainsi vi, la ième ligne de v, est un vecteur
de taille G, tel que vig est égal à 1 lorsque la i-ème ligne appartient au g-ième cluster en
ligne, et 0 dans le cas contraire. De la même manière, wj, la j-ème ligne de w est un
vecteur de taille H tel que wjh est égal à 1 lorsque la j-ème colonne appartient h-ième
cluster en colonne, et 0 autrement.

2
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2.2 Hypohèses du modèle

Le modèle des blocs latents [3] se base sur les hypothèses suivantes:

Hypothèse 1 Les partitions vi, wj sont indépendantes pour tout {i, j}.

Cela se traduit donc par :

p(v,w) = p(v)p(w) =
Y

i

p(vi)
Y

j

p(wj) =
Y

ig

↵vig
g

Y

jh

β
wjh

h , (1)

où α = (↵1, . . . ,↵G) et β = (β1, . . . , βH) sont les proportions de mélange des clusters, en
ligne et en colonne respectivement.

Hypothèse 2 Conditionnellement à v et w, les éléments xij d’un bloc sont indépendants
et identiquement distribués.

Nous avons donc :
xij|vigwjh = 1

iid
∼ f(.; θgh) pour tout (i, j).

Ici, θgh représente le paramètre de la distribution du bloc formé par les clusters en lignes
g et les clusters en colonnes h. Par la suite, nous l’appellerons simplement le bloc (g, h).

Ainsi, nous obtenons :

p(X|v,w) =
Y

ijgh

f(xij; θgh)
vigwjh .

La vraisemblance du modèle peut donc être écrite :

p(X) =
X

(v,w)
2V⇥W

p(X|v,w)p(v,w) =
X

(v,w)
2V⇥W

Y

ig

↵vig
g

Y

jh

β
wjh
g

Y

ijgh

f(xij; θgh)
vigwjh ,

(2)

où V et W sont l’ensemble des partitions possibles.

2.3 Le co-clustering avec la distribution de Poisson

Comme xij dénombre le nombre d’occurence du mot j dans le document i, la modélisation
par une loi de Poisson est naturelle. Dans ce contexte, il est considéré qu’un élément xij

est tiré d’une loi de Poisson de paramètre λij, soit:

xij ∼ P(λij).

Ainsi, nous avons:

f(xij;λij) = e−λij
λ
xij

ij

xij!
.

3
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Le paramètre λij, lui, est considéré être une fonction d’un effet de bloc θgh, d’un effet
de ligne µi et d’un effet de colonne νj:

λij = µiνj
X

gh

vigwjhθgh.

Pour assurer l’identifiabilité du modèle, nous fixons µi et νj tel que suit:

µi =
X

j

xij, et νj =
X

i

xij.

En fixant µi et νj, le seul paramètre à estimer concernant la distribution de Poisson
est θ = (θgh).

3 Le modèle Self-organised Co-Clustering (SOCC)

3.1 Le co-clustering contraint SOCC

Jusqu’à maintenant, nous avons décrit un modèle des blocs latents classique, avec utilisa-
tion d’une distribution de Poisson. Les paramètres θgh sont sans rapport et donc chaque
bloc doit être interprété séparément des autres. Dans le modèle SOCC, cette indépendance
n’est plus supposée. Ainsi, pour un bloc donné (g, h), l’effet de bloc correspondant θgh sera
soit spécifique au cluster en colonnes h avec θgh = θh, soit non-spécifique, avec θgh = θ.
Dans le cas d’un effet de bloc non-spécifique θgh = θ, le bloc (g, h) est considéré comme
un bloc de bruit, et il partage le même paramètre θ avec tous les autres blocs de bruit.
Dans le cas de θgh = θh, le bloc (g, h) est significatif, et partage le même θh avec tous
les blocs significatifs du même cluster en colonnes h. Dans ce cas, les termes du h-ième
cluster en colonne sont considérés comme spécifiques aux documents d’un ou plusieurs
clusters en lignes.

Pour organiser les blocs significatifs et les blocs de bruit, plusieurs règles sont données.
Tout d’abord, après avoir choisi le nombre de clusters en lignes G, le nombre de clusters en
colonnes est égal à H = G+

(
G
2

)
+1. De plus, les clusters en colonnes sont divisés en trois

parties appelées main, second et common. Ces parties sont illustrées par la Figure 1 et
leur objectif est expliqué ici. La partie main concerne les G premiers clusters en colonnes,
pour h 2 {1, ..., G}. Dans chaque cluster en colonnes h de cette partie, un seul bloc est
significatif et paramétré par θh. Tous les autres blocs sont de bruit et paramétrés par θ.
Par conséquent, pour chaque cluster de documents, le bloc significatif indique les termes
qui sont spécifiques à ces documents. Ainsi dans la partie main les blocs significatifs
sont en diagonale, et les autres blocs sont des blocs de bruit. La partie second concerne
les

(
G
2

)
clusters en colonnes suivants (h 2 {G + 1, ..., G +

(
G
2

)
}). Dans chaque cluster

en colonnes h de cette partie, deux blocs sont considérés significatifs. Chaque cluster
en colonnes contient donc des termes spécifiques à deux clusters de documents. Enfin,

4
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la partie common ne comprend qu’un seul cluster en colonnes et rassemble les termes
communs à tous les documents.

Figure 1: Illustration du co-clustering effectué avec le modèle SOCC. De gauche à droite,
la partie main, la partie second et la partie common.

Illustration Dans la Figure 1, nous voyons clairement les blocs significatifs (les plus
foncés) avec θgh = θh et les blocs de bruit (les plus clairs) avec θgh = θ. Nous discernons
également l’organisation entre ces blocs et les trois différentes parties main, second et
common. Par exemple, dans la partie main, le premier cluster en colonnes est considéré
comme spécifique au premier cluster en ligne, ainsi seul le premier bloc du cluster en
colonnes a sa propre distribution spécifique avec θ1. En revanche, les autres blocs de ce
cluster en colonnes sont considérés comme de bruit et ont un paramètre d’effet de bloc
θ, qui est commun à tous les blocs de bruit. Dans la partie second, nous observons que
pour h = 4, les blocs (1, 4) et (2, 4) sont significatifs, et partagent le même effet de bloc
θ4. Cela implique que les termes de cluster en colonne 4 sont spécifiques aux documents
des clusters en ligne 1 et 2. De plus, le bloc (4, 3) est de bruit et a le même effet θ que
les autres blocs de bruit. La partie common est particulière dans la mesure où elle ne
contient qu’un seul cluster en colonnes, donc h = 7. Ce cluster en colonnes contient les
termes spécifiques à tous les clusters de documents et ses blocs correspondants partagent
tous le même θ7.

En notant Ch les blocs significatifs du cluster en colonnes h et Ch les blocs de bruit du
cluster en colonnes h, la probabilité du modèle SOCC s’écrit :

p(X) =
X

(v,w)
2V⇥W

Y

ig

↵vig
g

Y

jh

β
wjh

h

Y

ijh

Y

g2Ch

f(xij; θh)
vigwjh

Y

g2Ch

f(xij; θ)
vigwjh .

(3)

3.2 Inférence du modèle et choix de G

Utilisation d’une alternative à l’algorithme EM (Expectation-Maximisation).
Pour estimer les variables latentes v et w et les paramètres θ, l’algorithme Expectation-
Maximisation (EM) [2] semble être un bon candidat. Cependant, dans le cadre du co-
clustering, cet algorithme nécessite de calculer p(vigwjh = 1|X). Or, cette quantité n’est

5
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pas facilement calculable, ce qui rend l’utilisation d’un EM classique impossible. Nous
utilisons alors un algorithme appelé Stochastic-Gibbs Expectation-Maximisation (SEM-
Gibbs) [4]. Cet algorithme exécute deux étapes itérativement. Le première étape consiste
à utiliser un échantillonneur de Gibbs pour simuler la loi p(v,w|X). Pour cela, nous
échantillonnons v conditionnellement à w et X, puis nous échantillonnons w condition-
nellement à v et X. La deuxième étape consiste à estimer les paramètres qui maximisent
la vraisemblance complétée, et ce avec les partitions fixées.

Utilisation d’un critère ICL pour sélectionner le nombre de cluster. Comme le
nombre de clusters en colonnes H est directement induit du nombre de clusters en ligne
G (on a H = G+

(
G
2

)
+ 1), G est le seul nombre à choisir pour utiliser le modèle SOCC.

En co-clustering, le critère de sélection BIC (Bayesian Information Criterion) [5] n’est
pas calculable non plus. Pour connâıtre le nombre G optimal, nous utilisons le critère de
sélection ICL (Integrated Complete Likelihood) [1].

4 Conclusion

Le modèle SOCC est un nouvel algorithme de co-clustering, adapté pour les matrices
document-terme, et basé sur le modèle des blocs latents. Nous comparerons les résultats
du modèle avec d’autres techniques sur des jeux de données réels. Nous montrerons aussi
les résultats obtenus avec pour données d’étude les trois premiers tomes de Harry Potter.
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Résumé. La pollution de l’air, en particulier les particules fines !" et les polluants gazeux 

tel que le dioxyde d’azote (#$%) et l’ozone ($&), sont une menace maintenant avérée pour la 

santé mondiale. La durée d’exposition à la pollution de l’air a différents impacts sur la santé. 

Une exposition à court terme augmente le nombre d’admissions à l’hôpital et le taux de 

mortalité. Bien que la relation entre exposition à court terme à la pollution et pathologies 

cardiaques soit largement établi, le lien avec la dyspnée cardiaque est moins clairement établi. 

Dans cette étude, l’objectif est de mettre en évidence ce lien en région Sud (Provence-Alpes-

Côte d’Azur).  L’analyse est de 2013 à 2018 avec un total de 43 404 évènements. Les données 

de polluants (#$%,	!"(), $&) et climatiques (température et pression) sont journalières. 

L’analyse statistique s’est décomposée comme suit. Premièrement, la région Sud a été divisée 

en 366 zones, correspondant au niveau le plus petit de résolution compatible avec les données 

santés et environnementales. Afin d’identifier des zones similaires en terme de distribution 

de dyspnées cardiaques au cours du temps, une technique de clustering fonctionnel multivarié 

(fun-HDDC) a été appliquée. Puis, le distributed lag non-linear model (DLNM) a permis de 

mettre en évidence une relation entre l’exposition à court terme à la pollution et les dyspnées 

cardiaques. Enfin, le développement d’une application web nommé HEART (Health,	

Environment	 in	 PACA	Region	Tool) permet de présenter l’ensemble des résultats plus 

aisément. L’étude montre que chaque polluant a un effet spécifique sur les dyspnées 

cardiaques, le nombre de jours entre l’évènement de dyspnée cardiaque et l’exposition à un 

polluant diffère selon le polluant et la zone étudiée. Enfin, il est possible d’estimer le niveau 

de seuil de pollution qui peut augmenter le risque relatif de dyspnée cardiaque. 

Mots-clés. dyspnée cardiaque, pollution, santé, environnement, DLNM, séries 

temporelles, effets retardés, clustering 

 

Abstract. There is a growing body of evidence that air pollution is a significant threat to 

health worldwide. Air pollution is composed of particulate matter (PM) and gaseous 

pollutants, such as nitrogen dioxide (NO2) and ozone (O3). The time exposure to air pollution 

leads diverse impact on the health. Although the relationship between short-term exposure 

to air pollution and several cardiovascular pathologies is widely established, the link regarding 

cardiac dyspnea is still to explore. In this study, we aim to fill this gap using the region Sud 

708 sciencesconf.org:jds2020:319726



(Provence-Alpes-Côte d’Azur) as a model. We focused on the 2013-2018 period for which we 

collected 43,404 events of cardiac dyspnea. We collected pollutants (NO2, PM10 and O3) and 

climate (temperature and pressure) measurements on a daily basis. We set up a reproducible 

statistical framework to analyse these data. Briefly, we first divided the region Sud in 366 areas 

in order to match environmental and health data with minimal resolution. To identify areas 

with similar distribution of the number of dyspnea events over time, we applied a multivariate 

time-series clustering technique (fun-HDDC). Then, we employed a distributed lag non-linear 

model (DLNM) to show the relationship between short-term exposure to outdoor air pollution 

and the incidence of cardiac dyspnea events. Finally, we developed a user-friendly web 

application called HEART (Health, Environment in PACA Region Tool) to easily show the results 

of this study. This study showed that each pollutant has an effect on triggering cardiac dyspnea 

on different time frames between the pollution peak and the event. Overall, we established a 

model to allow the prediction of the pollutants threshold levels that may trigger new dyspnea 

events that can be generalize to other areas. 

Keywords.  cardiac dyspnea, pollution, health, environment, DLNM, time series, delayed 

effects, clustering 

1. Introduction 

La pollution de l’air engendre de nombreux décès et maladies à travers le monde et, 

selon l’OMS, elle est la cause de 7 millions de décès par an. Il existe différentes sources de 

pollution qui peuvent être originaires de l’activité humaine (industrie, chauffage, trafic 

routier) mais aussi naturelles (éruption volcanique, tempête de sable). La qualité de l’air est 

également influencée par les conditions climatiques (la pluie, la pression atmosphérique, le 

vent et la température), ce qui rend moins aisée sa modélisation. Concernant les polluants 

affectant la santé de l’homme, il est d’usage de considérer le !"() (particules fines inférieures 

à 10 microns) le #$%	(dioxyde d’azote) et l’$& (ozone). Il est à noter que le !"() et le  

#$%	sont principalement émis par les industries et le chauffage. L’ozone ($&) quant à lui n’est 

pas émis directement, il se forme lorsque qu’il y a de forte chaleur et de l’ensoleillement. Il 

est clairement admis à présent que la pollution a des effets néfastes sur la santé et peut 

engendrer des maladies cardiovasculaires, des cancers ou encore des problèmes respiratoires. 

Les effets sur la santé sont cependant différents selon une exposition à plus ou moins long 

terme. Bourdrel (2017) montre qu’une exposition à long terme engendre une augmentation 

moyenne de 11 % de la mortalité cardiovasculaire pour une augmentation annuelle de 10 

µg/+& en !"%,,. De même que la mortalité cardiovasculaire augmente pour des expositions 

à long et court terme au #$%. L’ozone a aussi des effets sur la santé, Raza (2019) met en 

exergue qu’une exposition à court terme d’$& est associée à un risque plus élevé d’arrêts 

cardiaques. Bien que certains travaux de recherche montre qu’il existe une relation entre 

exposition à court terme à la pollution et pathologies cardiaques, le lien avec la dyspnée 

cardiaque n’est pas encore clairement compris. 

Cette étude a pour but de mettre en évidence ce lien et se focalise donc sur l’effet de la 

pollution de l’air à court terme sur les dyspnées d’origine cardiaque. Jusqu’à présent, les 

chercheurs ont rarement étudié de grands territoires et ce sont principalement concentrés 

sur des villes. Ici, l’étude porte sur la région Sud (Provence Alpes Côte d’Azur) pour analyser 

l’impact de la pollution sur les dyspnées cardiaques à grande échelle. Afin d’établir un lien, 

nous utilisons une méthode de clustering fonctionnel multivarié (FunHDDC) pour le 

regroupement des sites en groupes homogènes, puis, pour chaque site, le modèle Distributed 

Lag Non-Linear Model (DLNM) qui permet de prendre en compte l’effet retardé des polluants, 
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l’effet n’étant pas forcément immédiat sur la dyspnée cardiaque. Le modèle DLNM est 

particulièrement utilisé dans les études épidémiologiques en lien avec des données 

environnementales. Slama (2019) utilise un modèle DLNM afin de déterminer l’impact de la 

pollution de l’air sur les admissions à l’hôpital en particulier les maladies respiratoires. Il est 

démontré que les hospitalisations pour maladies respiratoires sont en lien avec un pic de 

concentration de !"(), le nombre d’admissions est plus élevé dans un délais de 2 à 6 jours 

après un pic. De même, Xia (2019) trouve que le !"() a des effets sur le court terme sur les 

maladies respiratoires et que le #$% ne semble pas avoir d’effet significatif. 

 

2. Méthodes 

2.1 Données  

Notre étude s’appuie sur deux bases de données de natures différentes. D’une part, les 

données santé, fournies par ORUPACA (https://ies-sud.fr/), se composent de 43 404 patients 

âgés entre 18 et 115 ans, s’étant présentés entre 2013 à 2018 dans un des 47 services 

d’urgence de la région Sud et atteints de dyspnées cardiaques. L’âge et le sexe du patient sont 

connus, ainsi que son code postal de résidence ce qui permettra la réconciliation avec 

l’exposition aux polluants. D’autre part, les données environnementales, fournies par 

AtmoSud (https://www.atmosud.org/), sont composées de l’ensemble des mesures de 

pollution et de météo journalières sur la période 2013 à 2018. Ce sont des données carroyées 

à 4km pour l’ensemble de la région Sud (1 995 carreaux au total). Les données de pollution 

comportent 3 polluants par carreaux et par jour : le maximum observé de #$%, le maximum 

observé d’$& et le niveau moyen de !"(). Les données de météo sont quant à elles 

composées de 5 variables par carreaux et par jour (1 967 carreaux) :  la température maximale, 

la température minimale, le niveau de pluie, la pression maximale et la pression minimale.  

2.2 Prétraitement et réconciliation des bases 

Il a tout d’abord été nécessaire de gérer les données manquantes de la base pollution-

météo : il y avait 2 % de jours manquants pour les données pollution et 1% pour les données 

météo sur 2191 jours entre 2013 et 2018. Des valeurs aberrantes ont été également été 

détectées et ont été considérées comme des données manquantes. Pour imputer ces données 

manquantes, deux méthodes ont été utilisées pour remplacer les données manquantes : 

interpolation et random sampling. La méthode d’interpolation est utilisée pour les variables 

présentant une tendance ou saisonnalité et la méthode de random sampling pour les variables 

avec une distribution aléatoire. La méthode d’interpolation s’est faite avec la fonction 

na.approx() du package R “zoo”. Concernant la méthode du random sampling, les valeurs qui 

remplacent les données manquantes sont prélevées dans une fenêtre avant et après la 

période de données manquantes. La taille de la fenêtre est équivalente à 4 + la longueur de la 

période manquante divisée par 2. La fenêtre s’adapte suivant la période de données 

manquantes à remplacer. Concernant la réconciliation des bases, les données de santé et 

environnementales ne sont malheureusement pas fournies au même niveau de résolution : 

les données de santé sont au niveau du code postal tandis que les données environnementales 

sont des données carroyées à 4 km. Un code postal peut être associé à plusieurs communes 

mais peut aussi être différent pour une même commune (4 codes postaux pour Nice par 

exemple). Afin d’opérer la réconciliation, la région Sud a donc été divisée en zones qui 

correspondent à des fusions de communes avec le même code postal. Une zone peut aussi 

contenir plusieurs codes postaux comme Nice car les zones sont basées sur le découpage 
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communal. Au final, on obtient 366 zones pour 385 codes postaux pour la région. Les données 

environnementales ont donc dû être également transformées pour être au même niveau de 

résolution que celle des données santé, au niveau des zones. Il s’agit là de données carroyées 

à 4 km ; cependant le carroyage de la pollution et de la météo n’est pas identique et le nombre 

de carreaux est lui aussi différent. L’association s’est donc faite en 3 temps, dans un premier 

temps une association données pollution – zones puis données météo – zones et enfin 

données pollution-météo avec les données santé au niveau des zones. Lorsqu’un carreau de 

4 km recouvre la plus grande surface d’une zone il lui est associé. Plusieurs carreaux peuvent 

être associés à une même zone. Dans le cas où seulement un carreau est associé à une zone 

alors ce dernier est associé aux valeurs de météo et de pollution de l’unique carreau qu’il 

contient.  A contrario, dans le cas où plusieurs carreaux sont associés à une même zone alors 

la zone est associée à une unique valeur de pollution et météo. Au terme de la réconciliation 

des bases, nous disposons d’une base de 34 948 lignes, correspondant aux patients associés à 

chaque code postal de la région, et 109 colonnes, correspondant aux variables santé, pollution 

et météo.  

2.3 Analyse statistique 

L’analyse statistique a consisté en deux principales étapes. Tout d’abord, une méthode 

de clustering de séries temporelles multivariées a été appliquée pour former des groupes de 

sites (codes postaux) ayant une relation homogène entre proportion de dyspnées et données 

environnementales. La méthode de clustering utilisée se nomme funHDDC et est basée sur un 

modèle de mélange adapté aux données fonctionnelles. Une fois le clustering effectué, un 

distributed lag non-linear model (DLNM) est estimé pour les sites de chaque cluster. Pour cela, 

des fonctions cross-basis sont définies au préalable pour les variables de pollution et de 

météo. Une fonction de temps est intégrée au modèle afin de prendre en compte la tendance 

et la saisonnalité des données ainsi qu’une variable correspondant au jour de la semaine pour 

prendre en compte l’effet du week-end. De plus, une variable de population est aussi intégrée 

au modèle afin de prendre en compte la taille de la zone étudiée dans l’analyse. La variable à 

expliquer dans ce cas est le nombre de dyspnées par zone et par date. Une régression quasi-

poisson est finalement appliquée.  

3. Résultats 

L’analyse statistique a donc porté sur le nombre de dyspnées cardiaques par zones et 

par dates entre 2013 et 2018 en région Sud. L’analyse des patients atteints de dyspnées 

cardiaques montre que les individus les plus âgés sont les plus touchés par cette pathologie, 

qu’elle touche autant les hommes que les femmes et que le nombre de dyspnées cardiaques 

est plus élevé en période hivernale. Concernant les variables environnementales, le #$% et 

les volumes de pluie ne présentent pas de tendance particulière, tandis que l’$&, le !"(), la 

température et la pression ont, comme on peut l’attendre, une tendance et/ou une 

saisonnalité marquée.  

3.1  Clustering fonctionel 

La méthode FunHDDC de Bouveyron et al. (2011) a permis de déterminer 6 groupes 

homogènes en terme de nombre de dyspnées cardiaques. La figure 1A présente la repartition 

des zones dans les 6 clusters .  
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Figure 1. A) Repartition des 358 zones dans les 6 clusters trouvé avec la méthode FunHDDC. B) Carte des sites 

sélectionnés, le couleur représente le cluster d’appartenance, dans le carré bleu, la ville représentative de 

chaque zone sélectionnée et le nombre de dyspnée cardiaque sont indiqué   

Sur la base de ces résultats de clustering, deux sites (codes postaux) représentatifs de 

chaque cluster ont été retenus : la zone géographique ayant le plus de dyspnées cardiaques 

en proportion et le chef-lieu d’un département. La figure 1B présente une carte des sites dont 

nous détaillons l’analyse avec le modèle DLNM ci-après. 

3.2 Modèle DLNM 

Nous détaillons à présent les résultats de l’analyse des sites géographiques retenus 

grâce au modèle DLNM. Le risque relatif d’avoir une dyspnée cardiaque est calculé à l’aide du 

modèle DLNM avec 14 jours de retards. On obtient comme résultat final l’effet global d’une 

variable de pollution ou météo sur la dyspnée cardiaque suivant différents seuils et l’effet 

propre à chaque retard selon un seuil fixé arbitrairement. Nous avons utilisé comme seuils 

ceux recommandés par l’OMS comme à ne pas dépasser : 200 µg/+& pour le #$%, 180 µg/+& 

pour l’$& et 50 µg/+& pour le !"() . La figure 2 présente les résultats obtenus pour Marseille 

et Nice en ce qui concerne le  #$%. On remarque que pour ces deux villes, il y a une 

augmentation significative du risque de dyspnée, de 1,2 et 1,5 respectivement, si le NO2 

dépasse le seuil de 200 μg / m3, trois ou deu jours avant l'événement.  

 

Figure 2. Résultats obtenus avec le modèle DLNM pour Marseille et Nice pour le polluant NO2. 

La figure 3 présente un résumé des résultats obtenus sur l’ensemble des villes d’intérêt. 

Il apparaît que les 3 polluants ont des effets différents selon la zone étudiée. On peut toutefois 

identifier des tendances globales. Concernant l’$&, il semble que l’ozone n’ai pas d’effet 

immédiat sur la dyspnée mais plutôt sur une période longue de 6 à 8 jours. Le  !"() à quant 

à lui un effet clair sur le court terme dans les grandes villes de la région. Concernant le #$%, il 

n’y a aucune tendance générale qui se dégage, il est assez dépendant de la zone analysée. Les 

variables de météo semblent elles aussi avoir un lien avec les dyspnées cardiaques. 

Globalement, comme attendu, le nombre de dyspnées cardiaques étant plus élevé l’hiver que 

l’été, une température moyenne faible augmenterait le risque relatif de dyspnées cardiaques. 
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Dans les villes de 50 000 à 100 000 habitants, comme Avignon et Fréjus, nous avons 

constaté que l'O3 avait l'effet le plus significatif sur les événements de dyspnée cardiaque. Un 

pic d'O3 supérieur à 180 μg / m3 dans ces villes, augmentera de cinq fois le nombre 

d'événements de dyspnée après 7 et 8 jours respectivement. Nous avons observé un effet plus 

modéré des PM10 sur les événements de dyspnée et principalement sur les villes du littoral, 

comme Marseille, Nice et Toulon, pour lesquelles le risque d'événements de dyspnée 

augmente significativement si le niveau de PM10 dépasse 50 μg / m3.  

 

 

Figure 3. Pour chaque ville indiquée dans figure 1B, identification des lags dont l’impact sur la dyspnée 

est significatif est reporté. * indique résultats particulièrement significatifs. 

 

4. Conclusion 

 Nous avons mené une étude de grande ampleur sur la région Sud afin d’établir un lien 

entre pollution atmosphérique et dyspnées cardiaques. Pour cela, et après avis de la CNIL, 

nous avons réconcilié 6 années de données des centres d’urgence de la région Sud (OruPaca) 

avec les données de pollution atmosphérique fournies par AtmoSud. Notre étude a démontré 

que chacun des polluants étudiés a un effet significatif sur le déclenchement de la dyspnée 

cardiaque.  En particulier, nous avons constaté que les plus grandes villes de la région, avec 

plus de 300 000 habitants, comme Nice et Marseille ont une augmentation significative du 

risque de dyspnée de 1,5 et 1,2 respectivement, si le NO2 passe le seuil de 200 μg / m3, deux 

ou trois jours avant l'événement. Nous avons également réalisé une application Shiny, appelée 

HEARTH, qui permet aux médecins et au décideurs d’explorer les résultats de notre analyse 

pour chacun des codes postaux de la région Sud. 
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Résumé. Les données à très grande échelle ont fait émerger un enjeu majeur:
leur traitement lorsqu’elles contiennent des valeurs manquantes. Dans cet exposé, nous
proposons un algorithme de gradient stochastique moyenné traitant les valeurs man-
quantes dans les modèles linéaires. Cette approche a l’avantage de ne nécessiter aucune
modélisation de la distribution des données et de prendre en compte des proportions
manquantes hétérogènes. Dans le cadre de l’apprentissage en ligne et dans celui des
échantillons finis, nous prouvons que cet algorithme permet d’obtenir un taux de conver-
gence de O( 1

n
) à l’itération n, identique à celui obtenu sans les valeurs manquantes. Nous

illustrons les propriétés de convergence et la pertinence de l’algorithme non seulement sur
des données simulées mais aussi sur des données réelles, dont celles collectées dans des
registres médicaux.

Mots-clés. optimisation, apprentissage supervisé, approximation stochastique, données
manquantes.

Abstract. A major caveat of large scale data is their incompleteness. In this talk,
we propose an averaged stochastic gradient algorithm handling missing values in linear
models. This approach has the merit to be free from the need of any data distribution
modeling and to account for heterogeneous missing proportion. In both streaming and
finite-sample settings, we prove that this algorithm achieves convergence rate of O( 1

n
) at

the iteration n, the same as without missing values. We show the convergence behavior
and the relevance of the algorithm not only on synthetic data but also on real data sets,
including those collected from medical register.

Keywords. optimization, supervised learning, stochastic approximation, missing
data.
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1 Introduction

Les algorithmes de gradient stochastique (Robbins and Monro, 1951) jouent un rôle central
dans les problèmes d’apprentissage statistique, en raison de leur faible coût de calcul
et de leur mémoire par itération. Beaucoup de variantes de ces algorithmes ont été
étudiées, par exemple celle qui utilise l’agrégation des itérés (Polyak and Juditsky, 1992),
et des garanties théoriques fortes ont été obtenues (Moulines and Bach, 2011; Bach and
Moulines, 2013; Dieuleveut et al., 2017). Plus généralement, les stratégies d’agrégation
ont été utilisées pour stabiliser le comportement de l’algorithme et réduire l’impact du
bruit, donnant ainsi de meilleurs taux de convergence sans s’appuyer sur l’hypothèse de
forte convexité.

Le problème des valeurs manquantes est omniprésent dans l’analyse des données à
grande échelle. L’un des principaux défis en présence de données manquantes est de traiter
la nature semi-discrète des données qui peuvent être considérées comme un mélange de
données continues (les valeurs observées) et de données catégorielles (les valeurs man-
quantes). En particulier pour les méthodes de gradient, la minimisation de risque avec
données incomplètes devient insoluble et les résultats habituels ne peuvent pas être ap-
pliqués directement.

Contexte. Nous considérons un modèle de régression linéaire, pour i ≥ 1,

yi = XT
i: β

? + ✏i, (1)

paramétrisé par β? 2 Rd,où yi 2 R, ✏i 2 R est le bruit centré et Xi: 2 Rd sont les
covariables pour l’observation i.

En supposant que les covariables Xi: sont incomplètes, notre but est d’adapter les
algorithmes de gradient stochastique, pour estimer les paramètres du modèle linéaire,
en présence de données manquantes, et d’obtenir des garanties théoriques sur l’excès de
risque.

Travaux connexes. Malgré une littérature abondante sur le traitement des valeurs
manquantes (Little and Rubin, 2019), il existe encore des défis à relever, même pour
les modèles de régression linéaire, en particulier lorsque les données sont de grande
dimension. Une approche classique pour estimer les paramètres du modèle avec des
valeurs manquantes consiste à maximiser la vraisemblance observée, en utilisant par ex-
emple l’algorithme Espérance-Maximisation (Dempster et al., 1977). Même si cette ap-
proche peut être utilisée pour des données à grande échelle, voir par exemple (Cappé and
Moulines, 2009), l’un de ses principaux inconvénients est de s’appuyer sur des hypothèses
paramétriques fortes portant sur la distribution des covariables. Une autre stratégie pop-
ulaire pour résoudre le problème des valeurs manquantes consiste à prédire au mieux les
valeurs manquantes pour obtenir des données complètes, puis à appliquer la méthode
souhaitée. De nombreuses techniques d’apprentissage machine ont été développées pour

2
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imputer des ensembles de données à l’aide de puissants modèles prédictifs. Cependant,
la complétion de la matrice est un problème très différent de l’estimation des paramètres
et peut conduire à un biais non contrôlé et à une variance sous-évaluée de l’estimation
(Little and Rubin, 2019). Dans le cadre de la régression, Jones (1996) a étudié le biais
induit par l’imputation näıve.

Pour le sélecteur de Dantzig (Rosenbaum et al., 2010) et le lasso (Loh and Wainwright,
2011), une autre solution a été proposée, consistant à imputer näıvement la matrice in-
complète et à modifier l’algorithme utilisé dans le cas complet pour tenir compte de
l’erreur d’imputation. Une telle stratégie a également été étudiée par Ma and Needell
(2017) pour la descente de gradient stochastique (SGD) dans le contexte de la régression
linéaire avec des valeurs manquantes et avec des échantillons finis : les auteurs ont utilisé
des gradients débiaisés, dans le même esprit que le débiaisage de la matrice de covari-
ance considéré par Loh and Wainwright (2011) dans un contexte de régression linéaire
parcimonieuse, ou par Koltchinskii et al. (2011) pour la complétion de la matrice. Cette
version modifiée de l’algorithme SGD (Ma and Needell, 2017) converge en espérance vers
l’estimateur des moindres carrés ordinaires, atteignant le taux de O( logn

µn
) pour l’excès de

risque empirique après n itérations et un pas décroissant de ( 1
µk
)1kn pour l’itération

k. Les pas ( 1
µk
)1kn sont couramment utilisés lorsque la fonction objectif est supposée

µ-fortement convexe. Cependant, un tel pas nécessite la connaissance de la constante µ
qui est souvent inaccessible pour les données à grandes échelles.

Contributions. Nous développons un algorithme SGD agrégé débiaisé pour effectuer
une régression linéaire en ligne ou avec des échantillons finis, lorsque des covariables
sont manquantes. L’approche consiste à imputer les covariables par 0 et à utiliser des
gradients débiaisés en conséquence. Nous supposons que le manque d’une covariable
est indépendant de toute valeur de covariable (cas classique de données MCAR1). En
outre, chaque covariable peut avoir une probabilité différente d’être manquante (cadre
hétérogène).

Nous établissons des taux de convergence pour cet algorithme en termes de risque de
généralisation. La procédure d’agrégation accélère la convergence, de log(n)/µn à 1/n, ce
qui est optimal et similaire au taux de SGD agrégé sans aucune valeur manquante.

Nous montrons la pertinence de l’approche proposée et ses propriétés de convergence
sur des applications numériques ainsi que son efficacité sur des données réelles, dont le
jeu de données TraumaBase R©, qui permet d’aider les docteurs à prendre des décisions
rapides dans la prise en charge des patients gravement traumatisés.

Dans ce document, nous présentons l’algorithme SGD agrégé débiaisé et nous énonçons
notre principal résultat théorique concernant son taux de convergence.

1MCAR pour Missing Completely At Random en anglais.
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2 Principaux résultats

Définition du problème Soit fi(β) := (hXi:, βi − yi)
2 /2. Nous souhaitons estimer les

paramètres du modèle linéaire

β? = argminβ∈Rd

{
R(β) := E(Xi:,yi) [fi(β)]

 
, (2)

où E(Xi:,yi) est l’espérance sous la distribution de (Xi:, yi) (qui est indépendente de i car
les observations sont supposées i.i.d.).

Nous considérons que les covariables peuvent contenir des données manquantes, on
observe alors XNA

i: 2 (R [ {NA})d telle que

XNA
i: = Xi: (Di: + NA(1d −Di:),

où ( est le produit élément par élément, 1d 2 Rd est le vecteur de 1 et Di: 2 {0, 1}d est
un vecteur binaire indiquant la présence de données manquantes dans Xi:, tel que Dij = 0
si l’entrée (i, j) est manquante dans Xi:, et Dij = 1 sinon. On prend pour convention
NA ⇥ 0 = 0 et NA ⇥ 1 = NA. Nous considérons des probabilités de manque hétérogènes,
c-à-d. D est une matrice de Bernoulli telle que

D = (δij)1in,1jd avec δij ⇠ B(pj), (3)

où 1− pj est la probabilité d’être manquante pour la covariable j.
Notre approche consiste à imputer les covariables incomplètes par 0 dans XNA

i: , de
telle sorte que

X̃i: = XNA
i: (Di: = Xi: (Di:,

et en prenant en compte l’erreur d’imputation, comme détaillé dans l’algorithme ci-
dessous.

Algorithme SGD agrégé débiaisé La méthode proposée est détaillée dans l’Algorithme
1. L’impact de l’imputation näıve par 0 se traduit par un biais dans le gradient. Par
conséquent, à chaque itération, nous utilisons une estimation débiaisée g̃ik . Afin de sta-
biliser l’algorithme stochastique, nous considérons les itérés agrégés de Polyak-Ruppert
(Polyak and Juditsky, 1992)

β̄k =
1

k + 1

kX

i=0

βi.

Notons que lorsque les covariables sont complètement observées, l’Algorithme 1 est
équivalent à l’algorithme stochastique moyenné pour la régression des moindres carrés.

4
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Algorithme 1 SGD agrégé pour des données manquantes hétérogènes

Entrée: données X̃, y,α (pas)
Initialiser β0 = 0d.
Soit P = diag

(
(pj)j∈{1,...,d}

)
2 Rd⇥d.

pour k = 1 à n calculer
g̃k(βk) = P−1X̃k:

⇣
X̃T

k:P
−1βk − yk

⌘
− (I− P )P−2diag

⇣
X̃k:X̃

T
k:

⌘
βk (4)

βk = X̃k−1 − αg̃k(βk−1)
β̄k =

1
k+1

Pk
i=0 βi =

k
k+1

β̄k−1 +
1

k+1
βk

end pour

Résultat théorique Le théorème suivant donne le taux de convergence de l’Algorithme
1 en terme d’excès de risque.

Théorème 1 Supposons que pour tout i, kXi:k  γ presque-sûrement pour γ > 0. Pour
tout pas constant α  1

2L
, l’Algorithme 1 garantit que pour tout k ≥ 0:

E
⇥
R
(
β̄k

)
−R(β?)

⇤
 1

2k

 p
c(β?)d

1−
p
αL

+
kβ0 − β?kp

α

!2

,

avec L la constante de Lipschitz du gradient débiaisé g̃k, pour tout k ≥ 0, défini dans
l’Equation (4) et

c(β?) =
Var(✏k)

p2m
+

✓
(2 + 5pm)(1− pm)

p3m

◆
γ2kβ?k2, (5)

où pm = minj=1,...d pj.

L’excès de risque est de l’ordre de n−1, sans hypothèse de forte convexité (pas de
dépendance en µ) après n itérations.
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Résumé. L’analyse et la modélisation statistique des données sur les accidents de
la route sont cruciaux pour atteindre des objectifs de sécurité en aidant les autorités
nationales à prendre les mesures nécessaires pour réduire la fréquence et la gravité des ac-
cidents. Ce travail vise à apporter une analyse statistique des accidents corporels routiers
de la région Franche-Comté, s’intéressant particulièrement au niveau de gravité de ceux-ci
(léger, grave ou mortel). Plusieurs analyses de correspondances multiples ont été menées
afin d’évaluer les associations entre la gravité des accidents et de nombreux facteurs s’y
relatant, tout en essayant de dresser un cadre spatio-temporel des accidents se produisant
en Franche-Comté. Un modèle log-linéaire a été ajusté aux données afin d’étudier les
relations et les interactions possibles entre plusieurs caractéristiques liées aux accidents.
Enfin, la gravité des accidents a été modélisée par une régression logistique ordinale afin
d’évaluer les effets propres de chacune des circonstances des accidents. Les données mises
à disposition pour cette étude ont été extraites des fiches BAAC (Bulletin d’Analyse des
Accidents Corporels), recensement national français des accidents de la route.

Mots-clés. accidentologie, analyse des correspondances multiples, modèle log-linéaire,
régression logistique ordinale.

Abstract. Understanding and modeling road crash data is crucial in fulfilling safety
goals by helping national authorities to undertake necessary conditions to reduce crash
frequencies and severities. This work aims at conducting a statistic analysis of Franche-
Comté region road crashes, with special attention on the severity (slight, serious or fatal).
Multiple Correspondence Analyses have been made in order to assess relationships be-
tween road crash severity and many accident-related factors, while trying to establish a
spatio-temporal framework for accidents occurring in Franche-Comté. A log-linear model
was fitted in order to study associations and interactions between some accident-related
factors. Then, the accident severity was modeled by an ordinal logistic regression in order
to evaluate the effect of accident circumstances. Data used in this study are extracted
from BAAC (Bulletin d’Analyse des Accidents Corporels) files, the French census of road
crashes.

Keywords. road crash study, multiple correspondence analysis, log-linear model,
ordinal logistic regression. . . .
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1 Introduction

Le nombre d’accidents routiers a considérablement diminué en France depuis de nom-
breuses années, mais les accidents continuent de se produire. En 2017, 61 224 accidents
corporels ont été relatés contre 58 352 en 2018 (ONISR, 2019). Cette baisse de 4,7% est
encourageante, cependant il est possible de diminuer d’avantage ces résultats. La mor-
talité, qui est l’une des conséquences de ces accidents, est de loin la motivation principale
de cette étude statistique. Celle-ci est ciblée sur la région Franche-Comté, région qui
démontre également une baisse de la mortalité de 2017 à 2018. En revanche à l’échelle
départementale, les chiffres varient. En effet le taux de mortalité pour le département
du Doubs a augmenté de 3% de 2017 à 2018, alors que pour les départements du Jura,
Haute-Saône et Territoire de Belfort ce taux a diminué respectivement de 65%, 45% et
50% (ONISR, 2019).

Ce travail est à l’origine d’une collaboration avec la Gendarmerie Nationale de Be-
sançon dont les objectifs sont de comprendre les causes des accidents pour une meilleure
prévention des accidents routiers. Etablir un cadre spatio-temporel des accidents sur-
venant en Franche-Comté leur permettrait de comprendre comment ils se produisent et
d’anticiper au mieux leur arrivée. Cette étude vise à trouver et décrire les facteurs prop-
ices à la survenue d’un accident ou à la finalité de celui-ci (grave ou mortel). Ainsi des
mesures pourront être proposées afin de mobiliser la conscience d’acteurs à différents
niveaux (conducteurs, forces de l’ordre ou bien même municipalités).

Pour tenter de répondre à cette problématique, nous avons réalisé dans un premier
temps une analyse de correspondances multiples (ACM) afin de dresser un profil temporel
d’une part et spatial d’autre part. Dans un deuxième temps, un modèle log-linéaire a été
ajusté afin d’étudier les dépendances entre certaines variables qualitatives comme le niveau
de gravité des accidents ou les substances consommées par les conducteurs par exemple.
Enfin, le niveau de gravité des accidents a été modélisé par une régression logistique
ordinale afin de quantifier les effets propres des facteurs décrivant ces accidents.

2 Matériels et méthodes

2.1 Accidentologie de la région Franche-Comté

L’étude porte sur les accidents routiers de Franche-Comté s’étant produits entre le 1er
Janvier 2005 et le 31 Décembre 2018. Une observation du tableau de données correspond
à un accident corporel et est décrit par 15 variables qualitatives: – type acc: gravité de
l’accident (léger, grave ou mortel) – substance: substance consommée (drogue, alcool ou
aucune) – season: saison de l’année où l’accident s’est produit (printemps, été, automne,
hiver) – week : moment de la semaine où l’accident s’est produit (semaine ou week-end)
– daytime: moment de la journée où l’accident s’est produit (journée ou nuit) – time:
heure à laquelle l’accident s’est produit (entre 7 heures et 10 heures, entre 11 heures
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et 15 heures, entre 16 heures et 19, entre 20 heures et 23 heures ou entre minuit et
6 heures) – department : département de la Franche-Comté où l’accident s’est produit
(Doubs, Jura, Haute-Saône ou Territoire de Belfort) – canton: canton de la Franche-
Comté où l’accident s’est produit (au nombre de 62 dans la région) – weather : conditions
météorologiques de l’accident (normales ou autres) – area: zone où l’accident s’est produit
(agglomération ou hors agglomération) – intersection: témoigne de si l’accident s’est
produit à une intersection ou non – obstacle: le type d’obstacle heurté lors de l’accident
(véhicule, piéton, autre ou aucun) – collision: le type de collision lors de l’accident (usuelle,
autre ou aucune) – shape road : la forme de la route sur laquelle l’accident s’est produit
(rectiligne ou courbe) – type road : le type de route sur laquelle l’accident s’est produit
(communale, départementale, nationale, autoroute ou autre).

2.2 Méthodes statistiques et résultats

Analyse des Correspondances Multiples

L’Analyse des Correspondances Multiples (ACM) est une méthode efficace pour analyser
des tableaux croisant des individus en lignes et des variables qualitatives en colonnes.
Cette méthode d’analyse multidimensionelle vise à évaluer les relations existantes entre
les variables et à examiner les associations entre les di↵érentes modalités de ces variables.
Des plans factoriels (représentations graphiques) sont construits sur lesquels on peut vi-
suellement observer les proximités entre les modalités des variables qualitatives et les
observations, synthétisant ainsi l’information. Pour plus de détails, lire Escofier et Pagés
(2008) (chapitre 4) ou Husson et al. (2016) (chapitre 3).

L’ACM a permis d’établir des ”profils” d’accidents routier au niveau temporel et
spatial. Concernant le cadre temporel, plusieurs contrastes ont été mis en évidence: – les
accidents se produisant en semaine s’opposent à ceux se produisant durant le week-end –
les accidents survenant en été s’opposent à ceux survenant en hiver.

Du point de vue du cadre spatial, plusieurs cantons ont été liés à di↵érentes car-
actéristiques: le canton de Baume-les-Dames est associé au caractère mortel – le canton
de Besançon s’associe également au caractère mortel lorsque le temps est mauvais – ou
bien encore, le canton de Dole est associé à la consommation de drogue.

Modèlisation log-linéaire

Lorsque les données se présentent sous la forme d’une table de contingence obtenue par
le croisement de plusieurs variables qualitatives, le modèle log-linéaire se révèle être une
méthode efficace pour modéliser les e↵ectifs contenus dans les cellules de cette table. Il
s’agit d’un modèle linéaire généralisé (GLM) décrivant les associations et les interactions
entre plusieurs variables qualitatives. Il permet d’établir plusieurs types d’associations
entre les variables. Pour plus de détails, voir Agresti (2002) (chapitre 8).
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Un modèle log-linéaire a été ajusté avec les variables suivantes: type acc, substance et
department. Il ne subsiste aucune interaction de troisième ordre, les distributions des deux
autres ne diffèrent pas quelques soient les niveaux de la troisième variable. Ce modèle
nous permet de conclure, d’autre part, sur différents types de dépendance entre ces trois
variables.

Régression logistique ordinale

La régression logistique est une méthode permettant d’analyser les dépendances entre
une variable de réponse (binaire ou à plusieurs modalités) et des variables explicatives
(quantitatives et/ou qualitatives). On parle de régression ordinale lorsqu’il existe un
ordre hiérarchique naturel entre les modalités de la variable de réponse. L’ajustement de
ce modèle permet de dire si une variable explicative particulière influe sur la variable de
réponse ou non. Nous sommes également capables de quantifier l’effet d’une variable sur
la variable de réponse. Pour plus de détails, lire McCullagh and Nelder (1989, chapitre
5), Agresti (2002, chapitre 7) ou Hothorn and Everitt (2014, chapitre 7).

Une régression ordinale a été ajustée sur les données de la Franche-Comté. La variable
de réponse est type acc dont les niveaux dans leur ordre hiérarchique sont ”slight safe”,
”serious”, et ”fatal” (respectivement léger, grave et mortel). Après une sélection de
variables, le modèle final informe que les variables time, substance, department, collision
et area influent sur la variable de réponse. Les odds ratio ont permis de quantifier les effets
propres de chacune de ces variables. Ce modèle conclut donc que lorsqu’une substance
est consommée (alcool, drogue ou les deux), le risque que l’accident en question soit
plus grave augmente fortement. D’autres caractéristiques augmentent ce risque comme le
département, le type de collision ou la zone.

3 Conclusion

L’objectif principal de cette étude était de pouvoir dresser un profil temporel et spatial
des accidents se produisant en Franche-Comté. Cet aspect permettrait à la Gendarmerie
Nationale de Besançon de comprendre au mieux comment les accidents se produisent
et ainsi d’anticiper leur survenue. D’un point de vue temporel, un plus grand nombre
d’accidents se qualifiant de grave ou mortel se produisent durant le week-end, entre 20
heures et 6 heures. D’un point de vue spatial, plusieurs cantons ont été identifiés et
associés à certaines caractéristiques comme la consommation de substance (alcool et/ou
drogue). De plus, la consommation de substance s’est révélée être le facteur le plus influ-
ent sur la finalité d’un accident corporel. Les mesures qui peuvent être entreprises, pour
prévenir au mieux les accidents ou leurs conséquences, seraient de concentrer d’avantage
les interventions aux périodes mises en évidence dans cette étude et de mobiliser la con-
science des conducteurs au regard de la consommation de substance dans les cantons qui
s’y associent le plus.
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L’étude se poursuit actuellement avec l’ajout de facteurs supplémentaires comme les
coordonnées gps des accidents qui permettraient d’être plus précis que l’échelle du can-
ton pour l’analyse spatiale. L’exploration d’autres méthodes statistiques est également
envisagée pour s’adapter aux nouvelles données mises à disposition.
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Sur la construction et le pouvoir prédictif du
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Résumé. Dans de nombreuses disciplines sportives, les classements sont utilisés
comme un outil de comparaison entre les participants à une compétition. Le classe-
ment Elo, initialement utilisé dans les échecs, a prouvé par ses nombreuses applications
qu’il parvenait à donner une image fidèle du niveau de jeu des compétiteurs. Dans cette
communication, nous utilisons les adaptations de ce système de classement, pour prédire
l’issue des rencontres de football, de tennis et de basketball.

Mots-clés. Elo, classement, notation, prédiction statistique des résultats sportifs

Abstract. In many sports, rankings are used as a comparison tool between partici-
pants in a competition. The Elo rating, originally used in chess, has proven by its many
applications that it gives a true picture of the competitors’ strength. In this communica-
tion, we use adaptations of this rating system to predict the outcome of football, tennis
and basketball matches.

Keywords. Elo, ranking, rating, sports forecasting

1 Introduction

En 1960, la Fédération américaine des échecs adopte la procédure de classement des
joueurs proposée par Arpad Elo. Cette méthode de classement rend possible une évaluation
quantitative du niveau de jeu des participants à une compétition. Utilisé depuis pour le
jeu de go ou encore le e-sport, le classement Elo a été aussi employé pour classer les photos
de profil des membres de la 1ère version de The Facebook.
En sport, chaque fédération utilise une méthode de classement spécifique. Les méthodes
évoluent régulièrement et sont souvent éloignées de la proposition d’Arpad Elo.

Dans cette communication, nous revenons sur les principes du classement Elo et question-
nons son emploi dans le cadre de l’estimation des probabilités de victoire, de défaite et
de nul d’une rencontre sportive. Aussi, après avoir rappelé les mécanismes du classement
Elo et ses adaptations aux spécificités sportives, nous appliquons cette procédure au ten-
nis, basket et football et discutons de la pertinence d’un tel classement pour estimer les
probabilités des différentes issues possibles d’une rencontre sportive.
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2 Le classement, un indicateur de niveau de jeu

Dans le monde du sport, les classements peuvent avoir de nombreux objectifs. De manière
évidente, ces derniers permettent d’obtenir une indication sur le niveau actuel et la pro-
gression des compétiteurs. Ils permettent également aux fédérations de motiver leurs li-
cenciés à participer à des compétitions. Le tennis, par exemple, utilise son propre système
de classement, dans les 2 associations professionnelles que sont l’ATP1 et le WTA2.

2.1 Le classement Elo

Basé sur les performances antérieures des compétiteurs, ce système de classement assigne
à chaque participant un nombre de points, tel que 2 compétiteurs ayant le même niveau
de jeu ont le même nombre de points. Plus un compétiteur a un niveau élevé, plus il aura
de points. Mis à part des ajustements, spécifiques aux cas d’application, ce classement est
un jeu à somme nulle où plus les adversaires d’une rencontre ont une différence de points
importante, plus le nombre de points échangés en cas de victoire du favori sera faible et
inversement si l’outsider remporte la partie. Ainsi, le score Elo moyen d’un ensemble de
joueurs en compétition est égal à la valeur initial du système de classement.
Dans ce classement, la performance d’un compétiteur est modélisée par une variable
aléatoire centrée sur la notation de ce dernier. Initialement, la distribution de cette
variable suivait une loi normale, avant de suivre une loi logistique permettant des queues
de distribution plus lourdes.
Les points des participants à une rencontre sont mis à jour à l’issue de leur opposition de
la manière suivante:

elo0i = eloi +K ·G(O − E) (1)

où l’issue espérée de la rencontre est E et le résultat observé est O 2 {0, 0.5, 1}, corre-
spondant respectivement à la défaite, au match nul et à la victoire.
Le paramètre K est un paramètre d’échelle concernant l’impact des résultats les plus
récents sur le Elo. Ce paramètre déterminant la volatilité du classement, peut être aug-
menté pour les joueurs ayant disputé peu de rencontres, afin d’entrâıner des changements
plus importants et une progression vers le niveau réel plus rapide.
Le paramètre G est aussi un paramètre d’échelle. Ce dernier n’apparâıt pas dans la forme
initiale de la formule d’actualisation des points Elo. Il a été ajouté afin de s’adapter aux
spécificités des différents cas d’application de ce système de classement. Il peut perme-
ttre d’identifier l’importance d’une rencontre, ou une marge de victoire importante afin
d’augmenter le nombre de points échangés lors de la rencontre.
Le paramètre E, d’issue espérée, s’exprime à l’aide de la relation suivante:

E =
1

1 + 10
−drA
400

(2)

1Association of Tennis Professionals
2Women’s Tennis Association

2
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où drA = eloA − eloB est la différence de points entre les 2 compétiteurs. Plus ce résultat
sera proche de 1, plus l’équipe A sera favorite, et inversement.

2.2 Les spécificités associées aux sports étudiés

Créé par Arpad Elo, ce classement fût imaginé pour les échecs et son efficacité a encouragé
son utilisation dans de tout autre domaines.
Ainsi, les aplications concernant des sports comme le football ou le basket ont intégré
l’avantage induit par le fait de jouer à domicile, ou l’augmentation de points échangés
pour une victoire avec une marge importante. Concernant le tennis, des ajustements ont
été e↵ectués pour l’importance du match, et le type de surface sur lequel le match est
joué.
On di↵érenciera alors les spécificités influençant l’issue de la rencontre (2), de celles
n’intervenant que lors de l’évolution des points Elo suite à une rencontre (1).
L’avantage à domicile, présent dans le football et le basketball, sera incorporé par l’ajout
d’une constante dans la di↵érence des points des opposants, en faveur de l’équipe à domi-
cile, de la manière suivante: drA = eloA − eloB +HomeAdvantage.
Pour le tennis, l’ajustement concernant la surface sur laquelle se dispute le match, se
manifeste par une moyenne pondérée entre les points Elo spécifiques à la surface, et les
points Elo de toutes les surfaces: elo = λ · eloglobal + (1− λ) · elosurface.
Enfin, l’amplification de l’évolution des points selon la di↵érence de score au football
s’e↵ectuera de la manière suivante: si ∆goals <= 1, alors G = 1, si ∆goals = 2, alors

G = 1, 5, sinon G =
11+∆goals

8
. Pour le basketball, Silver, N. et Fischer-Baum R. (2015)

proposent G = (∆score+3)0.8

7.5+0.006·drA
.

Concernant le tennis, G sera influencé par l’importance du match à l’aide d’un coefficient,
et selon le classement du joueur à l’aide de la formule suivante proposée par Cekovic, M.
(2015): G = 1 + 18

1+2(rating−1500)/63

3 Prévision de l’issue d’une rencontre

Un système de classement comme celui du Elo représente alors un double intérêt pour une
modélisation statistique de l’issue d’une rencontre: il peut être utilisé directement pour
modéliser la probabilité d’issue de la rencontre, ou pour générer une variable, représentant
le niveau de performance du compétiteur, utile à une modélisation plus complète, utilisant
d’autres variables.

3.1 Du classement Elo à la probabilité de résultat

Bien que la formule d’actualisation des points Elo (1) intègre la possibilité d’un match
nul (0 = 0, 5), l’éventualité que cet évènement survienne n’apparâıt pas dans la relation
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(2).
Afin de construire la probabilité de match nul, possible lors d’un match de football, la
densité de probabilités empirique de l’issue des rencontres des 5 championnats majeurs
européens de 1993 à 2020 a été utilisée. Ces matchs ont été ordonnés selon la différence
de cotes du bookmaker Bet365 entre la victoire de l’équipe à domicile et celle de l’équipe
à l’extérieur dans l’histogramme groupé de la Figure 1.
La modélisation de ces résultats empiriques, visibles sur les courbes de la Figure 1, a été
effectuée à l’aide d’un classement par régression logistique ordinale inspiré de celui proposé
par Lasek, J. (2016) où les probabilités d’occurence des évènements sont déterminées de
la manière suivante:

P (A) =
1

1 + 10c−
drA
400

P (B) = 1− 1

1 + 10−c−
drA
400

P (draw) =
1

1 + 10−c−
drA
400

− 1

1 + 10c−
drA
400

(3)

où c 2 R+ est le paramètre déterminant la part des matchs nuls, évalué par une minimi-
sation de l’entropie croisée, tout comme le HomeAdvantage incorporé à la différence de
points Elo.

Figure 1: Part des issues des rencontres de football des 5 championnats majeurs européens
de 1993 à 2020 et probabilités d’issue associées à une différence de points Elo
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4 Application aux principaux championnats de chaque

discipline

A l’aide des résultats des rencontres des 5 championnats majeurs européens de football
depuis la saison 2009/2010, des matchs du championnat de basketball NBA depuis la
saison 2000/2001, et des résultats du circuit de tennis ATP depuis 1991, 3 systèmes de
classement Elo ont été evalués.

4.1 Méthode d’évaluation

Dans un objectif d’estimer les probabilités des différentes issues possibles d’une rencontre
sportive, 2 métriques d’évaluation sont utilisées. La principale est la perte logistique,
permettant de prendre en compte l’incertitude d’une prédiction à l’aide de sa différence
avec le label observé:

Llog(Y, P ) = − log Pr(Y |P ) = − 1

N

N−1X

i=0

K−1X

k=0

yi,k log pi,k (4)

où N est le nombre de rencontres, K appartient à l’ensemble des labels d’issue de la
rencontre {Home,Away,Draw}, pi,k est la probabilité d’issue de la rencontre, calculée à
l’aide des relations (3.1) et yi,k = 1 si le résultat observé a le label k et 0 sinon.
Enfin, l’exactitude, définie comme le nombre de prédictions dont la valeur prévue est égale
à la valeur réelle, permet une meilleure interprétabilité des résultats.
Ces métriques ont été calculées sur l’ensemble des rencontres de la saison 2017/2018, pour
les 3 sports.

4.2 Résultats

Afin de mettre en perspective les résultats d’une prédiction à l’aide de la différence de
points Elo de 2 opposants lors d’une rencontre sportive, il a été choisi d’utiliser les
prédictions issues d’une classification näıve bayésienne, nécessitant comme le Elo, peu
de données relatives à la rencontre (équipe à domicile pour le football et le basketball, et
joueur le mieux classé au classement ATP pour le tennis).

Model Log-loss Accuracy

Soccer Elo Ranking 0.98 0.53
Soccer Naive Bayesian 1.07 0.45
Tennis Elo Ranking 0.63 0.65
Tennis Naive Bayesian 0.66 0.64
Basket Elo Ranking 0.62 0.65
Basket Naive Bayesian 0.68 0.59

Table 1: Métriques d’évaluation calculées sur la saison 2017/2018
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4.3 Discussion

A la vue de nos résultats, on remarque un faible gain de performance pour le tennis,
s’expliquant par un bon niveau d’information contenu dans le classement ATP afin de
déterminer l’issue d’une rencontre.
Dans notre objectif de proposer une prédiction statistique de l’issue d’une rencontre
sportive, le Elo va plus loin qu’une simple comparaison des rangs entre les opposants
au sein d’un classement. Par l’utilisation de la différence de points Elo, la prédiction est
basée sur une comparaison relative de la force des opposants.
Cependant, de nombreux paramètres déterminant cette force (composition initiale d’une
équipe, conditions climatiques, style de jeu etc...) ne sont pas utilisés. Et, bien que
le système Elo permette une amélioration allant jusqu’à 0.1 point d’exactitude dans la
prédiction de l’issue d’une rencontre sportive, par rapport à un modèle näıf, l’utilisation
de points Elo semble plus pertinente au sein d’un modèle d’apprentissage statistique plus
élaboré.
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Résumé. La quantification d’incertitudes a pour but d’évaluer l’impact d’un manque
de connaissance des paramètres d’entrées (considérés aléatoires) sur les résultats d’une
expérience numérique. Dans ce travail, nous prenons en compte un second niveau d’incer-
titude qui affecte le choix du modèle probabiliste des paramètres d’entrées. Nous évaluons
les bornes d’une quantité d’intérêt sur l’ensemble des mesures de probabilités unique-
ment définies par leur bornes et certains de leurs moments. Du fait du grand nombre
de contraintes l’optimisation numérique est complexe. Nous montrons que le problème
d’optimisation peut se paramétriser sur les points extrémaux de cet espace de mesures
de probabilité contraintes. De plus nous proposons une nouvelle paramétrisation libre de
contraintes basées sur les moments canoniques.

Mots-clés. quantification d’incertitude, analyse de robustesse, moment canonique . . .

Abstract. In uncertainty quantification studies, a major topic of interest lies in asses-
sing the uncertainties tainting the results of a computer simulation. In this work we seek to
gain robustness on the quantification of a risk measurement by accounting for all sources
of uncertainties tainting the inputs of a computer code modeled as random variables. To
that end, we evaluate the maximum of a quantity of interest over a class of bounded distri-
butions satisfying moments constraint. Two options are available when dealing with such
complex optimization problems : one can either optimize under constraints ; or preferably,
one should reformulate the objective function. We identify a well-suited parameterization
to compute the maximal quantile based on the theory of canonical moments. It allows an
effective, free of constraints, optimization. This methodology is applied to an industrial
computer code related to nuclear safety.

Keywords. uncertainty quantification, robustness analysis, canonical moments . . .

1 Introduction

La quantification des incertitudes en contexte industriel est réalisée en modélisant les
paramètres d’entrées d’un système physique par des variables aléatoiresX = (X1, . . . , Xd) ⇠
µ. Afin de propager les incertitudes affectant les entrées, un modèle de simulation numérique
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G est appelé avec différentes combinaisons de paramètres d’entrées générés suivant leur
loi de probabilité [1]. Il est alors possible d’étudier la variabilité de la sortie du code
Y = G(X1, . . . , Xd), ou d’estimer certaines quantités d’intérêt spécifique. Une quantité
d’intérêt est une grandeur statistique sur la sortie Y , comme par exemple une moyenne,
une probabilité de dépassement de seuil, ou bien encore un quantile [2]. Le code étant
considéré comme une bôıte noire déterministe, la quantité d’intérêt dépend uniquement
du choix de la loi de probabilité des entrées X ⇠ µ. Elle peut donc être vue comme une
fonction scalaire définie sur l’ensemble des mesures de probabilité.

La distribution de probabilité µ qui modélise l’incertitude des paramètres d’entrées est
elle-même incertaine. En général, cette mesure de probabilité est choisie grâce aux avis
d’experts, qui sont subjectifs et parfois contradictoires, mais aussi grâce à des données
expérimentales souvent en nombre insuffisant et entâchées d’erreurs. De ce fait, le choix
du modèle probabiliste pour les variables d’entrée est lui-même incertain. Cette variabilité
dans le choix de la distribution, qui peut être vue comme une incertitude de deuxième
niveau, se propage jusqu’à la quantité d’intérêt. Ainsi, deux choix de lois de probabilités
di↵érentes en entrée donnent lieu à deux valeurs di↵érentes de la quantité d’intérêt. Notre
objectif est donc d’être robuste vis à vis de la variabilité du choix de la loi de probabilité
des entrées [3].

Nous présenterons dans la Section 2 la méthodologie mise en place afin de prendre
en compte l’ensemble des sources d’incertitudes sur la mesure de probabilité d’entrée.
Dans la Section 3 nous mettons en avant les difficultés numériques et nous introduisons
une nouvelle paramétrisation qui relaxe les contraintes du problème d’optimization. Enfin
dans la Section 4 nous présentons une application numérique de nos résultats sur un cas
industriel réel.

2 Analyse de Robustesse en Quantification d’Incer-

titudes

Afin de prendre en compte cette incertitude de deuxième niveau, nous proposons
d’évaluer des bornes sur la quantité d’intérêt. De ce fait on ne considère plus une dis-
tribution fixée µ, mais un ensemble de mesures de probabilité A sur lequel la quantité
d’intérêt est optimisée. Il s’agit donc bien d’une optimisation sur un espace de mesure
de probabilité a priori de dimension infinie et non paramétrique. Fort heureusement, la
solution de ce problème d’optimisation est donnée grâce à un théorème de réduction [4].
Nous proposons ici une généralisation du théorème de réduction issue des travaux de [3]
qui introduit cette méthode sous le nom de d’Optimal Uncertainty Quantification (OUQ).
Sous l’hypothèse où la quantité d’intérêt est une fonction quasi-convexe et semicontinue
inférieurement de la mesure de probabilité µ 2 A, nous avons montré que le maximum
de la quantité d’intérêt est atteint sur les points extrémaux de l’espace de mesure de
probabilité A lorsque celui-ci est convexe et compact (l’hypothèse de compacité peut être
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relaxée).
Le choix de l’espace de mesure A est donc important, en particulier parce qu’il nous

faut connâıtre ses points extrémaux pour pouvoir appliquer le théorème de réduction.
Dans ce travail nous nous intéressons à l’ensemble de toutes les mesures de probabilité
(unimodales) sous contraintes de moments. Cet espace s’appelle la classe de moments (res-
pectivement la classe de moments unimodales). Plus précisément, nous nous intéressons à
l’ensemble des distributions de probabilités (unimodales) qui vérifient certains moments,
la classe des moments s’écrit :

A =

(
µ = µ1 ⇥ · · ·⇥ µd 2

dY

i=1

P([li, ui]) | Eµi
[Xj] = c

(j)
i , pour 1  j  Ni et 1  i  d

)

,

où P([li, ui]) dénote l’ensemble des mesures de probabilité sur l’intervalle [li, ui]. Un
élément µ dans la classe de moment A est simplement une mesure d-dimensionnelle qui
modélise le vecteur aléatoire d’entrée X = (X1, . . . , Xd) du code G. Le produit des me-
sures marginales µi ⇠ Xi signifie que chaque paramètre d’entrée est indépendant des
autres, et chaque distribution µi est bornée entre [li, ui] avec ses Ni premiers moments
fixés. Il est plutôt habituel d’imposer des bornes sur les variables aléatoires puisqu’elles
représentent des paramètres physiques dont les valeurs ne peuvent pas tendre vers l’infini.
Le choix d’imposer certains moments sur les distributions de chaque variable est relative-
ment adapté au contexte industriel. En effet, les mesures de probabilité sont en pratique
souvent choisies avec pour unique connaissance une valeur moyenne et une variance. Nous
n’avons pas décrit la classe des moments unimodales mais il suffit simplement d’ajouter
l’unimodalité des distributions marginales µi.

La classe des moments et la classe des moments unimodales ont une structure topolo-
gique très intéressante puisqu’il est possible de caractériser leurs points extrémaux. Dans
le cas de la classe des moments les points extrémaux sont les mesures de probabilité qui
s’écrivent comme une combinaison convexe de masses de Dirac. Plus spécifiquement, si Ni

contraintes de moments sont imposées à la mesure µi, alors les points extrémaux sont les
mesures discrètes supportées par au plus Ni +1 points. L’ensemble des points extrémaux
de la classe des moments A s’écrit ainsi

∆ =

(

µ 2 A | µi =

Ni+1
X

k=1

ω
(k)
i δ

x
(k)
i

, où x
(k)
i 2 [li, ui] pour 1  i  d

)

.

Ces propriétés ont été étudiés par Winkler [5] et s’inspirent de résultats de la théorie
de Choquet [6]. L’intérêt de réduire l’optimisation de la quantité d’intérêt aux points
extrémaux est que cela permet de reparamétriser le problème qui ne dépend maintenant
uniquement que des poids ω

(j)
i et des points du support x

(j)
i des mesures discrètes. Dans

le cas de la classe de moments unimodales nous avons montré que les points extrémaux
sont très similaires, mais à la place de masses de Dirac, ils sont combinaisons convexes de
lois uniformes dont l’une des bornes se confond avec le mode de la distribution [7].
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3 Approche Numérique par les Moments Canoniques

L’un des principaux problèmes reste la complexité numérique de l’optimisation de
la quantité d’intérêt, même lorsque le problème est réduit sur les points extrémaux. En
effet, une optimisation globale est réalisée afin de trouver l’optimum, mais cela nécessite
d’explorer efficacement l’espace d’optimisation. Or il n’est pas évident de générer des
mesures discrètes µi =

PNi+1
k=1 ω

(k)
i δ

x
(k)
i

(c’est-à-dire générer des poids et des positions) qui

vérifient le système de contraintes de moments suivants :

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

ω
(1)
i + . . . + ω

(Ni+1)
i = 1

ω
(1)
i x

(1)
i + . . . + ω

(Ni+1)
i x

(Ni+1)
i = c

(1)
i

...
...

...

ω
(1)
i x

(1)
i

Ni

+ . . . + ω
(Ni+1)
i x

(Ni+1)
i

Ni

= c
(Ni)
i

(1)

Des algorithmes de programmation semi-définie [8] ont été proposé par Lasserre [9] mais
le solveur déterministe atteint rapidement ses limites lorsque la dimension du problème
augmente. D’autres approches basées sur des algorithmes d’optimisation stochastique ont
été implémentées dans une toolbox appeléeMystic Framework [10] qui intègre entièrement
le principe de l’OUQ. Toutefois, la toolbox est très générale et l’optimisation sur la classe
des moments (unimodales) peut être améliorée. C’est ce que nous proposons dans une nou-
velle approche basée sur les moments canoniques [11]. Les moments canoniques peuvent
se voir comme la version normalisée de la suite de moments d’une mesure. Pour cela, on
définit les valeurs maximale et minimale du (n + 1)ème moment quand les n premiers
moments (c1, . . . , cn) sont connus :

c+n+1 = max {c 2 R : (c1, . . . , cn, c) est la suite de moment d’une mesure de probabilité } ,

c−n+1 = min {c 2 R : (c1, . . . , cn, c) est la suite de moment d’une mesure de probabilité } .

Les moments canoniques s’écrivent alors

pn =
cn − c−n
c+n − c−n

.

Cela définit une bijection entre la suite des moments et la suite des moments cano-
niques. Toutefois, les moments canoniques sont fondamentalement liés à la distribution, et
possèdent des propriétés intéressantes puisqu’ils sont tous compris dans l’intervalle [0, 1]
et sont invariants par transformation affine du support de la mesure. Nous proposons
ici de reparamétriser le problème d’optimisation avec les moments canoniques. Cette pa-
ramétrisation permet d’explorer efficacement l’essemble des points extrémaux de la classe
des moments (unimodales). En e↵et, il existe un lien direct entre les moments canoniques
et les positions du support d’une mesure discrète. Cela permet de générer les positions
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x
(k)
i d’une mesure µi à partir d’une séquence de moments canoniques (c’est-à-dire un vec-

teur de [0, 1]Ni+1). Finalement, l’espace d’optimisation, c’est-à-dire l’ensemble des mesures
discrètes qui satisfont le système de contraintes (Equation (1)) est exploré facilement.
Autrement dit, l’optimisation de la quantité d’intérêt sous cette nouvelle paramétrisation
relaxe l’ensemble des contraintes du problème. Cela a pour effet d’augmenter significa-
tivement les performances des algorithmes d’optimisations stochastiques globaux utilisés
par exemple dans la toolbox Mystic. Ces résultats ont pu être validés sur des modèles
jouets ainsi que sur des cas industriels réels.

4 Applications

Nous considérons ici un modèle numérique qui reproduit la réponse thermohydraulique
à transitoire de température dans le conduit primaire d’un réacteur nucléaire avec une
brèche en branche froide. Le modèle retourne en sortie le pic de température de gaine
lors du transitoire. Le code numérique prend un grand nombre d’entrée, les paramètres
incertains considérés comme les plus influents sont au nombre de 9. Ils représentent des
transferts thermiques ou des frottement interfaciaux dans plusieurs élements du circuit
primaire. Les lois associées sont explicitées dans la dernière colonne du tableaux ci dessous,
les variables étant toutes supposées indépendantes.

Table 1 – Moments et distributions des 9 variables plus influentes du code CATHARE
[12].

Variable Bornes Moyenne
Deuxième
moment

Distribution initiale
(tronquée aux bornes)

n◦1 [0.1, 10] 1.33 3.02 LogNormal(0, 0.76)
n◦2 [0, 12.8] 6.4 45.39 Normal(6.4, 4.27)
n◦3 [11.1, 16.57] 13.83 192.22 Normal(13.79
n◦4 [−44.9, 63.5] 9.3 1065 Uniform(−44.9, 63.5)
n◦5 [0.1, 10] 1.33 3.02 LogNormal(0, 0.76)
n◦6 [0.1, 10] 1.33 3.02 LogNormal(0, 0.76)
n◦7 [0.235, 3.45] 0.99 1.19 LogNormal(−0.1, 0.45)
n◦8 [0.1, 3] 0.64 0.55 LogNormal(−0.6, 0.57)
n◦9 [0.1, 10] 1.33 3.02 LogNormal(0, 0.76)

Nous considérons que les distributions de la table 1 sont incertaines. Nous supposons à
la place que seuls les moments d’ordre un et deux (moyenne et variance) de chaque variable
d’entrée sont connus. Le quantile de sortie du code est alors maximisé sur l’ensemble des
lois de probabilité vérifiant ces moments et ces bornes, ce qui est équivalent à calculer
l’enveloppe inférieure des fonctions de répartition infµ2A Fµ(T ) [4] (voir Figure 1). Par
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exemple le quantile à 95% est de 760◦C en prennant pour loi d’entrée les lois de probabilité
de la Table 1. Tandis que la prise en compte de l’incertitude sur la distribution fournie
une borne supérieure sur le quantile égale à 788◦C en paramétrisant le problème avec
les moments canoniques. Le solveur Mystic qui devrait fournir les même résultats que
notre méthode n’atteint pas la borne et fourni une valeur maximale de 770◦C pour des
paramètres de solveur identiques. Afin de converger vers le même optimum que le notre, il
serait nécessaire d’utiliser beaucoup plus de puissance de calcul en raison de la mauvaise
exploration de l’espace d’optimisation.

Figure 1 – L’optimisation fournie une borne maximale sur le quantile. Ainsi, quelque
soit la loi de probabilité de la variable d’entrée vérifiant les contraintes de moment de la
Table 1, le quantile de sortie est garanti d’être en dessous de cette borne. Nous comparons
les résultats de notre paramétrisation avec celle de la toolbox Mystic en utilisant le même
optimiseur global. La fonction de répartition initiale est calculée à partir de méthode
Monte-Carlo, la méthode Mystic et moment canonique correspondent à l’optimisation
robuste du quantile réalisée avec le même solveur à Evolution Différentielle. Il est clair que
la paramétrisation de la toolbox Mystic ne permet pas d’atteindre efficacement l’optimum.
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Résumé. Les processus ponctuels temporels apparaissent dans de nombreuses ap-
plications pour modéliser des données ponctuelles, comme les événements sociaux, envi-
ronnementaux ou neuronaux. Les processus multivariés de Hawkes sont particulièrement
intéressants pour modéliser une dépendance par rapport au passé et des interactions en-
tre entités complexes. Dans ce travail, nous nous intéressons, dans un contexte bayésien
non-paramétrique, à deux approches émergentes dans le cadre fréquentiste: l’estimation
du graphe d’interaction entre les dimensions du processus, et l’estimation de l’ensemble
des paramètres dans un modèle général d’interactions par renforcement et inhibition.
Nous prouverons d’abord, pour le modèle avec renforcement, la consistance de la distri-
bution a posteriori pour le paramètre du graphe. Puis nous étudierons le comportement
d’un estimateur minimisant une fonction de risque. Enfin, dans le modèle général, nous
déterminerons une borne supérieure de la vitesse de concentration de la distribution a
posteriori, pour des fonctions d’interactions de type histogrammes à nombre d’intervalles
fini.

Mots-clés. Processus de Hawkes multivariés, estimation bayésienne non-paramétrique,
graphe d’interaction, inhibition

Abstract. Temporal point processes appear in a large variety of applications such
as earthquakes’ modelling, social media interactions and neuronal activity. In this con-
text, multivariate Hawkes processes are particularly interesting to model complex history
dependencies and type of interactions. In this work, we study in the non-parametric
Bayesian framework, two novel approaches that have gained attention in the frequentist
literature: the estimation of the graph of interaction between dimensions of the process
and the general model of mutual-excitation and inhibition. Firstly, in the original model
of mutual-excitation, we will prove the consistency of the posterior distribution on the
graph parameter. Secondly, we will study the consistency of a graph estimator minimiz-
ing a risk function. Finally, we will prove an upper-bound on the posterior concentration
rate in the general model of interaction, for histogram interaction functions with a finite
number of bins.

Keywords. Multivariate Hawkes processes, non-parametric Bayesian estimation, in-
teraction graph, inhibition
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1 Problem setting

We consider a probability space (X ,G,P) and multivariate point process N = (Nt)t =
(N1

t , . . . , N
K
t ) in K 2 N?. Each component Nk

t records the number of events that have
occurred on the k-th component until time t. The linear (mutually-exciting) Hawkes
model with finite memory is defined as follows.

Let f = ((⌫k)
K
k=1, (hlk)

K
k,l=1) such that for all k, l, ⌫k > 0 and hkl : [0, A] −! R+

integrable and A > 0. Let (Gt)t and G such that Gt = G0 _ σ(Ns, s  t) with Gt ⇢ G and
G0 ⇢ G. (Nt)t is a linear Hawkes process with parameter f adapted to (Gt)t if

i. almost surely, for all k, l, (Nk
t )t and (N l

t)t never jump simultaneously;

ii. for all k the intensity process (λk
t (f))t of (N

k
t )t is given by

λk
t (f) = ⌫k +

KX

l=1

Z t−

t−A

hlk(t− s)dN l
s. (1)

Under the conditions above, almost surely there exists a unique non-explosive pathwise
process. If the matrix ⇢ = (⇢lk)

K
l,k=1 2 R

K⇥K
+ with ⇢lk = khlkk1, has a spectral radius

strictly smaller than 1, there exists a unique stationary distribution with finite average
intensity. The parameter spaces are defined as follows

H = {(hlk)
K
l,k=1;hlk is integrable, hlk ≥ 0, khlkk1< 1, support(hlk) ⇢ [0, A], 8k, l  K},

F = {f = ((⌫k)
K
k=1, (hlk)

K
k,l=1); 0 < ⌫k < 1, 8k  K, (hlk)lk 2 H}.

In the context of graph estimation, we reparametrize the process by introducing a graph
parameter δ = (δlk)1l,kK 2 {0, 1}K⇥K and for any k, l:

hlk(t) = δlkh̃lk(t), (2)

with h̃lk : [0, A] −! R+ and h̃lk = 0 if δlk = 0.
The general Hawkes model does not constraint the interaction functions to be non-

negative and is defined as follows:

λk
t (f) = φ

 

⌫k +
K
X

l=1

Z t−

t−A

hlk(t− s)dN l
s

!

+

, (3)

with 8l, k hkl : [0, A] −! R and φ : R −! R+ a non-linear function. Typically, φ is Lipschitz
and a classical choice is φ(x) = max(x, 0).

We now introduce the Bayesian estimation framework. We assume that we observe a
Hawkes process with true parameter f0 = ((⌫0

k)
K
k=1, (h

0
lk)

K
k,l=1) 2 F on the time window

[0, T ], T > 0, with spectral norm k⇢0k< 1 and σ(Ns, s < 0) ⇢ G0. We denote δ0 the matrix
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of binary variables s.t. 8l, k 2 [K], δ0lk = 1 () h0
lk 6= 0. We denote P0 the stationary

distribution ofN and P0(.|G0) its conditional distribution. E0 is the expectation associated
to P0. For f 2 F , the log-likelihood has the following expression:

LT (f) :=
K
X

k=1


Z T

0

log(λk
t (f))dN

k
t −

Z T

0

λk
t (f)dt

]

. (4)

The conditional probability distribution with parameter f is defined as

dPf (.|G0) = eLT (f)−LT (f0)P0(.|G0).

We define the L1 distance and the stochastic pseudo-distance d1T on the parameter space.
For any f, f 0 2 F ,

kf − f 0k1 =
K
X

k=1

|⌫k − ⌫ 0
k|+

K
X

k=1

K
X

l=1

khlk − h0
lkk1,

d1T (f, f
0) =

1

T

K
X

k=1

Z T

0

|λk
t (f)− λk

t (f
0)|dt.

Finally, we consider a prior distribution Π(f) on F and the pseudo-posterior distribu-
tion:

Π(B|N) =

R

B
exp(LT (f))dΠ(f)

R

F
exp(LT (f))dΠ(f)

, B ⇢ F .

2 Main results

2.1 Assumptions

Let N (u,H, d) be the covering number of a set H w.r.t a metric d by balls with radius
u. We assume that N is observed on [−A, T ] and let ✏T be a positive sequence such that
✏T = o(1) and log3 T = o(T ✏2T ). For B > 0, we consider:

B1(✏T , B) =

⇢

f 2 F ,max
k

|⌫k − ⌫0
k | ✏T ,max

l,k
||hlk − h0

lk||1 ✏T

}

. (5)

We assume that the following conditions are satisfied for T large enough:
(A0) There exist c1 > 0 and B > 0 such that

Π(B(✏T , B)) ≥ exp−c1T ✏2T .

(A1) There exist subsets HT ⇢ H,  > 0, ⇠0 > 0 and x0 > 0 such that

Π(Hc
T )

Π(B(✏T , B))
 exp−(2+3)T ✏2T ,
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and
logN (⇠0✏T ,HT , ||.||1)  x0T ✏

2
T .

(A2) For all u0 > 0 and T large enough,

Π
(

||⇢||> 1− u0(log T )
1/6✏T |N

)

 e2c1T ✏2T .

(A3) For all 1  l, k  K and for all C > 0,

Π (⇢lk  C✏T ) = o
⇣

e−c1T ✏2T

⌘

.

Assumptions (A0)-(A1) come from the general method of Ghosal et al. [1] to derive
posterior concentration rates. (A0) allows to derive the Kullback-Leibler condition -
which guarantees that the prior distribution puts enough mass on the Kullback-Leibler
neighborhood of the true parameter. The first part of (A1) imposes the existence of
an increasing sequence of subsets of (the non-parametric part of) the parameter space -
called sieves - on which it will possible to construct adequate statistical tests. The latter
are designed to separate the true parameter from parameter that are far away, and need
to have an exponential decay in type I and II errors. The second part of (A1) restricts
the number of these tests by setting an upper bound on the complexity of the space
of interaction functions. (A2) is specific to Hawkes point processes, which can become
explosive when the spectral radius of ⇢ is equal to the critical value 1. This assumption
imposes to stay relatively far away from this limit and allows to derive useful bounds on
the number of events. Finally, (A3) is peculiar to the graph estimation problem and is
sufficient to distinguish between null and non-null interaction functions.

2.2 Consistency of the posterior distribution on the graph

Proposition 2.1 Under Assumptions (A0)-(A3), the posterior distribution is consistent
on the graph parameter δ 2 {0, 1}K⇥K:

E0

⇥

Π
(

{δ 6= δ0}|N
)⇤

−−−!
T!1

0.

This result can be simplified in the following cases.

Proposition 2.2 If the interaction functions are all the same i.e. 8k, l, hlk(t) = h(t) or
are only receiver-dependent i.e. 8k, l, hlk(t) = hk(t), Assumption (A4) can be replaced by
the following condition:

(A4) 8C > 0, Π

 

⇢lk  C

r

log T

T

!

= o

✓

1

(log T )K/2

◆

.

Under Assumptions (A0)-(A2), the conclusion of Proposition 2.1 holds.
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By comparison with the original article by Donnet et al. [2], (A4) or (A5) is the only
additional assumption. However, we can show that this condition only restricts the prior
on the parametric matrix ⇢, and is satisfied with mild assumptions on classical families
of priors.

2.3 Consistency of a graph estimator

Assumption (A4) is not needed to prove the consistency of a graph estimator designed as
follows. We define the loss function on the graph parameter: for a true value f?,

L(δ, f∗) =
X

kl

1δ?lk=01δ∗lk=1 + 1δlk=1{1δ∗lk=0 + 1δ∗lk=1F (⇢∗lk)}.

with F : R+ −! R+ non-increasing - for instance, a threshold function F (x) = 1x✏ with
✏ > 0. L(δ, f⇤) is designed to have a ”level of detection” - such as the parameter ✏ in the
previous example. The corresponding averaged risk after an observation of N writes:

r(δ,Π(.|N)) =

Z

F

L(δ, f⇤)dΠ(f⇤|N)

=
X

kl

1δlk=0Π(δ
⇤
lk = 1|N) + 1δlk=1 {Π(δ⇤lk = 0|N)

+ Π(δ⇤lk = 1|N)EΠ[F (⇢⇤lk)|N, δ⇤lk = 1]
 

.

Let δ̂Π(N) = argminδ r(δ,Π(.|N)) be the estimator minimizing the risk.

Proposition 2.3 Under Assumptions (A0)-(A2),

E0

h

{δ̂Π 6= δ0}
i

−−−!
T!1

0.

3 Posterior concentration rate in the general model

We extend the results by Donnet et al. [2] on the posterior concentration rate of the linear
Hawkes model to the non-linear model defined in the first section. The proof makes use
of the new results from the renewal framework by Costa et al. in [3].

For any interaction function h, we define the positive and negative parts as follows:

8t 2 [0, A], h(t) = max(h(t), 0)−max(−h(t), 0) := h+(t)− h−(t).

At the present time, we are able to determine an upper bound of the posterior concen-
tration rate for parametric interaction functions in the space of histograms with finite
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number of bins and rational coefficients. We define the spaces HJ and FJ as follows: for
any h = (hkl)1k,lK 2 HJ ,

8k, l hkl(t) =
J
X

j=1

!j
kl1Ij(t),

with J < 1, {Ij}Jj=1 a finite partition of [0, A].

FJ = {f = ((⌫k)
K
k=1, (hlk)

K
k,l=1); ⌫k > 0, 8k, (hlk)lk 2 HJ & 8k, l, sup

t
h−
lk(t) < ⌫k}.

Proposition 3.1 Suppose that f0 2 FJ and for all j = 1, . . . , J , !0j
kl are rational num-

bers, i.e. !
0j
kl =

pjkl
qjkl

, pjkl 2 Z and qjkl 2 N. Under Assumptions (A0-A3), the posterior

distribution concentrates at least at the rate ✏T in L1 and d1T metrics, i.e. for any sequence
wT −! 1,

E0 [Π(d1T (f, f0) > wT ✏T |N)] = o(1),

E0 [Π(kf − f0k1> wT ✏T |N)] = o(1).
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Résumé.
L’indice de Rand (en anglais ”Rand Index” – RI) mesure la similitude de deux clus-

terings en estimant la probabilité d’avoir une paire cohérente. Le RI dépend du nombre
de groups et est donc difficile à interpréter. Le RI ajusté (en bref ARI) contourne ce
problème en corrigeant ce qui se passerait si les deux clusterings étaient indépendants
(hypothèse nulle H0).

Le RI et l’ARI sont rarement présentés comme des estimateurs de la probabilité d’avoir
des paires cohérentes. Nous proposons ici une analyse statistique rigoureuse à l’aide d’un
modèle génératif multinomial sous H0 ou sour l’hypothèse alternative H1 de dépendance
entre les clusterings. En fait, sous H1, il n’est pas évident d’estimer ce qui se passerait
sous le H0 nul. En particulier, nous montrons que l’ARI est biaisé.

Keywords. Classification non-supervisée, Indice de Rand, Indice de Rand Adjusté

Abstract.
The Rand Index (RI) measures the similarity between two clusterings and estimates

the probability of having a coherent pair. The RI depends on the number of groups and
is therefore difficult to interpret. To overcome this issue the Adjusted RI (in short ARI)
corrects for what would happen if the two clustering were independent (referred to as null
hypothesis H0 hereafter).

The RI and ARI are rarely presented as estimators of the probability of having coherent
pairs, under the null or under the alternative (dependence between clustering, denoted
by H1). Here we propose a rigorous statistical analysis using a generative multinomial
model. In fact, under the alternative H1, it is not trivial to estimate what would happen
under the null H0. In particular, we show that the ARI is biased.

Keywords. Clustering, Rand Index, Adjusted Rand Index
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1 Introduction

Cluster comparison is a common issue in statistics. Many cluster comparison measures
have been proposed (Vinh et al., 2010), whereof one of the most popular ones is the Rand
index (RI) (Rand, 1971) and its adjusted variant (ARI) (Hubert and Arabie, 1985; Morey
and Agresti, 1984).

The RI tries to estimate the probability pS of having a coherent pair by counting the
number of coherent pairs, i.e., pairs of observations that are either in the same group in
both clusterings or in different groups in both clusterings.

The RI depends on the number of groups and is therefore difficult to interpret. To
overcome this issue the Adjusted RI (in short ARI) corrects for what would happen if
the two clustering were independent (referred to as null hypothesis H0 hereafter). This is
done by substracting an estimator of pSH0

, i.e., the value of pS when the two clusterings
are independent.

The RI and ARI are rarely presented as estimators of pS and pS −pSH0
and has pretty

much been derived as ad-hoc quantities. Here we propose a rigorous statistical analysis
of RI and ARI using a generative multinomial model to derive their bias regarding the
estimation of pS − pSH0

.

2 Statistical model

Notations and Settings. Let us consider two clustering C1 = {c11, c12, . . . c1K} and
C2 = {c21, c22, . . . c2L} composed by K and L groups of the same i = 1, . . . , n observa-
tions. The information is usually summarized in the contingency Table 1 representing the
number of observations nk` in group k in C1 and group ` in C2.

A natural probabilistic model to generate the nk` is the multinomial distribution with
probability πk` for each couple (k, `) such as

PK,L
k,` πk` = 1. We also define the marginal

probabilities of being in group k in C1 :
PL

` πk` = πk. and in group ` in C2 :
PK

k πk` = π.`.
The corresponding probability distributions are represented in Table 2.

C1!
C2

c21 c22 · · · c2L Sums
c11 n11 n12 · · · n1L n1.

c12 n21 n22 · · · n2L n2.
...

...
...

. . .
...

...
c1K n1K n2K · · · nKL nK.

Sums n.1 n.2 · · · n.L

PK,L
1 nk` = n

Table 1: Contingency Table between clusterings C1 and C2; each entry nk` corresponds
to the number of observations in group k in C1 and group ` in C2.
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C1!
C2

c21 c22 · · · c2L Sums
c11 π11 π12 · · · π1L n1.

c12 π21 π22 · · · π2L π2.
...

...
...

. . .
...

...
c1K π1L π2L · · · πk` πK.

Sums π.1 π.2 · · · π.L

PK,L
1 πk` = 1

Table 2: Probabilistic distribution πk` = P(i 2 c1k ∩ c2`)

People studying the (A)RI most often considered an hypergeometric model for nk`

under the null H0. Extending this to the alternative (here after noted H1) is not obvious.

Definitions of the (A)RI. Let Sij be a Bernoulli variable indicating whether (i, j) is
a coherent pair or not:

Sij =

8
<
:

1 if (i, j) are in the same group for C1 and C2

1 if (i, j) are not in the same group for C1 and C2

0 otherwise

The probability of having a consistent pair is set to P(Sij = 1) = pS and is obtained
from the πk` contingency table by

pS = 1 + 2

K,LX

k,`

π2
k` −

KX

k

π2
k. −

LX

`

π2
.`.

Note that under the null H0, this simplifies to

pSH0
= 1 + 2

K,LX

k,`

π2
k.π

2
.` −

KX

k

π2
k. −

LX

`

π2
.`

.
To estimate pS, the RI was initially introduced as the sum of coherent pairs among

the total number of pairs:

RI(C1, C2) =
nX

i<j

Sij

/✓
n

2

◆
.

For its computational simplicity, the RI is commonly presented as

RI(C1, C2) = 1 +


2

K,LX

k,`

✓
nk`

2

◆
−

KX

k

✓
nk.

2

◆
−

LX

`

✓
n.`

2

◆]/✓
n

2

◆
.
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The Adjusted Rand Index (ARI) is usually defined as (see Brennan and Light, 1974;
Hubert and Arabie, 1985)

ARI =
X

k,`

✓
nk`

2

◆/✓
n

2

◆
−

X

k

✓
nk.

2

◆X

`

✓
n.`

2

◆/✓
n

2

◆2

,

and can be viewed as an estimator of pS − pSH0
.

Under the multinomial model, we study the properties of the RI and the ARI as
estimators of pS, respectively pS − pSH0

under H0 or H1.

3 Statistical Inference

The natural estimator of pS is the RI. Indeed, by construction, the RI is unbiased, under
H0 or H1:

E(RI) = E

✓ nX

i<j

Sij

/✓
n

2

◆◆
=

✓
n

2

◆
E
(
Sij

)/✓n
2

◆
= P(Sij = 1) = pS.

In order to compute the ARI, we need an estimator of bpSH0
on top of the RI. Estimating

pSH0
is not trivial as in practise we do not observe a nk` contingency table under the null

H0 but rather under the alternative H1.
Here we consider the usual estimator pSH0

proposed by (Brennan and Light, 1974;
Hubert and Arabie, 1985), which is based on a hypergeometric distribution, assuming the
marginals of the nk` contingency table fixed:

bpSH0
= 1 +

2
(
n
2

)2
KLX

k`

✓
nk.

2

◆✓
n.`

2

◆
− 1(

n
2

)
 KX

k

✓
nk.

2

◆
+
X̀

`

✓
n.`

2

◆]
. (1)

We studied the statistical properties (bias and variance) of the RI and bpSH0
. In par-

ticular we get the following proposition that gives the expected value of bpSH0
.

Proposition 3.1. Suppose that the two clusterings C1 and C2 are drawn under the al-
ternative H1 (i.e. C1 and C2 are dependent) with the multinomial model. Then, we can
show that the expectation of estimator (1) is

EH1(bpSH0
) =

(n+ 1)(n− 2) + 8

(n− 1)2
+

n(2n− 3)− 1

n(n− 1)2

X

k

π2
k. +

X

l

π2
.`

]
+

8

n2(n− 1)2

✓
n

2

◆X

kl

π2
k` + 6

✓
n

3

◆X

kl

πk`π.`πk. + 6

✓
n

4

◆X

kl

π2
k.π

2
.`

#
.

Hence, EH1(bpSH0
) 6= pSH0

and bpSH0
is biased.
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To derive those results we re-formulated bpSH0
as a sum of Bernoulli variables.

Interestingly, we see that the expectation of bpSH0
is different from pSH0

. Thus the
usual estimator of the ARI is biased under a multinomial model.

In the rest of the presentation we will present numerical simulations illustrating this
bias under different cases of clustering dependence.
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Résumé. Les modèles de Machine Learning ont tendance à reproduire et à amplifier
les biais. Certaines techniques, s’appuyant sur la Fairness, permettent de lutter contre
ces biais. La Fairness est l’un des sous-thèmes du “Trustable Machine Learning”. Un
autre sous-thème est l’explicabilité. En Machine Learning, nous utilisons certaines tech-
niques souvent très fortement non linéaires. Comprendre le comportement des modèles
est une tâche compliquée. Dans cet exposé, nous utilisons un réseau advseraire issu de
la littérature pour limiter l’influence de certains paramètres sur un classifieur afin de
respecter les contraintes de Fairness. Nous mesurons le gain en Fairness par rapport à
un classifieur classique avec une métrique nommée la p-rule, avec des métriques basées
sur la distance entre deux distributions et avec la Differential Fairness. Pour avoir une
explication locale de la différence entre le classifieur classique et le classifieur adversaire,
nous calculons les valeurs de Shapley, une technique d’explication classique issue de la
théorie des jeux, dont la définition dépendra d’une population de référence, et non de la
prédiction moyenne comme il est souvent fait. Enfin, nous montrons l’apport du réseau
adversaire en termes de protection des données. Les travaux ont été réalisé dans le cadre
du projet H2020 SPARTA.

Mots-clés. Explainabilité, Fairness, Réseau adversaire, Valeur de Shapley

Abstract. Machine Learning models tend to reproduce and amplify biases. Some
techniques, relying on Fairness, allow to fight against these bias. Fairness is one of the
sub-topic of Trustable Machine Learning. Another sub-topic is explainability. In Ma-
chine Learning, we use some techniques often very strongly non-linear and understanding
models behavior is a hard task. In this talk, we will use an adversarial network coming
from literature to limit influence of some parameters on a classifier to achieve Fairness.
We will measure the gain of Fairness compared to a classifier with the base rate metric
named p-rule, with metrics based on the distance between two distributions and with the
Differential Fairness. To have local explanation of the difference between the classical and
the fair classifier, we will compute the Shapley Value, a classical explanation technique
coming from Game Theory, whose definition will depend on a reference population, and
not the average prediction as often seen. Finally, we will show the contribution in terms
of data protection of the fair classifier. This work is funded under the SPARTA H2020
project.

Keywords. Adversarial Network, Explainability, Fairness, Shapley Value
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1 Introduction

1.1 Fairness

Machine Learning models tend to reproduce and amplify biases. These biases can come
from the data: there are known biases such as selection bias when sampling is poor,
historical biases, for example when a population is disadvantaged, etc. There are also
biases that can come from algorithms: some recommendation algorithms lock people in
bubbles instead of offering them new possibilities, when data are unbalanced, etc. There
are several possible definitions of Fairness. First, we can wish that the model outputs
would be similar for two subpopulations. It is to be hoped that the errors in the model
will be similar for the different subpopulations. Finally, we can wish that two similar
individuals except the sub-population to which they belong receive similar treatment.

1.2 Explainability

In Machine Learning (ML), and more generally in artificial intelligence, we mainly focus
on performance. Highly non-linear models such as Random Forests, Gradient Boosting,
Deep Learning, etc. are often used. Generally, performance are satisfactory. However, we
are unable to explain how the model builds its decisions. This can be a problem, especially
when dealing with critical systems. There are several levels of explanation in ML models.
The first level is global: we want to understand the model general behavior and the
features impact on the model’s outputs. At local level, we explain why a prediction was
made for an observation. The explanation position has to be defined. Do we learn a
model that is interpretable by nature, like e.g. additive model ? Do we learn the model to
generate an explanation at the same time as we make a prediction (see e.g. Baratt, 2017)?
Does the explanation require an additional component, independent of the type of model
used (see e.g. Ribeiro et al, 2016)? Some objectives of explainability are to verify ML
functionality and increase confidence of users. Since these systems are used as decision
support, the task is to design an approach to optimize the relation between performance
boost provided by these systems and explainability of its decisions. This explainability
can be directed to the engineer developing these systems, to improve it, and the final users
of these systems who needs to understand the decisions made, for being more confident
in the results and enriching the by its business knowledge.

2 Fair Adversarial Network

2.1 Fairness measure

In this subsection, we give some classical measure of Fairness on a binary classification
task (see e.g. Friedler et al., 2018, Zafar et al., 2015). Note a binary class prediction
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Ŷ 2 {0, 1} and a binary sensitive attribute Z 2 {0, 1}. A base rate metrics measures
the change of models’ outputs according to a sensitive attribute. For instance, p%-rule is

given by min
⇣

P (Ŷ=1|Z=1)

P (Ŷ=1|Z=0)
, P (Ŷ=1|Z=0)

P (Ŷ=1|Z=1)

⌘

≥
p

100
2 [0, 1]. Group-conditioned accuracy metrics

measure the model’s errors according a sensitive attribute. For instance, the Z-accuracy
is given by P (Ŷ = y|Z = z, Y = y) 2 [0, 1]. The group-conditioned calibration measure
the label repartition knowing model prediction according to an attribute. For instance, Z-
calibration + is given by P (Y = 1|Z = z, Ŷ = 1) 2 [0, 1]. Individual-level discrimination
measure how the model handle one individual comparing the most similar individuals.
The consistency is given by 1 − 1

n

Pn
i=1

P

j2knn(i) |Ŷi − Ŷj| 2 [0, 1], where knn(i) are the
K-Nearest Neighbors of i.

Foulds and Pan (2018) proposes the Differential Fairness which states that a mech-
anism M(x) is ε-differentially fair in a framework (A,Θ), where A is the ensemble of
attributes to protect, if for all ✓ 2 Θ with x ⇠ ✓ and y 2 Range(M),

exp(−ε) 
PM,✓(M(x) = y|si, ✓)
PM,✓(M(x) = y|sj, ✓)

 exp(ε),

for all (si, sj) 2 A⇥ A, where P (si|✓) > 0, P (sj|✓) > 0.

2.2 Adversarial Network

Several techniques have been proposed to achieve Fairness. Some are based on regulariza-
tion methods: the direct and indirect information which rely to the sensitive attribute(s)
are penalized (see e.g. Raff et al., 2017). Some others techniques will use new represen-
tations that hide attribute, e.g. by Deep Learning (see e.g. Louizos et al., 2015). Some
others techniques introduce fairness constraint by modifying the inputs or the outputs of
the algorithms (see e.g. Kamiran et al., 2018).

We consider the adversarial network proposed by Louppe et al., 2017. They use this
architecture in context where they want to introduce independence between the outputs
of a classifier and some nuisance parameters. The overview of the architecture is given by
Figure 1. Our objective will be to use this architecture to make independent the outputs
of a classifier of constituent elements to a sub-population to be protected or to elements
which we wish that they cannot be revealed by the model’s outputs.
Note Ŷ classifier prediction based on input X, Y the true value and A the sensitive
attributes, ✓clf and ✓ad parameters of respectively the classifier and the adversarial net-
works, LossY (✓clf ) and LossA(✓clf , ✓ad) the loss of a pre-trained classifier and adversarial
networks.
During the iteration, the objective function given by Equation (1) is considered:

✓clf , ✓ad = argmin
✓clf

max
✓ad

(LossY (✓clf )− λLossA(✓clf , ✓ad)) . (1)
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Figure 1: Overview of adversarial network architecture of Louppe et al. (2017)

3 Shapley Value

3.1 Definition

Note v : 2N ! < such as v(;) = 0 and N a set of players. If S ⇢ N , v(S) is the amount of
wealth produced by S when they cooperate. The Shapley Value (see Shapley, 1953) is a
fair share of the global wealth v(N) produced by all players together, among themselves.

Φi(N, v) =
X

S⊂N\i

(card(N)− card(S)− 1)!card(S)!

card(N)!
(v(S [ i)− v(S)) .

The Shapley value is the only indicator that respects the four following properties:

• Additivity: Φi(N, v + w) = Φi(N, v) + Φi(N,w) for all i;

• Null player: if v(S [ i) = v(S) for all S ⇢ N\i then Φi(N, v) = 0;

• Symmetry: Φπi(⇡N, ⇡v) = Φi(N, v) for every permutation ⇡ on N ;

• Efficiency:
P

i∈N Φi(N, v) = v(N).

In Machine Learning, Shapley Value can be expressed according the Equation (2).

Φi =
X

S⊂F\i

(card(F )− card(S)− 1)!card(S)!

card(F )!
(fS∪i(xS∪i)− fS(xS)) , (2)

where fS(xS) =
R

f̂(x1, . . . , xp)dPx/∈S − EX

⇣

f̂(X)
⌘

, F the features set, S a subset of

features such as S ⇢ F , v(S) = fS(xS) = E(f̂(x|xS) = x∗

S, with x∗

S real value of the
features associate at the instance explained on features subset S.
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3.2 Approximation

The exact computation of the Shapley Value involves O(2p) calculations, which is very
quickly untractable to do. Some authors rewrite the Shapley Value problem as a weighted
least square optimization problem (see e.g. Lundberg and Lee, 2017; Aas et al., 2019).

Some authors use Monte Carlo techniques to approximate the Shapley Value (see e.g.
Strumbelj and Kononenko, 2014; Maleki et al., 2014). Maleki et al., 2014 proves the
good performance in terms of errors of Monte Carlo estimation of Shapley Value when
the variance or the range of the players’ marginal contributions is known.

3.3 Adaptation to a reference population

In classical application of Shapley Value, the reference population is the average prediction
and we measure the contribution of each feature to the difference between this prediction
and the prediction made for the instance. Merrick and Taly, 2019 propose a generalization
of this definition. In the game proposed, the amount of wealth produced by S when they
cooperate is written by:

vx,Dref (S) = ER∼Dref (f(z(x,R, S)))− ER∼Dref (f(R)) ,

where z : (x,R, S) 7! (z1, . . . , zp) with zi = xi⇥ ∈ +ri⇥ /∈ for all i 2 (1, . . . , p), Dref

a sampling distribution (e.g. uniform on the range of the features or a sampling from
features marginal distribution).

4 Application

During this talk, after introducing the fair adversarial network and the Shapley Value,
we will propose an illustration of the use of the Fair Adversarial Network on one use case
which could be on COMPAS dataset, a dataset of justice predictive where it exists some
known bias. We will compare the performance both in term of accuracy and in term of
Fairness. For Fairness evaluation, in addition to the p-rule and the Differential Fairness,
we will propose base rate metric based on the difference between two distributions which
that will solve the threshold problem of the p-rule. Assume we consider a case of binary
classification with Ŷ = 1 or 0 where a protected attribute A takes two modality: a1,
the discriminated modality, and a2. We can compute kernel estimator of the densities of
P (Ŷ = 1|A = a1) and P (Ŷ = 1|A = a2), and then compute the Kullback Leibler (KL)
divergence between the two estimated distributions. We compute the max between of the
two KL divergence when A = a1 and A = a2 are respectively the reference population.
Another metric consists to compute the Kolmogorov-Smirnov statistic between the two
empirical distributions. Last metric we propose is to compute the Dynamic Time Warping
distance between (p(1), . . . , p(n1)) and (q(1), . . . , q(n2)), where for all i 2 {1, . . . , n1}, p(i)
(resp. for all i 2 {1, . . . , n2}, q(i)) is the statistic of order i of the probability predicted
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by the classifier for the instance such as A = a1 (resp. the probability predicted by the
classifier for the instance such as A = a2), with n1 (resp. n2) the cardinal of the instances
which have a1 modality (resp. a2 modality). Thanks to the Shapley Value, we will explain
the difference between a classical classifier, which has no Fairness constraint, and the Fair
classifier. Moreover we will illustrate the contribution in terms of data protection made
possible by the Fair Adversarial Network.
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Résumé. Dans ce document, on propose une méthode pour construire des estimateurs

robustes pour des processus déterministes par morceaux markoviens (PDMP) qui repose

sur la théorie de renouvellement des châınes de Markov et la technique de bootstrap par

blocks approximativement régénératifs introduite dans [1] et [2], qui consiste à éliminer

les blocks ayant soit une contribution, soit une longueur trop importante sur la statistique

d’intérêt. Dès lors, on peut construire des estimateurs robustes pour la châıne de Markov

immergée, ce qui, en explicitant un lien entre le processus à temps continu et cette dernière,

donne lieu à des estimateurs robustes pour le PDMP. On met en avant l’applicabilité de

cette méthode en proposant des estimateurs robustes de la mesure stationnaire de deux

processus en théorie du risque : le modèle de Sparre Andersen avec une barrière et le

modèle de pharmacocinétique KDEM étudié dans [3].

Mots-clés. PDMP, estimateurs robustes, châınes de Markov, théorie du risque, re-

nouvellement

Abstract. In this document, we propose a method to build robust estimators for

PDMPs, which is of particular interest when the underlying process is contaminated by

outliers. The aforementioned method relies on a renewal theory for Markov chains and

further developments of the approximate regenerative block bootstrap method introduced

in [1] and [2], i.e. we eliminate blocks having either too much contribution to the statis-

tics of interest or having a too large length and we build efficient robust estimators for

the embedded Markov chain associated to the PDMP. Relating the properties of the un-

derlying process and its embedded chain, this leads to robust estimators for the PDMP.

To highlight the applicability of the method, we consider robust estimators of the sta-

tionary measure of PDMPs in risk theory: the Cramér-Lundberg model with a dividend
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barrier and the Kinetic Dietary Exposure Model used in modeling pharmacokinetics of

contaminants studied in [3].

Keywords. PDMP, robust estimators, Markov chains, risk theory, renewewal prop-

erties

1 The framework

Throughout the document, all the random variables are defined on a probability space

(Ω,F ,P). Moreover, we assume that

(H1): (Wi)i2N are i.i.d. nonnegative r.v’s with a common mean γ and the c.d.f. FW .

(H2): (∆Ti)i2N⇤ is an i.i.d. sequence of a.s. positive r.v.’s with the c.d.f. H independent

of the sequence (Wi)i2N. We assume λ = E[∆T1] < 1 and V ar[∆T1] < 1.

(H3): (Ti)i2N, defined for all i ≥ 1 by Ti =
Pi

k=1 ∆Tk forms an increasing sequence of

r.v’s. By convention, we set T0 = 0.

(H4): The counting process {(N(t)}t≥0 defined by N(t) := # {i 2 N⇤ : Ti  t} for t ≥ 0 is

a renewal process and A(t) = t− TN(t) is the backward recurrence time.

We start by defining two models in risk theory for which we will propose robust estimators

for the stationary measure later on.

Example 1: The Sparre Andersen model with a dividend barrier d > 0 (S.A.D.B)

models the reserve of an insurance company through time when dividends are paid out

whenever the surplus level attains the threshold d. The claims Wi’s arise at T0, T1, . . . and

the∆Ti’s are the periods between claims, see [4]. DenotingX(t) (resp. XTN(t)
= X(TN(t)))

the reserve of an insurance company at time t ≥ 0 (resp. at the latest claim before t), it

is defined by

X(t) = min(d,XTN(t)
+ cA(t)), t ≥ 0. (1.1)

The process X ⌘ X(t) is a PDMP and the analysis of its long-term behavior boils

down to investigating the properties of the embedded Markov chain X̃ = (Xn)n≥1, which

corresponds to the PDMP X evaluated on the claim instants Xn = X(Tn) for all n ≥ 1

and is defined as

Xn+1 = (Xn + Zn+1)I(Xn+c∆Tn+1<d) + (d−Wn+1)I(Xn+c∆Tn+1≥d),
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where (Zi)i2N is defined for i ≥ 0 by Zi = c∆Ti −Wi and for which we assume E[Zi] > 0.

The limiting behavior of X is represented by a stationary probability measure µ that

describes the equilibrium state to which the process settles as time goes to infinity. µ

is hardly tractable in general but one solution is to find a link between µ and µ̃, the

stationary measure of the embedded chain X̃ ⌘ Xn which is easier to handle. Under

(H1)-(H4), one may show that X(t) has an absolutely continuous limiting probability

distribution µ given by

µ([−1, v[) = λ−1

Z v

−1

Z 1

0

max

✓
t,
v − x

c

◆
µ̃(dx)H(dt), 1 < v  d. (1.2)

Example 2. The KDEM for Kinetic Dietary Exposure Model studied in [3] models the

evolution of a contaminant in the human body through time. Here the Wi’s correspond to

contaminated intakes occuring at Ti’s and ∆Ti’s are understood as the durations between

the (i− 1)-th and the i-th intake. Keeping on the same notation except that now X(t) is

the total body burden of a chemical at the instant t ≥ 0, it is defined as

X(t) = XTN(t)
⇥ e−ωA(t).

The bivariate process {(X(t), A(t))}t≥0 is a PDMP and looks similar to the S.A.D.B de-

fined in (1.1) except that it is reversed, there is a natural barrier at 0 and the deterministic

motion is not anymore linear but exponential. The embedded chain of X is defined by

the stochastic recurrence equation

Xn+1 = Xn ⇥ e−ω∆Tn+1 +Wn+1, n ≥ 0.

Under (H1)-(H4) and the additional assumption E[log(max(1,W1))] < 1, [3] have related

the continuous-time process X with the embedded chain X̃ by means of their stationary

distributions as follows

µ([u,1[) = λ−1

Z 1

u

Z 1

0

(
t ^ ω−1 log(x/u)

)
µ̃(dx)H(dt), u > 0.

2 Robustness for risk measure of PDMP

In most of the risk models, µ is itself a bounded functional of µ̃ so one may construct a

robust estimator of µ by just plugging the expression of a robust estimator of µ̃ for which
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we can most of the time easily get an explicit formulae. Indeed, from the Kac’s theorem,

µ̃ can be written as a functional of the distribution of the blocks:

Fµ̃(y) =
EA

(PτA
i=1 I{Xi≤y}

)

EA[⌧A]

where A (resp. ⌧A) is the atom (resp. the regenerative time) of the Markov chain.

Let M > 0. Consider the robustified version of this c.d.f., which is simply obtained

by eliminating too large blocks and given by

F̃L,M(y) =
EA

⇥(PτA
i=1 I{Xi≤y}

)
I{τA≤M}

⇤

EA[⌧AI{τA≤M}]
.

A straightforward computation of the influence function of F̃L,M(y) leads to the ex-

pression

F̃
(1)
M (b, y,L) =

PL(b)
i=1

(
I{bi≤y} − Fµ(y)

)
I{L(b)≤M}

EA[⌧AI{τA≤M}]
, 8b 2 T = [n≥1R

n.

From this expression, we deduce that

kF̃L,M − Fµk1 = sup
y

|FL,M(y)− Fµ(y)| ! 0

a.s. when M ! 1. When k · k = k · k1, its gross-error sensitivity is bounded by

M/EA[⌧AI{τAM}]. It follows that the plug-in estimator of this quantity is given by

F̃L,M,n(y) =

Pln−1
i

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{Xjy}I{τA(i+1)−τA(i)M}

Pln−1
i=1 (⌧A(i+ 1)− ⌧A(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

.

A robust estimator of µ is obtained by plugging F̃L,M,n as it is illustrated in the following

two examples.

Example 1. The stationary distribution µ of the S.A.D.B. defined in (1.2) may be

also rewritten as a functional of the blocks :

µ([−1, v[) = λ−1

Z v

−1

Z 1

0

✓
t ^

v − x

c

◆
EA [

PτA
i=1 δXi

(dx)]

EA[⌧A]
H(dt)

=
1

λEA[⌧A]
EA

 
τAX

i=1

Z 1

−1

I{xv}

Z 1

0

✓
t ^

v − x

c

◆
δXi

(dx)H(dt)

!
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=
1

λEA[⌧A]
EA

 
τAX

i=1

I{Xi≤v}

Z 1

0

✓
t ^

v −Xi

c

◆
H(dt)

!
.

Its robustified version is given by

µ([−1, v[) = λ
−1

Z v

−1

Z 1

0

✓
t ^

v − x

c

◆
EA

⇥
(
PτA

i=1 δXi(dx)}) I{τAM}

⇤

EA[τAI{τAM}]
H(dt)

=
1

λEA[τAI{τAM}]
EA

 
τAX

i=1

I{Xiv}

Z 1

0

✓
t ^

v −Xi

c

◆
I{τAM}H(dt)

!

and can be estimated by the robust plug-in estimator

bµn([−1, v[)

= λ
−1

Z v

−1

Z 1

0

✓
t ^

v − x

c

◆
F̃L,M,n(dx)H(dt)

= λ
−1

Z v

−1

Z 1

0

✓
t ^

v − x

c

◆ Pln−1
i

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 δXj (dx)I{τA(i+1)−τA(i)M}

Pln−1
i=1 (τA(i+ 1)− τA(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

H(dt),

=

Pln−1
i

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{τA(i+1)−τA(i)M}I{Xiv}

R1

0

⇣
t ^

v−Xj

c

⌘
H(dt)

λ
Pln−1

i=1 (τA(i+ 1)− τA(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

.

In particular, if the ∆Ti’s are exponential we have

Z 1

0

✓
t ^

v −Xj

c

◆
H(dt) = λ

✓
1− exp

✓
−
(v −Xj)

λc

◆◆
.

It follows that the estimator is essentially a mean of λ
⇣
1− exp

⇣
−

(v−Xj)

λc

⌘⌘
over the X 0

is

lower than ⌫ which belongs to blocks with length smaller than M that is

bµn([−1, v[) =

Pln−1
i

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{τA(i+1)−τA(i)M}I{Xiv}

⇣
1− exp

⇣
−

(v−Xj)

λc

⌘⌘

Pln−1
i=1 (⌧A(i+ 1)− ⌧A(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

.

Note that the plug-in (non robust) estimator of µ in that case is simply

µn([−1, v[) = 1− n−1

nX

i=1

exp

✓
−
(v −Xj)

λc

◆
I{Xiv}.

It is clear that this estimator is not robust to the presence of a large contaminated block.
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Example 2. Similarly, in the KDEM model, using Kac’s representation, we have the

expression of the stationary measure of the continuous process given by

µ([u,1[) = λ−1

Z 1

u

Z 1

0

(
t ^ ω−1 log(x/u)

) EA (
PτA

i=1 δXi
(dx))

EA[⌧A]
H(dt), u > 0,

and the robust estimator is thus given by

bµn([u,1[) = λ−1

Z 1

u

Z 1

0

(
t ^ ω−1 log(x/u)

)
F̃L,M,n(dx)H(dt)

=

Pln−1
i=1

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{τA(i+1)−τA(i)≤M}

R1
u

R1
0

(t ^ ω−1 log(x/u)) δXj
(dx)H(dt)

λ
Pln−1

i=1 (⌧A(i+ 1)− ⌧A(i)) I{τA(i+1)−τA(i)≤M}

=

Pln−1
i

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{τA(i+1)−τA(i)≤M}I{Xj≥u}

R1

0
(t ^ ω−1 log(Xj/u))H(dt)

λ
Pln−1

i=1 (⌧A(i+ 1)− ⌧A(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

.

Again, in the exponential inter-arrival case, we have the expression
Z 1

0

(
t ^ ω−1 log(Xj/u)

)
H(dt) = λ

(
1− (Xj/u)

−1/(ωλ)
)
.

Notice that in that case, the (non robust) plug-in estimator of µ([u,1[) is of the form

µn([u,1[) =
1

n

nX

i=1

I{Xj≥u}

(
1− (Xj/u)

−1/(ωλ)
)
.

The robust estimator is simply the version of its mean only over the X 0
is which do not

belong to large blocks, i.e.

bµn([u,1[) =

Pln−1
i=1

PτA(i+1)
j=τA(i)+1 I{τA(i+1)−τA(i)M}I{Xj≥u}

(
1− (Xj/u)

−1/(ωλ)
)

Pln−1
i=1 (⌧A(i+ 1)− ⌧A(i)) I{τA(i+1)−τA(i)M}

.
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Résumé. Face à une grande masse de données dont on veut apprendre certains
paramètres d’un modèle sous-jacent, une solution possible pour accélérer l’apprentissage
est l’échantillonnage: garder uniquement une partie des données et estimer la solution du
problème initial en apprenant uniquement sur ce petit sous-ensemble. Les coresets sont
de tels sous-ensembles qui, étant donnée une certaine tâche d’apprentissage, garantissent
que l’estimation obtenue sur ce sous-ensemble est une bonne approximation de ce qu’on
aurait obtenu sur le grand jeu initial de données, à une erreur relative près. Une des di-
rections de l’état de l’art pour générer de tels coresets est d’échantillonner aléatoirement
des éléments du jeu initial de manière iid, via une densité de probabilité particulièrement
bien choisie (proportionnelle à une métrique appelée “sensitivité”). Les sous-ensembles
obtenus par échantillonnage indépendent souffrent néanmoins de redondance: nous ex-
plorons ici comment les processus ponctuels déterminantaux, grâce entre autres à leur
capacité à conserver la diversité d’un jeu de données, peuvent apporter des améliorations
aux théorèmes iid existants.

Mots-clés. Processus ponctuels déterminantaux, coresets, apprentissage

Abstract. When faced with a data set too large to be processed all at once, an
obvious solution is to retain only part of it. In practice this takes a wide variety of dif-
ferent forms, and among them “coresets” are especially appealing. A coreset is a (small)
weighted sample of the original data that comes with the following guarantee: a cost
function can be evaluated on the smaller set instead of the larger one, with low relative
error. For some classes of problems, and via a careful choice of sampling distribution
(based on the so-called “sensitivity” metric), iid random sampling has turned to be one of
the most successful methods for building coresets efficiently. However, independent sam-
ples are sometimes overly redundant, and one could hope that enforcing diversity would
lead to better performance. The difficulty lies in proving coreset properties in non-iid
samples. We show that the coreset property holds for samples formed with determinantal
point processes (DPP). DPPs are interesting because they are a rare example of repulsive
point processes with tractable theoretical properties, enabling us to prove general coreset
theorems.

Keywords. Determinantal point processes, coresets, learning
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1 Introduction

Considérons une tâche d’apprentissage à résoudre sur une grande masse de données. Une
des solutions possibles pour accélérer le processus d’apprentissage quand les données sont
trop volumineuses est l’échantillonnage: garder uniquement une partie de l’information,
jeter le reste, et estimer la solution du problème initial en apprenant seulement à partir de
l’information conservée. Pour fixer les idées, supposons que X = {x1, x2, . . . , xn} est un
grand ensemble de n points dans Rd: c’est le corpus initial à échantillonner. Supposons
que nous cherchons à résoudre un problème d’apprentissage sur X qui consiste à trouver
le paramètre (ou jeu de paramètres) ✓ qui minimise une fonction de coût définie sous la
forme particulière suivante:

L(X , ✓) =
X

x2X

f(x, ✓)

où f est une fonction à valeurs dans R+. De nombreux problèmes classiques
d’apprentissage s’écrivent sous cette forme, notamment k-means, la régression linéaire
ou logistique, les machines à vecteurs de support, l’approximation en rang bas de matri-
ces, etc. À titre d’exemple, pour k-means, le jeu de paramètres ✓ est un ensemble de k
centröıdes en dimension d: ✓ = {c1, . . . , ck} et la fonction de coût s’écrit:

L(X , ✓) =
X

x2X

min
c2✓

||x− c||2.

Un objectif usuel en apprentissage est de calculer ✓opt = argmin✓ L(X , ✓). Ce problème
de minimisation (ou même les heuristiques habituellement utilisées pour le résoudre ap-
proximativement) peut s’avérer trop lourd à calculer quand la taille n du jeu de données
grandit. Un coreset est un sous-ensemble S des points de X pour lequel il est garanti que
la solution du problème de minimisation sur S est une bonne estimation de ✓opt, à une
erreur relative près. La litérature existante trâıte de différentes techniques pour obtenir
de tels coresets: de manière aléatoire ou déterministe, en cherchant à minimiser la taille
du coreset ou bien en mettant plus l’accent sur l’efficacité de l’échantillonnage, etc. (voir
par exemple la revue récente des techniques coresets Munteanu (2018))

Parmi les di↵érentes directions explorées par la communauté, l’échantillonnage iid avec
remise a le double avantage de produire des coresets qui sont de petite taille et rapides
à échantillonner (une fois que l’on connâıt la bonne distribution de probabilité à utiliser,
qui elle peut s’avérer difficile à calculer). Les sous-ensembles obtenus par échantillonnage
indépendent sou↵rent néanmoins de redondance. En e↵et, une fois que l’on a échantillonné
un élément x de X , rien ne nous empêche d’échantillonner un voisin y arbitrairement
proche de x, qui n’apporterait pas d’information nouvelle à S.

Nous explorons ici comment les processus ponctuels déterminantaux, grâce entre
autres à leur capacité à conserver la diversité d’un jeu de données, peuvent apporter
des améliorations aux théorèmes iid existants; et conséquemment inspirer de meilleurs
algorithmes pour produire des coresets plus performants.
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2 Coresets: définitions et état de l’art

Tout d’abord, précisons certaines notations. Notons S = {xs1 , . . . , xsm} un sous-ensemble
de X de taille m (possiblement avec des répétitions). A chaque élément xs de S on
associe un poids non-négatif !(xs) 2 R+. On associe à un tel sous-ensemble pondéré S
une fonction de coût estimée L̂:

L̂(S, ✓) =
X

xs2S

!(xs)f(xs, ✓).

Définition Soit ✏ 2]0, 1[. Un sous-ensemble pondéré S est un ✏-coreset pour la fonction
de coût L si, pour tout paramètre ✓, le coût estimé est égal au vrai coût à une erreur
relative près:

8✓
∣

∣

∣

∣

∣

L̂

L
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

6 ✏.

Cette définition est très contraignante1 dans la mesure où l’erreur doit être contrôlée
pour tout ✓. Son intérêt vient des propriétés suivantes. Notons ✓̂opt = argmin✓ L̂(S, ✓) le
paramètre optimal de la fonction de coût estimée L̂. Si S est un ✏-coreset pour L, on a:

(1− ✏)L(X , ✓opt) 6 (1− ✏)L(X , ✓̂opt) 6 L̂(S, ✓̂opt) 6 L̂(S, ✓opt) 6 (1 + ✏)L(X , ✓opt)

i.e., le coût estimé sur le coreset en ✓̂
opt est une approximation contrôlée (à une erreur

relative ✏ près) du coût qu’on aurait obtenu sur X en ✓
opt. Si bien que si L a un minimum

suffisamment marqué autour de ✓opt, alors ✓̂opt s’avèrera être une très bonne approximation
de ✓opt. En d’autres termes, lancer un algorithme d’optimisation sur le coreset S donnera
un résultat qui est une approximation contrôlée du vrai résultat (qu’on aurait obtenu en
lançant l’algorithme sur l’ensemble des données). Une fois un coreset identifié, et pour
autant que le coreset soit de petite taille, les gains en temps de calcul (pour résoudre
le problème d’optimisation) peuvent être immenses! Avant d’évoquer l’état de l’art puis
notre contribution dans ce domaine, définissons le concept de sensitivité.

Définition La sensitivité d’un élément xi de X pour la fonction de coût L est:

σi = max
✓

f(xi, ✓)

L(X , ✓)
2 [0, 1].

La somme de toutes les sensitivités est notée S =
P

i σi.

L’état de l’art pour trouver des coresets est (entre autres) l’échantillonnage iid selon
une densité de probabilité bien particulière. En e↵et, on a le théorème suivant:

1Il existe une version plus faible de cette définition, que nous ne considérerons pas, où il suffit que
l’erreur soit contrôlée autour de θ = θopt
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Théorème [Coresets avec échantillonnage iid, voir Langberg (2010) ou Bachem (2017)]
Soit p 2 [0, 1]n une distribution de probabilité définie sur l’ensemble des points de X avec
pi la probabilité d’échantillonner xi et

P

i pi = 1. Tirer aléatoirement m échantillons avec
remise suivant p. Associer à chaque échantillon xs un poids2 !(xs) = 1/mps. Le sous-
ensemble pondéré obtenu est un ✏-coreset avec probabilité supérieure à 1 − δ si m > m⇤

avec:

m⇤ = O
 

1

✏2

✓

max
i

σi

pi

◆2

(d0 + log (1/δ))

!
,

où d0 est la pseudo-dimension (une généralisation de la dimension de Vapnik-
Chervonenkis) de Θ, l’espace des paramètres. La distribution de probabilité optimale
qui minimise m⇤ est pi = σi/S. Dans ce cas, la propriété coreset est vérifiée pour

m > O
⇣

S2

✏2
(d0 + log (1/δ))

⌘
.

À titre d’exemple, dans le contexte de k-means, d0 = dk log k et S = O(k), si bien qu’il

suffit de m = O
⇣

dk3 log k
✏2

⌘
échantillons pour avoir un coreset avec grande probabilité: la

taille du coreset minimal est indépendante de n! Cependant, ce remarquable résultat est
rendu possible en relègant toute la difficulté du problème dans le calcul de la sensitivité, qui
s’avère difficile3. En pratique, la communauté a développé des techniques d’encadrement
des σi pour passer outre leur calcul exact, au prix de theorèmes –et donc d’algorithmes–
moins puissants (voir par exemple Bachem (2017)).

3 Processus ponctuels déterminantaux: définitions

et application aux coresets

L’idée générale de nos travaux est de passer d’une stratégie d’échantillonnage aléatoire
iid à une stratégie avec dépendance pour éviter la redondance typique des sous-ensembles
obtenus par tirage indépendant, et donc espérer générer des coresets de plus petite taille.
Intuitivement, pour le problème coreset, nous avons envie d’un échantillonnage répulsif: si
un élément x est échantillonné nous n’avons pas envie d’échantillonner un autre élément de
X qui soit trop proche de x. Les stratégies d’échantillonnage répulsif sont très nombreuses.
En revanche, il en existe très peu qui soient répulsives et tractables analytiquement (par
exemple de constante de normalisation connue, de probabilités marginales à tous les ordres
connues, etc.): les processus ponctuels déterminantaux (on utilisera le sigle anglais DPP)
combinent ces deux propriétés, et c’est pourquoi nous les considérons.

2le lecteur reconnâıtra les poids usuels de l’échantillonnage par importance, qui assurent E(L̂) = L.
3avant nos travaux, la sensitivité n’avait même pas de forme analytique connue dans aucune des

applications classiques mentionnées en introduction. Nous n’en parlerons pas ici mais les lemmes 23 et 25
de notre article Tremblay (2019) donnent la forme analytique de la sensitivité pour le problème 1-means
ainsi que pour la régression linéaire.
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L’objet central des DPPs est appelé L-ensemble, et n’est rien d’autre qu’une matrice
semi-définie positive L 2 Rn×n (à ne pas confondre avec la fonction coût L), que l’on
supposera symmétrique ici. On écrit ses valeurs propres 0 6 λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn. Dans la
suite, nous notons 2[n] l’ensemble de tous les sous-ensembles des n premiers entiers.

Définition Considérons un processus ponctuel, i.e., un processus qui tire aléatoirement
un élément S 2 2[n]. Il est déterminantal avec L-ensemble L si

P(S) = det(LS)

det(I+ L)
,

où LS est la restriction de L aux lignes et aux colonnes indexées par S.
Les quelques propriétés suivantes sont bien connues, voir Kulesza (2012) pour des détails.
Tout d’abord, la normalisation est bien correcte:

P

S det(LS) = det(I+ L). Aussi, toutes
les probabilités d’inclusion, à tous les ordres, sont explicites:

8A 2 2[n] P(A ⊆ S) = det(KA)

où K = L(I + L)−1 ∈ Rn×n est appelé noyau marginal. En particulier, la probabilité
d’échantillonner i, que l’on note génériquement ⇡i, vaut simplement Kii. En outre, le
caractère répulsif des DPPs est visible par exemple en considérant la probabilité jointe de
tirer deux éléments i et j: P({i, j} ⊆ S) = det(K{i,j}) = ⇡i⇡j − K

2
ij 6 ⇡i⇡j la probabilité

jointe du processus de Poisson (indépendant) associé.
On peut également mentionner que le nombre d’éléments d’un DPP est lui-même

aléatoire et distribué selon une somme indépendante de n lois de Bernoulli de paramètres
{ λi

1+λi
}. Dans de nombreux cas pratiques, l’utilisateur préfère spécifier de manière

déterministe le nombre d’échantillons, ce qui a ammené à la définition des m-DPPs: des
DPPs conditionnés à échantillonner m éléments. Lesm-DPPs sont plus utiles en pratique.
En revanche, ils sont moins tractables. En particulier, il n’existe plus en général de noyau
marginal pour calculer les probabilités d’inclusion. Dans d’autres travaux, voir Barthelmé
(2019), nous avons développé des techniques approchées pour les calculer efficacement.

Nous terminons cette suite de définitions avec les DPPs de projection:

Définition Un DPP de projection est un m-DPP dont le L-ensemble est une projection
de rang m: L = UU

>, où U ∈ Rn×m vérifie U
>
U = Im.

Lemme Un DPP de projection de L-ensemble L est aussi un DPP, de noyau marginal L.

Ce lemme, issu de Barthelmé (2019), explique pourquoi les DPPs de projection sont des
objets très utiles: ils ont à la fois le côté pratique des m-DPPs (un nombre d’échantillons
fixe) et la simplicité analytique des DPPs (par exemple ⇡i est simplement Lii, i.e., la
somme des carrés de la i-ème ligne de U).

Dans Tremblay (2019), nous détaillons un ensemble de résultats sur l’utilisation
des DPPs au problème des coresets, dont nous reportons ci-dessous un seul morceau

5
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choisi. Nous notons L̂iid l’estimateur de L associé au sous-ensemble S, obtenu par
échantillonnage iid de m éléments selon une densité de probabilité p et pondéré par
les poids d’échantillonnage d’importance, comme expliqué dans le théorème de la section
précédente. Nous comparons cet estimateur avec l’estimateur L̂ associé au sous-ensemble
S obtenu par DPP de projection de L-ensemble L = UU

> où U 2 Rn×m est tel que
i/ U

>
U = Im (pour que le DPP associé soit bien un DPP de projection), ii/ la proba-

bilité marginale d’échantillonner i, ⇡i = Lii =
P

j U
2
ij, est fixée

4 à mpi (cela permet de se
comparer équitablement au cas iid). On montre dans Tremblay (2019) qu’un tel U existe
nécessairement, et qu’il en existe en général de nombreux. On a:

Théorème La variance de l’estimateur L̂ est nécessairement inférieure à celle de
l’estimateur iid équivalent. En particulier:

8✓ 2 Θ Var(L̂) = Var(L̂iid)−
m− 1

m

∥

∥

∥

∥

∥

X

i

f(xi, ✓)

mpi
ṽi

∥∥∥∥∥

2

,

où ṽi 2 Rm2−m est le vecteur diagramme (cf. Copenhaver (2014)) de la i-ème ligne de U.

En d’autres termes, il est toujours préférable d’échantillonner des coresets via un DPP
de projection que de manière iid. Ce résultat se décline de différentes manières, par exem-
ple via des théorèmes coresets généraux de la forme de celui présenté plus haut. En con-
trepartie d’une meilleure performance des DPPs (vérifiée expérimentalement également),
échantillonner un DPP est plus coûteux algorithmiquement qu’échantillonner de manière
iid. En effet, dans le cas d’un DPP de projection de rang m, le coût d’échantillonnage
coûte O(nm2). Nous pointons le lecteur intéressé à notre article Tremblay (2019) pour
de plus amples détails.
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On the Distribution of the Weighted Sum of
Chi-Squared Variables

Ayşe Ünsal & Raymond Knopp
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Résumé. Cet article prsente la densité (p.d.f.) et la fonction de répartition (c.d.f.)
dune somme de variables alatoires chi-carré indépendantes centrales pondérées par des
poids non-nuls. La méthode utilise les fonctions génératrices de moments. Pour obtenir
le p.d.f. et c.d.f. d’une telle somme, nous dérivons d’abord la fonction génératrice de
moments de cette somme pondérée en utilisant le développement de fraction partielle
et la méthode des résidus. Les résultats couvrent les sommes de deux et trois variables
aléatoires chi-carré pondérées, et se généralise facilement pour des cas plus généraux.

Mots-clés. Fonction génératrice des moments, chi-carré, décomposition en fractions
partielles

Abstract. This paper presents the probability distribution function (p.d.f.) and
cumulative distribution function (c.d.f.) of the weighted sum of central independent
chi-squared random variables with non-zero weighs based on a method using moment
generating functions. To obtain the p.d.f. and c.d.f. of such a function, we first derive
the moment generating function of this weighted sum using the partial fractions decom-
position or the residue method. The results cover the sum of two and three weighted
chi-squared random variables, which can easily be adapted to more general cases.

Keywords. moment generating function, chi-squares, partial fractions, residue method

1 Introduction

Statistical distributions come up in various application areas of the probability theory.
Information theory, which studies and analyzes the fundamental limits of communication
systems through probabilistic tools, is one of these areas where mathematical statistics
plays an important role. For instance, in network information theory, where the commu-
nication system is composed of multiple transmitters, multiple receivers or both, following
normal distributions with various parameters, information theorists encounter a distribu-
tion in the form of a finite linear combination of independent central chi-square random
variables in their analyses.
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In this work, we focus on the derivation of the p.d.f. and c.d.f. for such a linear
function defined as follows

f(x) =
X

j

λjµ
2
(nj)

, for j = 2, 3, · · · (1)

where µ2
(nj)

’s denote independent chi-squared random variables with n degrees of freedom
and λj’s are non-zero and real factors. In this paper, we derive the exact distribution of
(1) for j = 2 and j = 3, through translating this expression into a sum of partial fractions.
This method can easily be generalized to any value of j.

1.1 Related Work

In [3], the authors present the cumulative distribution function of a linear combination
of independent central chi-square random variables through translation of its moment
generating function into an infinite gamma series. The main difference between [3] and the
current work is that in (1) the weighs represented by the terms λj’s are not limited to be
positive. A less recent work on the same problem in [1], considers the case where

P

λj = 1
in addition to the condition of positive factors. [2] however, focuses on the distribution
of the quadratic forms defined as

Pn
i=1 λj(µj,i + aj,i)

2 where aj,i > 0. In [2], the authors
propose significance points for several values of j and present two new approximations
using the first three and four moments of the considered quadratic form. [4] and [5] are
focused on series representations of quadratic forms for the vector consisting multivariate
normal variables in different scenarios. In a quite related and rather recent study [6],
the authors characterize the distribution of positive quadratic forms of normal random
variables deriving Laguerre expansions for the probability and cumulative distribution
functions which is based on the inverse Laplace transforms.

2 The Partial Fractions of the Moment Generating

Function

The random variables denoted µ2
(nj)

in (1) has the following moment generating function
of the chi-squared distribution with n degrees of freedom

M(t) = (1− 2t)−n/2. (2)

The sum of chi-squared variables that are weighted by the eigenvalues of the quadratic
forms as given by (1) may occur in various scenarios one of which is the derivation of
the mutual information function for finite n. When the weighs (i.e., λj’s) are equal to 1,
sum of the chi-squared variables correspond to a gamma distribution with n/2 degrees of
freedom. Here we have a special case of the gamma distribution since some of the factors

2
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are allowed to be negative and the gamma distribution is defined positive. Let us consider
the simplest scenario for j = 2, the corresponding moment generating function of the sum
of two chi-squared distributed variables with weighs denoted by λ1 and λ2 is given as

Mg(t) = [1− 2λ1t]
−n/2[1− 2λ2t]

−n/2 (3)

One could imagine Mg(t) in a form of the sum of partial fractions as follows

Mg(t) =
n
X

i=1

(

Ai[1− 2λ1t]
−n/2+i−1 +Bi[1− 2λ2t]

−n/2+i−1
)

(4)

Multiplying both sides of (4) by [1− 2λ1t]
n/2, we have

Mg(t)[1− 2λ1t]
n/2 =

n
X

i=1

(

Ai[1− 2λ1t]
i−1 +Bi[1− 2λ1t]

n/2[1− 2λ2t]
−n/2+i−1

)

(5)

Taking the derivatives of both sides of (5) upto i − 1, the partial fraction coefficients Ai

and Bi are respectively derived as follows.

Ai =
(−2λ1)

1−i

(i− 1)!

di−1

dti−1
[1− 2λ1t]

n/2Mg(t)

∣

∣

∣

∣

t=1/2λ1

=
(λ1/λ2)

1−i

(i− 1)!

 
i−1
Y

j=1

−n

2
− (j − 1)

!
(1− λ2/λ1)

−n/2−i+1 (6)

Bi =
(−2λ2)

1−i

(i− 1)!

di−1

dti−1
[1− 2λ2t]

n/2Mg(t)

∣

∣

∣

∣

t=1/2λ2

=
(λ2/λ1)

1−i

(i− 1)!

 
i−1
Y

j=1

−n

2
− (j − 1)

!
(1− λ1/λ2)

−n/2−i+1 (7)

The resulting probability distribution and cumulative distribution functions for j = 2 and
x ≥ 0 are

f2(x) =
n
X

i=1

 
Ai

Γ
(

n
2
− i+ 1

)

(2λ1)
n
2
−i+1

e
− x

2λ1i +
Bi

Γ
(

n
2
− i+ 1

)

(2λ2)
n
2
−i+1

e
− x

2λ2i

!

x
n
2
−i,

(8)

F2(x) =
n
X

i=1

 
Ai

Γ
(

n
2
− i+ 1

)γ

✓

n

2
− i+ 1,

x

2λ1

◆

+
Bi

Γ
(

n
2
− i+ 1

)γ

✓

n

2
− i+ 1,

x

2λ2

◆

!

,

(9)
respectively. Ai and Bi are respectively given by (6) and (7), where the gamma function
Γ(.) is defined as

Γ(a) =

Z 1

0

ta−1e−tdt (10)

and γ(.) denoting the incomplete function that is Γx(a) =
R x

0
ta−1e−tdt.
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2.1 Three terms case

Imagine the case where j = 3 in (1). The corresponding moment generating function in
this scenario denoted Mg3(t) becomes

Mg3(t) = [1− 2λ1t]
−n/2[1− 2λ2t]

−n/2[1− 2λ3t]
−n/2 (11)

(11) can be rewritten through its partial fractions as follows

Mg3(t) =

n/2
X

i=1

{
Ai[1− 2λ1t]

−n/2+i−1 +Bi[1− 2λ2t]
−n/2+i−1 + Ci[1− 2λ3t]

−n/2+i−1
 

(12)

where the terms Ai, Bi and Ci are respectively given by

Ai =
(−2λ1)

1−i

(i− 1)!

di−1

dti−1
[1− 2λ1t]

n
2Mg3(t)

∣

∣

∣

∣

t=1/2λ1

(a)
=

(−2λ1)
1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

✓
i− 1

k

◆

di−1−k

dti−1−k
[1− 2λ2t]

i−1−k d
k

dtk
[1− 2λ3t]

k|t=1/2λ1 (13)

=
(λ1/λ2)

1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

"✓
i− 1

k

◆

 
i−1−k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ2

λ1

◆−n
2
−(i−1−k)

(14)

 
k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ3

λ1

◆−n
2
−k ✓

λ3

λ2

◆k
#

(15)

Bi =
(−2λ2)

1−i

(i− 1)!

di−1

dti−1
[1− 2λ2t]

n/2Mg3(t)

∣

∣

∣

∣

t=1/2λ2

(b)
=

(−2λ2)
1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

✓
i− 1

k

◆

di−1−k

dti−1−k
[1− 2λ1t]

i−1−k d
k

dtk
[1− 2λ3t]

k|t=1/2λ2 (16)

=
(λ2/λ1)

1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

"✓
i− 1

k

◆

 
i−1−k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ1

λ2

◆−n
2
−(i−1−k)

(17)

 
k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ3

λ2

◆−n
2
−k ✓

λ3

λ1

◆k
#

(18)
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Ci =
(−2λ3)

1−i

(i− 1)!

di−1

dti−1
[1− 2λ3t]

n/2Mg3(t)

∣

∣

∣

∣

t=1/2λ3

(c)
=

(−2λ3)
1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

✓
i− 1

k

◆

di−1−k

dti−1−k
[1− 2λ1t]

i−1−k d
k

dtk
[1− 2λ2t]

k|t=1/2λ3 (19)

=
(λ3/λ1)

1−i

(i− 1)!

i−1
X

k=0

"✓
i− 1

k

◆

 
i−1−k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ1

λ3

◆−n
2
−(i−1−k)

(20)

 
k
Y

j=1

−n

2
− j + 1

!✓
1− λ2

λ3

◆−n
2
−k ✓

λ2

λ1

◆k
#

(21)

In steps (a), (b) and (c), we used the following general Leibniz rule for the nth derivative
of a product that is

(fg)n(x) =
n
X

k=0

✓
n

k

◆

fn−k(x)gk(x) (22)

Finally, the resulting probability distribution and cumulative distribution functions for
j = 3 are

f3(x) =
n
X

i=1

 
Ai

Γ
(

n
2
− i+ 1

)

(2λ1)
n
2
−i+1

e
− x

2λ1ix
n
2
−i +

Bi

Γ
(

n
2
− i+ 1

)

(2λ2)
n
2
−i+1

e
− x

2λ2ix
n
2
−i

+
Ci

Γ
(

n
2
− i+ 1

)

(2λ3)
n
2
−i+1

e
− x

2λ3ix
n
2
−i

!

, (23)

F3(x) =
n
X

i=1

 
Ai

Γ
(

n
2
− i+ 1

)γ

✓

n

2
− i+ 1,

x

2λ1

◆

+
Bi

Γ
(

n
2
− i+ 1

)γ

✓

n

2
− i+ 1,

x

2λ2

◆

+
Ci

Γ
(

n
2
− i+ 1

)γ

✓

n

2
− i+ 1,

x

2λ3

◆

!

, (24)

for x ≥ 0, respectively. The gamma Γ(.) and incomplete gamma γ(.) functions are re-
minded above. Partial fraction factors Ai, Bi and Ci are derived in (13)-(19), respectively.

3 Numerical Evaluation Results

Figure 1 presents the c.d.f. given in (9) with different positive and negative weighs as
given in the legend.
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Figure 1: Numerical evaluation of F2(x) for different pairs of λ1, λ2 and n = 50.
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Détection de la périodicité du milieu aléatoire
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Résumé. Pour les marches aléatoires simples univariées en milieu périodique, là où
la probabilité de déplacement dépend d’une fonction périodique, nous montrons comment
estimer la période et la fonction elle-même. Pour les marches aléatoires en milieu non-
périodique, nous montrons que la limite asymptotique de l’estimateur est constante dans le
cas ballistique, lorsque la marche aléatoire est transitoire et que la loi des grands nombres
est valide avec une limite non nulle. Quelques exemples numériques sont offerts dans le cas
récurrent, ainsi que dans le cas sous-ballistique (lorsque la marche aléatoire est transitoire
mais que la loi des grands nombres a une limite nulle).

Mots-clés. Marche aléatoire, milieu aléatoire, fonctions périodiques, théorie er-
godique

Abstract. For nearest neighbour univariate random walks in a periodic environment,
where the probability of moving depends on a periodic function, we show how to estimate
the period and the function. For random walks in non-periodic environments, we find that
the asymptotic limit of the estimator is constant in the ballistic case, when the random
walk is transient and the law of large numbers holds with a non zero limit. Numerical
examples are given in the recurrent case, as well as in the sub-ballistic case (where the
random walk is transient but the law of large numbers yields a zero limit).

Keywords. Random walks, Random environments, Periodic functions, Ergodic the-
ory

1 Introduction

En l’absence d’information autre que l’observation de la trajectoire d’une marche aléatoire
en milieu aléatoire (MAMA), on souhaite estimer la loi du milieu ambiant. Bien que, en
règle générale, cela soit impossible, il y a des situations simples où plusieurs choix de
modèles se prêtent bien à l’identification de la fonction de répartition, au moins asymp-
totiquement. Après une brève revue de la littérature spécifique à ce problème, notre
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propos s’oriente uniquement vers la détection de périodicité à partir d’une seule et unique
trajectoire d’une MAMA. Introduisons tout d’abord la notation requise.

Étant donné un espace probabilisé complet (E, E , P ) sur lequel toutes les variables
aléatoires sont construites, un milieu aléatoire est une suite bidirectionnelle ↵(e) = ↵(·, e) 2
(0, 1)Z indicée par e 2 E et on écrit µ = P ◦ ↵−1 pour sa répartition sur les boréliens

de [0, 1]Z. On écrit ⇢i(e) = 1−↵(i,e)
↵(i,e)

tout en omettant e si le sens ne se perd pas. Soit

X = {Xt}t≥0 une MAMA sur Z, à savoir, telle que

P
e (∆Xt = Xt −Xt−1 = 1| Xt−1 = i) = P (Xt = i+ 1| Xt−1 = i, E) (e) = ↵(i, e), (1.1)

avec Pe(∆Xt = −1| Xt−1 = i) = 1−↵(i, e), pour tout choix de i 2 Z et tout entier positif
t. Conditionnellement à la réalisation e du milieu et au point de départ X0 de la marche,
les sites visités successivement {Xt : t ≥ 1} forment une châıne de Markov homogène
sur Z sous Pe et la loi conditionnelle de la marche entière est une probabilité Pe (sur
l’ensemble puissance de ZN) connue sous le vocable de loi trempée (quenched law) pour
la MAMA. Le processus est donc encapsulé par la famille de lois conjointes Pµ définies
par Pµ(F ⇥ A) =

R
A
Pe(F ) µ(de). Notez que X n’est généralement pas un processus de

Markov sous Pµ.
Afin de pouvoir utiliser ce genre de modèle, il est nécessaire de pouvoir estimer le

processus A = {↵(i)}i2Z. Ce n’est bien sûr pas possible en général, mais en imposant
une structure paramétrique il est possible d’y parvenir. Par exemple, Comets et al
(2014) étudient les distributions asymptotiques pour un M -estimateur de leur choix qui
s’apparente à celui de vraisemblance maximale pour la solution de (1.1). Les auteurs font
l’hypothèse que les {↵(i)}i2Z sont indépendantes et identiquement distribuées (iid) avec
des marges paramétrées, dans le cas dit balistique donc transitoire vers la droite avec
E(log ⇢0) < 0 et E(⇢0) < 1. Le paramètre d’intérêt est estimé via un M-estimateur basé
sur la suite X0, . . . , Xτn , où τn est le temps de la première visite n. Le cas sous-balistique
correspondant, i.e., E(log ρ0) < 0 et E(ρ0) ≥ 1, est analysé dans Falconnet et al (2014),
tandis que le cas récurrent E(log ρ0) = 0 fait l’objet de Comets et al (2016), sous la con-
trainte additionnelle d’un support fini pour la suite {α(i)}i2Z. Récemment, Diel et Lerasle
(2018) ont construits des estimateurs nonparamétriques compétitifs. Le traitement du cas
balistique est étendu dans Andreoletti et al (2015) à une classe de modèles de Markov
cachés pour les {α(i)}i2Z. Historiquement Adelman et Enriquez (2004) ont proposé la
solution initiale à ce problème, basée sur les moments du milieu aléatoire. Dans tous
ces exemples, bien que {α(i)}i2Z soit un processus stochastique très simple, la MAMA
résultante X de (1.1) n’est jamais un processus de Markov.

Tout milieu périodique connu permet la construction d’un estimateur du maximum
de vraisemblance (EMV). C’est notre estimateur de choix. Examinons tout d’abord son
comportement dans un milieu périodique quelconque.

2
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2 Estimation d’un milieu périodique

Pour chaque p 2 Pd, l’ensemble des fonctions périodiques sur Z à valeurs dans (0, 1) et
de période d, dénotons les milieux résultants par Ep = {ej = p(· + j); 1  j  d}. Ainsi
donc {↵(·, ej) = p(·+ j); j ≥ 0} est une suite déterministe (sauf lorsque le point de départ
e0 2 Ep est aléatoire) avec une seule probabilité invariante: la loi uniforme sur Ep. Ce cas
particulier de MAMA constitue une marche aléatoire en milieu périodique (MAMP) au
sens de Pyke (2003). Autrement dit, X est une MAMP s’il existe un d 2 N et un p 2 Pd

tels que X = {Xt}t≥0 soit la marche aléatoire simple définie par

P (∆Xt = 1| Xt−1 = i) = p(i), i 2 Z, t ≥ 1. (2.1)

Évidemment si p 2 Pd alors p 2 Pkd pour tout k 2 N. On cherche à estimer la fonction
p ainsi que le plus petit d0 tel que p 2 Pd0 , en n’observant que les n premiers pas de la
trajectoire X0, . . . , Xn de la MAMP X.

On écrit (x)d = i pour x = i mod (d), la classe des résidus modulo d. On remarque
que le processus {(Xt)d}t≥0 à valeurs dans Sd = {1, . . . , d} n’est markovien que si et
seulement si d est un multiple de la valeur effective d0.

2.1 Estimation de p si d = d0 est connue

Si (Xt)
n
t=0 satisfait à (2.1) avec p 2 Pd, l’EMV p

(d)
n de p prend la forme

p(d)n (j) = A
(d)
n,j/

⇣
A

(d)
n,j +B

(d)
n,j

⌘
, j 2 {1, . . . , d}, (2.2)

avec A
(d)
n,j =

Pn
t=1 I{(Xt−1)d = j,∆Xt = 1}, B(d)

n,j =
Pn

t=1 I{(Xt−1)d = j,∆Xt = −1} et

A
(d)
n,j +B

(d)
n,j =

Pn
t=1 I{(Xt−1)d = j}. La fonction Log-vraisemblance associée est

Ln,d = −
dX

j=1

⇣
A

(d)
n,j +B

(d)
n,j

⌘
H
{

p(d)n (j)
 

, (2.3)

avec H(x) = −x log x − (1 − x) log(1 − x) ≥ 0 l’entropie de Boltzmann pour la loi
de Bernoulli de paramètre x. La convergence de l’EMV procède normalement ici, voir
Rémillard et Vaillancourt (2019) pour le détail.

Proposition 2.1 Si p 2 Pd et π est l’unique loi invariante de la châıne de Markov
(Xt)d sur Sd associée à p, alors, quand n → ∞ on obtient, pour tout j 2 Sd, µ presque

sûrement, la convergence de l’EMV p
(d)
n (j) ! p(j) ainsi que de sa Log-vraisemblance

Ln,d

.

n ! Ld = −
Pd

j=1 πjH{p(j)}.
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En pratique, le défi est de déterminer la vraie valeur d0 de d. L’illustration suivante
permet de voir ce dont il en ressort.

Exemple. On engendre n = 10000 pas d’une marche aléatoire satisfaisant à (2.1),
démarrée en X0 = 100, avec p = (0.099, 0.749, 0.749). Les résultats de l’estimation
pour d0 = 3 sont pn = (0.0954, 0.7593, 0.7430) 2 P3, avec une Log-vraisemblance de
−4.6976 × 103. La Figure 1 montre le comportement de la Log-vraisemblance pour les
périodes d 2 {1, . . . , 10}. Les maxima locaux sont atteints aux multiples de d = 3. Dans
ces cas, le pointillé horizontal en L3 suggère bien la convergence de Ln,d/n vers cette
valeur quand n est assez grand.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.7

-0.65

-0.6

-0.55

-0.5

-0.45

Figure 1: Graphe de Ln,d/n (solide) et L3 (pointillé), pour d 2 {1, . . . , 10}.

2.2 Estimation de la période minimale

Sous p 2 Pd0 , qu’advient-il de p
(d)
n quand d 6= d0?

Proposition 2.2 Soient p 2 Pd0 avec d0 minimale et π l’unique loi invariante de la
châıne de Markov (Xt)d0. Si m = (d, d0) est le plus grand commun diviseur de d et d0,
alors, quand n → ∞ et pour tout i 2 Sd,

p(d)n (i)
p.s.
! p(d)(i) =

X

j2Sd0
, (j)m=(i)m

πjp(j)
. X

j2Sd0
, (j)m=(i)m

πj, (2.4)

Ln,d

.
n

p.s.
! Ld = −

m

d

dX

i=1

X

j2Sd0
, (j)m=(i)m

πjH
{

p(d)(i)
 

. (2.5)

En particulier, si m = 1, alors p
(d)
n (i) converge presque sûrement vers

Pd0
j=1 πjp(j), qui ne

dépend pas de i 2 Sd. De plus, pour tout d 2 N, Ld < Ld0 dès que (d, d0) < d0, alors que
Ld = Ld0 lorsque (d, d0) = d0.

Pour estimer d0, Rémillard et Vaillancourt (2019) proposent donc la méthode suivante:
pour d = 1, . . ., on estime p(d) et Ld selon (2.2)–(2.3) sous l’hypothèse du modèle (2.1).

d̂0 est alors le premier maximum local de Ld et on prend p̂ = p
(d̂0)
n .
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3 Comportement en milieux non périodiques

Que se passe-t-il si le milieu n’est pas périodique? Soit X = (Xt)t≥0 une MAMA satis-
faisant à (1.1). L’opérateur de translation sur (0, 1)Z est noté T et on définit les écritures
suivantes: S(e) = 1 +

P∞

j=1

Qj
k=1 ⇢k(e) et F (e) = 1 +

P∞

j=1

Qj
k=1

1
ρ
−k(e)

. La suite ↵(i, ·)
est dorénavant présumée stationnaire et ergodique par rapport à une mesure µ que T
préserve. Le comportement asymptotique de X est dans ce cas complètement déterminé
par l’espérance de log ⇢0, un important résultat dû à Alili (1999). Celui de l’estimateur

p
(d)
n (j) ne l’est que partiellement. En voici un cas, où la MAMA est balistique vers la
droite, i.e., on a µ presque sûrement et 8i 2 Z, Pe

i (limn!1 Xn = +∞) = 1. Il est extrait
de Rémillard et Vaillancourt (2019). On en présentera d’autres, ainsi que des illustrations
de calculs et des conseils d’application, mais aussi quelques problèmes non résolus.

Proposition 3.1 Supposons ergodiques toutes les puissances de T . Si en plus E(S) < ∞,

il vient p
(d)
n (j)

p.s.
! vE(S) 8j 2 Z et Ln,d/n

p.s.
→ −H {vE(S)}, avec v = 1

2E(S)−1
.
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Comportement asymptotique de tests de Sobolev
sur la sphère unité.
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Résumé. Dans ce travail, nous considérons le problème de test d’uniformité sur
l’hypersphère unité de Rp. Nous obtenons de nouveaux résultats sur le comportement
asymptotique de tests de Sobolev sous des contre-hypothèses locales à symmétrie rota-
tionnelle.

Mots-clés. Données directionnelles, tests d’uniformité, tests de Sobolev.

Abstract. In this work, we tackle the problem of testing uniformity on the unit
hypersphere of Rp. We obtain new results on the asymptotic behavior of Sobolev tests
under rotationally symmetric alternatives.

Keywords. Directional data, uniformity tests, Sobolev tests.

1 Directional data and testing for uniformity

Directional statistics are dealing with observations that belong to the unit hypersphere
Sp−1 := {u 2 Rp : kuk2 = u0u = 1} of Rp or more generally on compact Riemannian man-
ifolds. Instances of directional data happen in meteorology (wind directions), astronomy
(directions of cosmic rays, positions of stars), paleomagnetism (remanence directions),
biology (protein structure, studies of animal navigation), forest sciences (directions of
wildfire propagation), medicine (head normal vectors), and text mining (quantitative rep-
resentation of documents in high-dimensional hyperspheres), to cite but some. Classical
monographs on directional statistics are Watson (1983) and Mardia and Jupp (2000); a
recent book that overviews the usage of some modern methods in directional statistics is
Ley and Verdebout (2017).

When modeling directional data, that is, unit-norm multivariate vectors, a first natural
question is to ask whether the directions at hand are uniformly distributed or, on the
contrary, whether there exist modes of variation significantly different from uniformity.
On the basis of n i.i.d. observations U1, . . . ,Un with common distribution P on Sp−1, the
problem we tackle in this work is the problem of testing H0 : P ⌘ Unif(Sp−1) against
H1 : P 6= Unif(Sp−1), where Unif(Sp−1) stand for the uniform probability measure on
Sp−1. We study in this work tests belonging to the class of Sobolev tests for this problem.
Sobolev tests are introduced in the next Section.
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2 Sobolev tests

The class of so-called Sobolev tests has been introduced by Beran (1968, 1969) and Gine
(1975). Sobolev tests are obtained using the eigenfunctions of the Laplace–Beltrami op-
erator (or Laplacian) ∆ acting on Sp−1. Using the n-tuple of observations U1, . . . ,Un, a
Sobolev test rejects the null hypothesis of uniformity H0 for large values of

Sn :=
1

n

n
X

i,j=1

1
X

k=1

v2khtk(Ui), tk(Uj)i, (2.1)

where u ! tk(u) is a mapping from Sp−1 to the space of eigenfunctions associated
with the kth non-zero eigenvalue of the Laplacian, the vk’s are weights and hf, gi :=R
Sp−1 f(u)g(u) dµ(u) denotes the inner product on L2(Sp−1, µ) (µ is the surface area mea-
sure on Sp−1). An explicit form for htk(Ui), tk(Uj)i on Sp−1 exists. More precisely, given
u,v 2 Sp−1,

htk(u), tk(v)i =
(

2 cos(k\(u,v)), if p = 2,(
1 + 2k

p−2

)
C

(p−2)/2
k (u0v), if p > 2,

(2.2)

where cos\(u,v) = u0v and C↵
k denote the Gegenbauer polynomial of index ↵ and order

k. Well-known Sobolev tests are

• the Rayleigh test. Taking v1 = 1 and vk = 0 for k ≥ 2 in (2.1) we obtain the
Rayleigh test statistic on Sp−1 given by

Rn =
p

n

n
X

i,j=1

U0
iUj. (2.3)

Under H0, Rn is asymptotically χ2
p distributed.

• the Bingham test. When U ⇠ Unif(Sp−1), then E[UU0] = 1
p
Ip. The Bingham test

evaluates this latter sphericity property of U by the test statistic

Bn :=
np(p+ 2)

2

✓

tr(S2)− 1

p

◆

,

where S := 1
n

Pn
i=1 UiU

0
i is the empirical covariance matrix of the Ui’s. Under H0,

Bn is asymptotically χ2
(p−1)(p+2)/2 distributed. The statistic Bn is obtained by letting

v2 = 1 and vk = 0 for k 6= 2 in (2.1).

While much is known about the asymptotic behavior of several Sobolev tests under
the null hypothesis of uniformity and when the dimension is fixed, less is known about the
asymptotic behaviour of such tests under local alternatives, even under the rotationally
symmetric alternatives defined in the next section.
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3 Asymptotic results for the Rayleigh test

In this section, we present several results obtained in Cutting et al. (2017). We consider
specific alternatives to the null of uniformity over the p-dimensional unit sphere Sp−1,
namely rotationally symmetric alternatives. A p-dimensional unit vector U is said to be
rotationally symmetric about θθθ(2 Sp−1) if and only if OU is equal in distribution to U
for any orthogonal p⇥ p matrix O satisfying Oθθθ = θθθ. We actually restrict to rotationally
symmetric densities of the form

u 7! cp,κ,ff(κu
0θθθ), x 2 Sp−1, (3.4)

where θθθ(2 Sp−1) is a location parameter, κ(> 0) is a concentration parameter, and the
function f : R ! R+ is monotone strictly increasing, twice differentiable at 0, and
satisfies f(0) = f 0(0) = 1. Consider triangular arrays of observations Uni, i = 1, . . . , n,
n = 1, 2, . . . where the random vectors Uni, i = 1, . . . , n take values in Spn−1. More
specifically, for any θθθn 2 Spn−1, κn > 0 and f as above, we will denote as P

(n)
θθθn,κn,f

the
hypothesis under whichUni, i = 1, . . . , n are mutually independent and share the common
density u 7! cpn,κn,ff(κn u

0θθθn); P
(n)
0 will denote triangular arrays of uniformly distributed

observations. We have the following result.

Proposition 3.1 Let (pn) be a sequence in {2, 3, . . .}. Let (θθθn) be a sequence such that
θθθn 2 Spn−1 for all n, (κn) be a positive sequence such that κn = O(

p

pn
n
). Then, the

sequence of alternative hypotheses P
(n)
θθθn,κn,f

and the null sequence P
(n)
0 are mutually con-

tiguous.

The sequences κn of the form κn = O(
p

pn
n
) therefore characterize the high-dimensional

contiguous alternatives to the uniform distribution. We also obtain in Cutting et al.
(2017) the following result.

Proposition 3.2 Let (pn) be a sequence in {2, 3, . . .} and let (θθθn) be a sequence such that
θθθn 2 Spn−1 for all n. Let κn = τn

p

pn/n, where the positive sequence (τn) is O(1) but

not o(1). Then, as n ! 1 under P
(n)
0 ,

log
dP

(n)
θθθn,κn,f

dP
(n)
0

= τn∆
(n)
θθθn

− τ 2n
2

+ oP(1), (3.5)

where ∆
(n)
θθθn

:=
p
pnp
n

Pn
i=1 U

0
niθθθn is asymptotically standard normal. In other words, the

model {P(n)
θθθn,κ,f

: κ ≥ 0} is locally asymptotically normal at κ = 0 with central se-

quence ∆
(n)
θθθn

, Fisher information 1, and contiguity rate
p

pn/n.

Proposition 3.2 entails that the test φ
(n)
θθθn

rejecting the null at asymptotic level α whenever

∆
(n)
θθθn

=
p
npn X̄

0
nθθθn > zα (3.6)
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is locally asymptotically most powerful for the considered problem. The Rayleigh test
is not locally and asymptotically optimal for testing uniformity against specified-θθθn ro-
tationally symmetric alternatives. It is actually blind to the contiguous alternatives. It

detects alternatives with κn = O(p
3/4
np
n
). We show in Cutting et al. (2017) that it is lo-

cally and asymptotically most powerful for the unspecified-θθθn problem within the class of
rotation-invariant tests.

4 Perspectives

High-dimensional results dealing with the asymptotic behavior of the Bingham test have
been obtained in Cutting et al. (2020). Our objective in a near future is to extend the
results obtained in Cutting et al. (2017) and Cutting et al. (2020) to the entire class of
Sobolev tests.
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3 LMA Université d’Avignon, 84029, Avignon, France et celine.lacaux@univ-avignon.fr

4 CEA, DES, IRESNE, DER, SESI, Cadarache, France et
nadia.perot@cea.fr/martin.wieskotten@cea.fr

Résumé. La caractérisation radiologique est un enjeu primordial dans les problématiques
d’assainissement et de démantèlement d’infrastructures nucléaires. Les statistiques spa-
tiales offrent des solutions pour estimer la présence de radionucléides, mais ne permettent
pas toujours d’intégrer les données censurées aux modélisations. Ces données corres-
pondent à des résultats de mesure en limite de détection et sont souvent supprimées
ou remplacées par la valeur de la limite de détection. Ces pratiques introduisent un biais
dans les prédictions en modifiant la variance et la moyenne des estimations. Une alterna-
tive aux méthodes de remplacement est la méthode du package R CensSpatial qui permet
la prise en compte de données censurées. Notre objectif est de comparer les méthodes
courantes de remplacement de données censurées à la méthode CensSpatial développée
par Ordoñez et al. (2018) sur des mesures provenant d’un projet du CEA de Marcoule.

Mots-clés. Statistique Spatiale, Géostatistique, Données Censurées, Limite de détection,
Algorithme SAEM, Package CensSpatial

Abstract. The radiological characterization is one of the main stake of nuclear fa-
cilities’ decommissioning and dismantling projects. Spatial statistics offer solutions for
predicting the location of radionuclides, but can not always take into account censored
data. These responses correspond to measurement inferior to the decision threshold and
are often discarded or replaced with the value of the detection limit. These practices in-
sert bias in predictions for they change the variance and the mean of estimations. An
alternative to these practices is the R package CensSpatial’s method that allows to take
censored data into account. Our goal is to compare the usual practices of replacement
to the CensSpatial methods implemented by Ordoñez et al. (2018) on a data set from a
project of the CEA Marcoule.

Keywords. Spatial Statistics, Geostatistics, Censored Data, Detection limit, SAEM
Algorithm, CensSpatial Package
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1 Introduction

La caractérisation radiologique d’un sol ou d’une surface est un enjeu primordial dans
les projets d’assainissement et de démantèlement des installations nucléaires, en vue d’or-
ganiser la gestion des déchets produits. Cette cartographie radiologique est fondée sur
l’observation d’une ou plusieurs grandeurs physiques en certains points, ce qui la rend ini-
tialement incomplète. Les statistiques spatiales offrent des solutions pour compléter cette
cartographie initiale, notamment avec la géostatistique qui utilise les corrélations spatiales
entre observations pour réaliser des prédictions sur des sites non observés. Néanmoins la
géostatistique ne permet pas de prendre en compte les données censurées, données qui sont
très répandues en assainissement/démantèlement. Elles correspondent à des résultats de
mesure inférieurs à un seuil de décision et qui sont en pratique renvoyés par les labora-
toires comme inférieurs à une limite de détection, sans donner la valeur numérique qui a
été mesurée lors du protocole expérimental. Les définitions du seuil de décision et de la
limite de détection peuvent être trouvées dans le Vocabulaire Internationnal de Métrologie
et davantage de détails sur ces définitions sont donnés chez Rivier et Crozet (2014). Ces
données apportent des informations limitées mais non négligeables. Les pratiques actuelles
en géostatistique consistent à remplacer simplement ces données par une valeur arbitraire,
ce qui selon la valeur choisie introduit un biais affectant les prédictions finales. Le package
R CensSpatial développé par Ordoñez et al. (2018) permet d’estimer les valeurs censurées
et de limiter le biais lors de la réalisation de prédictions. Pour vérifier les avantages de
cette méthode par rapport aux méthodes de remplacement, nous avons choisi de comparer
la méthode implémentée par CensSpatial avec une méthode de remplacement par 0, et
une autre de remplacement par la limite de détection.

Pour réaliser cette comparaison, nous avons choisi un jeu de données provenant d’un
projet du CEA Marcoule correspondant à 70 mesures d’activité surfacique (en Bq/cm2).
Afin de se ramener à l’hypothèse de normalité, une transformation des données est réalisée
par un logarithme translaté : Y = ln(1 +X). Pour faciliter les comparaisons, des points
supplémentaires ont été obtenus à l’aide d’un krigeage simple. Un maillage de 100 ⇥
100 points est créé et augmente le nombre de points sur lesquels nous pouvons travailler.
Dans la suite ces points supplémentaires sont considérés comme des observations, et seront
donc considérés comme des données valides. De plus on fait l’hypothèse que la limite de
détection est la même pour chaque observation, ce qui implique un protocole exactement
identique lors de la mesure d’activité surfacique en chaque point. Cette hypothèse est
raisonnable puisque ce jeu de données correspond à un échantillonnage in-situ effectué
avec le même appareil de mesure.

Considérons un processus gaussien réel Z(x), x 2 D, avec D la région étudiée (D ⇢ R2),
stationnaire à l’ordre 2. La moyenne, notée µ, est donc indépendante de la position x et
la covariance ne dépend que du vecteur x−x0. On observe les réalisations de ce processus
Z = (Z(x1), Z(x2), ..., Z(xn)) en des points connus xi, i = 1, ..., n, correspondant ainsi à
n variables aléatoires. L’expression de la matrice de covariance de ces variables aléatoires
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Z(xi) peut s’écrire Σ = ⌧ 2In+σ2R(φ) d’après Diggle et Ribeiro (2007), ⌧ 2 correspondant
au terme de pépite, σ2 à la variance, φ à la portée et le terme R à une fonction vérifiant
plusieurs conditions détaillées par Chilès et Delfiner (1999). Ici nous avons choisi une
fonction exponentielle isotrope en accord avec le modèle utilisé pour construire les points
supplémentaires par krigeage simple :

R(φ) = [R(φ, kxi − xjk)] =

exp

✓
−kxi − xjk

φ

◆]

, i = 1, ..., n et j = 1, ..., n.

Par souci de simplicité, nous considérons dans la suite que ⌧ 2 = 0. Cette hypothèse a
pour but de simplifier la comparaison des méthodes. De plus elle est en accord avec la
construction des points supplémentaires ce qui la rend donc raisonnable, mais elle n’est
pas vraie en pratique. Nous reviendrons sur ce point dans la conclusion.
L’intégration des données censurées se fait en réorganisant les expressions du vecteur des
données et de la covariance en ordonnant les données observées (d’indice o) et les données
censurées (d’indice c) :

Z =



Zo

Zc

]

,Σ =



Σ
oo

Σ
oc

Σ
co

Σ
cc

]

Le vecteur Z correspond aux données observées complétées par les données censurées.
Cette mise en forme sera utile lors du calcul de l’estimation du maximum de vraisemblance
de la méthode CensSpatial. On note θ = (µ, σ2,φ) l’ensemble des paramètres à estimer.
L’expression de la fonction de vraisemblance lc utilisée dans la méthode CensSpatial est
la suivante :

lc(θ) ∝ −
1

2

⇥

log(|Σ|) + (Z− µ)TΣ−1(Z− µ)
⇤

−
n

2
log(2⇡)

avec µ le vecteur colonne contenant n répétitions de µ.

L’optimisation de cette fonction de vraisemblance se fait à l’aide de l’algorithme SAEM
détaillé par Delyon et al. (1999). Cet algorithme est une variante de l’algorithme EM :
”Expectation Maximisation” proposé par Dempster et al. (1977), qui est un algorithme
itératif dont l’objectif est l’estimation des paramètres d’une loi de probabilité par maxi-
mum de vraisemblance. Sa particularité est sa capacité à prendre en compte une variable
latente, dans notre cas les données censurées, pour réaliser cette estimation. Ces algo-
rithmes se déroulent en 2 temps : la première étape estime l’espérance de la fonction
de vraisemblance conditionnellement aux données (étape E) et la seconde estime les pa-
ramètres permettant de maximiser cette vraisemblance (étape M). L’algorithme SAEM
rajoute un calcul d’approximation stochastique lors de l’étape E. Ordoñez et al. (2018)
détaillent l’algorithme SAEM de la façon suivante :
Etape E-1 : On effectue un tirage aléatoire d’un vecteur Zc représentant les données cen-
surées d’une loi normale tronquée sur l’intervalle [0;Vlim], Vlim étant la limite de détection.

On forme ainsi le vecteur Zk =



Zo

Zc

]

qui contient le tirage des nouvelles données (cen-

surées) et les données observées. On répète ce tirage un nombre M de fois pour obtenir

3

784 sciencesconf.org:jds2020:319867

M



une séquence de vecteurs aléatoires : (Z(k,l))l=1,...,M .
Etape E-2 : On estime la valeur de l’espérance de la fonction de vraisemblance condi-
tionnellement aux paramètres estimés à l’étape précédente et aux données complètes à
l’aide d’une approximation stochastique comme décrit par Ordoñez et al. (2018).
Etape M : On maximise la log-vraisemblance et on obtient une nouvelle estimation
des paramètres θ(k+1) contenant la moyenne et la variance du processus ainsi que les pa-
ramètres de la covariance. Ces étapes sont répétées jusqu’à ce que la différence en valeur
absolue des fonctions de vraisemblance aux étapes (k) et (k+1) soit inférieure à un seuil
donné. La convergence de l’algorithme est prouvée sous des hypothèses générales par Wu
(1983).
La prédiction de la variable régionalisée en des points non observés est ensuite faite par
krigeage simple.

2 Protocole de l’étude réalisée

La Figure 1 (a) correspond à la carte de la contamination (après transformation par le
logarithme translaté, sans unité) obtenue avec les données construites initialement. Cette
carte correspond à la ⌧ réalité " par rapport à laquelle nous comparons les 3 méthodes.
La Figure 1 (b) donne un exemple de carte de prédiction de la contamination à l’aide de
la méthode CensSpatial pour une limite de détection fixée à 0.3.
Les calculs réalisés se font en 2 temps : estimation des paramètres de la covariance (et

(a) (b)

Figure 1 – Cartes de la contamination. (a) Carte initiale des données construites. (b)
Carte des prédictions par CensSpatial.

des paramètres de la distribution pour la méthode CensSpatial), puis prédictions selon
un maillage prédéfini par krigeage simple.
La moyenne des erreurs merreurs est calculée sur plusieurs cas avec des limites de détection
différentes correspondant à des pourcentages de données censurées différents, et ce pour

4

785 sciencesconf.org:jds2020:319867

ni



chaque méthode. Cette moyenne est calculée en faisant la différence entre la prédiction de
la méthode zpred et la valeur vraie zvrai en valeur absolue et ce en chaque point de notre

maillage de npred points : merreurs =
P |zpred−zobs|

npred
.

3 Résultats

La Figure 2 (a) représente les prédictions en fonction des observations pour une li-
mite de détection égale à 0.4 (par exemple), avec la droite identité correspondant à une
prédiction parfaite. Cette figure permet donc d’évaluer les tendances qui peuvent ap-
parâıtre dans les prédictions par les 3 méthodes étudiées. Les différentes erreurs moyennes
obtenues ont été représentées sur la Figure 2 (b). Cette figure permet d’étudier l’évolution
de la moyenne des erreurs avec la variation du pourcentage de données censurées.

(a) (b)

Figure 2 – Résultats obtenus. (a) Graphe des prédictions en fonction des observations.
(b) Moyenne des erreurs selon la limite de détection.

Pour comparer les différents résultats, nous avons isolé plusieurs éléments importants :
les paramètres estimés de la covariance (variance et portée) et la qualité des prédictions
faites, et ce selon le pourcentage de données censurées.
On observe dans le cas du remplacement par la limite une sur-estimation de la variance
et dans le cas du remplacement par 0 une sous-évaluation de la variance de la variable
régionalisée quand le pourcentage de données censurées augmente. La méthode CensSpa-
tial estime une variance proche de celle réellement observée. De plus cette variance est plus
stable lorsque le pourcentage de données censurées varie. La portée suit des évolutions
similaires mais inversées : elle est sous-estimée par la méthode de remplacement par 0 et
et sur-estimée par la méthode de remplacement par la limite.

Lorsque le nombre de données en limite de détection est faible, les 3 méthodes donnent
des résultats quasi identiques. En effet la technique de prédiction (krigeage simple) étant
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commune aux 3 méthodes et les jeux de données étant proches pour les 3 méthodes, les
prédictions sont toutes quasi parfaites. En revanche lorsque la limite de détection aug-
mente, les 3 méthodes offrent des résultats assez différents, la méthode de remplacement
par 0 sous-estime les valeurs réelles et la méthode de remplacement par la limite sures-
time ces valeurs. La méthode CensSpatial offre un compromis aux 2 autres méthodes en
générant des estimations comprises entre 0 et la limite de détection (conditionnellement
aux données). La Figure 2(a) indique également que la méthode CensSpatial surestime
les valeurs faibles, ce qui implique tout de même un gain en terme de sûreté dans le cadre
de l’assainissement démantèlement (mais une perte en terme d’optimisation des coûts).

En conclusion, cette application de la méthode développée par Ordoñez et al. montre
l’intérêt de la prise en compte des données censurées lors de réalisation de prédictions ou
l’évaluation d’une structure de covariance. La méthode CensSpatial fournit des résultats
similaires aux méthodes de remplacement pour un faible nombre de données censurées
mais son intérêt augmente pour des pourcentages de données censurées supérieurs à 15%.
Cette étude n’est cependant qu’une première étape car comme nous l’avons déjà évoqué,
l’hypothèse d’incertitude de mesure nulle n’est pas raisonnable, en particulier avec un
échantillonnage in-situ où le cadre expérimental est moins contrôlé qu’en laboratoire. La
suite envisagée est d’étudier l’effet de ces incertitudes de mesure sur les modélisations
spatiales et la mise en œuvre de méthodes comme CensSpatial. Une autre perspective de
travail est la comparaison de la méthode CensSpatial avec une méthode remplaçant les
données censurées par un tirage selon une loi normale tronquée à la limite de détection (et
de paramètres identiques à ceux identifiés lors de l’inférence sur les données non censurées).
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Résumé.
La modélisation multi-agents, qui tend à se développer notamment dans le champ des

transports, nécessite des données complètes sur les caractéristiques démographiques et
socio-économiques des individus et des ménages. Toutefois, pour des raisons de confiden-
tialité et de respect de la vie privée, il n’existe pas de base de données exhaustives ren-
seignant les caractéristiques socio-démographiques des individus notamment à une échelle
géographique fine. L’unique alternative est donc de générer une ”population synthétique”
d’individus (rattachés à des ménages), que l’on souhaite la plus représentative possible
de la population réelle. Pour simuler cette population, les caractéristiques de l’ensemble
des individus d’une zone géographique donnée sont généralement inférées à partir des
caractéristiques des individus d’un échantillon de cette zone. Plusieurs méthodes sont
disponibles pour générer des populations synthétiques cohérentes et précises.

Dans cette communication, un cadre méthodologique est proposé pour comparer onze
méthodes de génération de population synthétique selon certains critères tels que le re-
spect de la structure hiérarchique des données (association de variables individuelles et
de ménages), les données d’entrée requises et le nombre d’attributs potentiels pouvant
être générés. Ce cadre peut être utilisé comme référence pour le choix d’une méthode de
synthèse en fonction de la quantité, du type et de la qualité des données disponibles. Sur la
base de ce cadre analytique, quatre méthodes appropriées aux données françaises ont été
mises en œuvre pour générer une population synthétique de l’aire urbaine de Nantes avec
le logiciel libre R. Nos résultats montrent que les algorithmes testés produisent des pop-
ulations synthétiques réalistes. Toutefois, le Hierarchical Iterative Proportionnal Fitting
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(HIPF) génère la population synthétique qui représente le plus fidèlement la population
réelle tout en préservant la cohérence entre les attributs des individus et les attributs des
ménages auxquels ces individus sont rattachés.

Mots-clés. Population synthétique; Reconstruction synthétique; Microsimulation; Données
françaises.

Abstract.
Agent-Based Models which have grown in popularity particularly in the field of trans-

port, require comprehensive data on the demographic and socio-economic characteristics
of individuals and households. However, for privacy reasons, there is no complete data
about the socio-demographic characteristics of individuals at a small geographical scale.
The only solution consists of generating a ”synthetic population” of individuals (linked to
households) that is representative of the real population. During this process, the char-
acteristics of (all) the individuals in a given study area are usually inferred from the
characteristics of the individuals in the sample from that area. Several well established
methods exist to build consistent and accurate synthetic populations. In this communi-
cation, a methodological framework is proposed to compare eleven generation methods
following certain criteria such as the respect of the hierarchical structure of the data (as-
sociation of individual and household variables), the required input data and the number
of potential attributes that can be handled. This framework can be used as a reference
for choosing a synthesis method connected with the amount,the type and quality of avail-
able data. On the basis of this analytical framework, four appropriate methods to the
French data were implemented to generate a synthetic population of the city of Nantes
with the free R software. Our results show that the tested algorithms produce realistic
synthetic populations. However, the Hierarchical Iterative Proportionnal Fitting (HIPF)
generate the synthetic population that most faithfully represents the real population while
maintaining consistency between the attributes of individuals and the attributes of the
households to which these individuals are assigned.

Keywords. Population synthesis; Synthetic reconstruction; Microsimulation; French
data.
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1 Introduction

Les modèles multi-agents permettent de simuler les décisions et les activités des indi-
vidus. Toutefois, pour un certain nombre de décisions (mobilité résidentielle, choix de
mobilité,...), il est généralement admis que:

• les individus interagissent au sein des ménages auxquels ils appartiennent;

• les décisions prises ou les activités menées au sein d’un ménage influencent également
le comportement des individus.

Dans ces cas, les décisions et activités d’un agent dépendent à la fois de ses caractéristiques
propres mais aussi de celles du ménage auquel il appartient. La plupart du temps (notam-
ment dans le domaine du transport), les modèles multi-agents ne considèrent qu’une seule
de ces deux dimensions. Notre communication s’intéressera à la possibilité de considérér
conjointement la dimension ”individuelle” et la dimension ”ménage”. Les individus et les
ménages peuvent alors être conceptualisés comme un système hiérarchique à deux niveaux
distincts: un individu possède des caractéristiques propres (âge, statut professionnel...) et
tous les individus d’un même ménage ont les mêmes attributs (possession d’une voiture,
taille du ménage...).

Par conséquent, une description fine et exhaustive de la composition de la popula-
tion prenant en compte les niveaux individuel et ménage peut s’avérer indispensable.
La très grande majorité des instituts statistiques ne mettant à la disposition du public
qu’un échantillon d’individus associés à leurs caractéristiques, la modélisation multi-agents
nécessite le plus souvent, la génération d’une ”population synthétique” représentative (en
caractéristiques et en effectifs) des individus et des ménages réels. Le principe de base
de la population synthétique est d’inférer les caractéristiques des individus d’une zone
d’étude donnée à partir de distributions de probabilités appropriées, obtenues le plus
souvent grâce aux caractéristiques des individus d’un échantillon de cette zone. La pop-
ulation synthétique apparâıt alors comme une représentation microscopique simplifiée de
la population actuelle car seules des variables d’intérêt sont sélectionnées pour l’inférence
[Chapuis et Taillandier., 2019].

Cette communication propose une évaluation des principales méthodes permettant
de générer des individus et des ménages synthétiques afin de déterminer laquelle est
la plus appropriée aux données françaises à des fins de modélisation multi-agents des
déplacements pour l’évaluation de politiques de transport. Les critères retenus sont entre
autres le respect de la structure hiérarchique des données en associant au mieux les vari-
ables individuelles et ménages, la reproduction des interdépendances parmi les individus
d’un même ménage, le respect de l’hétérogénéité de la distribution des ménages et des
individus notamment au niveau des zones géographiques retenues [Sun et al., 2018]. Notre
cas d’étude utilise les données du recensement français et s’applique à l’aire urbaine de
Nantes.
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2 Méthodologie

Trois grandes familles de génération de population synthétique sont mentionnées dans
la littérature: Reconstruction Synthétique, Optimisation Combinatoire et Apprentissage
Statistique [Sun et al., 2018]. Pour générer les individus et les ménages d’une zone donnée:

• l’approche de la Reconstruction Synthétique (SR) utilise à la fois l’échantillon et les
données agrégées de cette zone afin de calculer des poids qui reflètent la représentativité
de chaque ménage et individu de l’échantillon dans cette zone. Les méthodes SR
nécessitent un effort de prétraitement et restent strictes en termes de données
(échantillon et données agrégées à la fois au niveau individuel et au niveau ménage);

• les méthodes d’Optimisation Combinatoire (CO) utilisent également l’échantillon et
les données agrégées afin de sélectionner une combinaison appropriée de ménages
et d’individus qui correspondent le mieux aux données agrégées. Ces méthodes
sont moins contraignantes en termes de données que les méthodes SR. Toutefois,
elles ne peuvent pas toujours garantir la possibilité d’une solution optimale en ce
qui concerne la correspondance avec les données agrégées. Elles peuvent également
nécessiter un temps de calcul conséquent. Cette catégorie est mieux adaptée à la
génération de population d’une taille réduite;

• la famille de l’Apprentissage Statistique (SL) considère uniquement l’échantillon
et cherche à estimer la distribution jointe de tous les attributs en estimant une
probabilité pour les différentes combinaisons possibles. La famille SL est capable de
produire des résultats cohérents même pour des échantillons de petite taille (2,5%
voire même 1%). Par contre, les méthodes SL ne permettent pas une correspon-
dance avec les données agrégées, ce qui constitue un inconvénient majeur lorsque
ces données sont disponibles.

Parmi les principales méthodes associées à ces trois grandes familles, onze méthodes
ont été analysées au regard des critères suivants:

• principe de fonctionnement de l’algorithme de traitement (complexité, temps de
calcul, etc);

• le respect de la structure hiérarchique des données (individus et ménages);

• les caractéristiques de la population synthétique obtenue;

• les données d’entrée requises;

• l’adéquation aux données agrégées disponibles à un niveau géographique fin;

• le niveau géographique;
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• le nombre de variables qui peuvent être incluses dans le processus de génération.

Au regard de ces critères, les méthodes de Reconstruction Synthétique semblent plus
adaptées pour la génération d’une population synthétique d’individus et de ménages à par-
tir de données françaises du recensement. Quatre algorithmes de cette famille ont alors été
testés: l’Iterative Proportional Updating (IPU) [Ye et al., 2009], le Hierarchical Iterative
Proportional Fitting (HIPF) [Müller, 2017], la maximisation de l’entropie [Bar-Gera et al.,
2009 ; Fu et al., 2011] et l’estimation par calages sur marges (Generalized Raking) [Deville
et al., 1993]. Les performances de ces algorithmes sont comparées à partir des données du
recensement de l’Institut National de la Statistique et des Etudes Economiques (INSEE)
pour l’aire urbaine de Nantes. Une population synthétique d’individus et de ménages
(949.000 individus rattachés à 418.000 ménages) a été générée pour chaque iris (307 iris
au total) de l’aire urbaine avec chacun des algorithmes à partir d’un échantillon de 287.000
individus et 136.000 individus.

Les attributs suivants ont été utilisés dans la génération de la population synthétique:

• caractéristiques individuelles: sexe, âge, catégorie socio-professionnelle, condition
d’emploi, temps de travail, personne de référence du ménage, diplôme le plus élevé;

• caractéristiques des ménages: structure familiale, catégorie socio-professionnelle de
la personne de référence du ménage, nombre de voitures, type de ménage, taille du
ménage.

3 Principaux résultats obtenus

La performance de ces quatre algorithmes de synthèse a été évaluée en utilisant les indica-
teurs statistiques fréquemment utilisés dans la littérature sur la microsimulation spatiale:

• Le coefficient de détermination R2. Cet indicateur varie entre 0 et 1 et mesure la
corrélation linéaire entre les données simulées x et les données réelles y (données
agrégées du recensement) au sein de chaque iris i.

R2 =

0
BBB@

1

n

nX

i=1

xiyi − x · y
r

1

n

n
X

i=1

x2
i − x2

r

1

n

n
X

i=1

y2i − y2

1

C

C

C

A

2

Plus le R2 est proche de 1, meilleure est la correspondance entre les données simulées
et les données réelles.

5

792 sciencesconf.org:jds2020:330940

he



• L’erreur absolue standardisée (SAE). Cet indicateur donne le pourcentage d’erreurs
entre les données simulées et les données réelles.

SAE=

X

ij

|xij − yij|

total population ⇥ nombre de variables

avec x et y qui représentent respectivement les données simulées et observées pour
chaque attribut j au sein de l’iris i .

• L’erreur quadratique moyenne standardisée (SRMSE).

SRMSE=

s

1

J

JX

j=1

(xi − yi)
2

1

J

X

i

yi

avec J qui représente le nombre total d’attributs (toutes variables confondues). Cet
indicateur analyse la dispersion des erreurs et est utilisé pour évaluer la qualité de
l’ajustement entre la population synthétique estimée et les données agrégées. Plus
sa valeur est faible, plus la qualité de l’ajustement est meilleure.

En plus de ces indicateurs, les algorithmes ont également été évalués en fonction de
leur capacité à:

• conserver la structure hiérarchique entre individus et ménages;

• maintenir l’hétérogénéité des ménages et des individus entre les iris;

• reproduire les interdépendances entre les agents d’un même ménage;

Au regard des premiers résultats obtenus, l’HIPF semble produire la population synthétique
représentant le plus fidèlement la population réelle tout en préservant la cohérence entre
les attributs des individus et les caractéristiques des ménages auxquels ils appartiennent.
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régression avec option rejet
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Résumé. Nous étudions le problème de la régression où l’on est autorisé à s’abstenir de
prédire. Ce cadre d’étude vise à prévenir les conséquences d’une prise de décision erronée.
Nous appelons ce nouveau cadre la régression avec option rejet. Nous considérons le cas où
le taux de rejet est fixe et établissons la règle avec option rejet optimale pour ce problème.
Cette règle optimale conduit naturellement à considérer une procédure semi-supervisée
d’estimation de type plug-in : un premier ensemble de données étiquetées est utilisé pour
estimer les fonctions de régression et de variance conditionnelle ; un deuxième ensemble
de données non étiquetées est exploité pour calibrer le taux de rejet à celui souhaité. Il
s’avère que, lorsque l’estimation de la fonction de variance conditionnelle est basée sur
l’algorithme des K-plus proches voisins (K-PPV), le prédicteur avec option rejet résultant
a des performances proches du prédicteur avec option rejet optimal, à la fois en termes de
risque et de taux de rejet. Par ailleurs, la procédure proposée offre de bonnes performances
numériques.

Mots-clés. K-PPV, Régression, Régression avec option rejet, Plug-in.

Abstract. We investigate the problem of regression where one is allowed to abstain
from predicting. We refer to this new framework as the regression with reject option as
an extension of the classification with reject option. In this context, we focus on the case
where the rejection rate is fixed and derive the optimal rule which relies on thresholding the
conditional variance. Based on the plug-in principle, we provide an estimation procedure
of the optimal rule involving two datasets : a first labeled dataset is used to estimate both
regression function and conditional variance by the k-NN algorithm ; a second unlabeled
dataset is exploited to calibrate the desired rejection rate. The resulting k-NN predictor
with reject option is shown to be almost as good as the optimal predictor with reject
option both in terms of risk and rejection rate. Finally, a numerical study is performed
to illustrate the benefit of using the proposed procedure.

Keywords. K-nn, Regression, Regression with reject option, Plug-in.

1 Introduction

Prédire avec confiance est un enjeu majeur en apprentissage statistique. Ainsi, de nom-
breuses procédures d’estimation proposées visent à réduire les erreurs de prédiction, e.g.,
les réseaux de neurones, les méthodes à noyaux, l’approche des K plus proches voisins
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(K-PPV), les moindres carrés régularisés pour n’en nommer qu’un petit nombre. Cepen-
dant, même les méthodes les plus performantes commettent des erreurs qui peuvent dans
certains cas avoir de lourdes conséquences. Le domaine médical est un champs d’appli-
cation notable dans lequel il est souvent souhaitable de s’abstenir plutôt que de prendre
une mauvaise décision. C’est dans ce but que nous introduisons le problème de régression
avec option rejet qui vise à construire des procédures d’estimation capables de ne pas
prédire lorsque le doute dans la valeur prédite est trop grand. En particulier, nous nous
intéressons au cadre de travail dans lequel le taux de rejet est fixe, laissant ainsi la pos-
sibilité à l’humain d’agir sur une proportion des données jugées, par l’algorithme, trop
délicate à traiter par l’algorithme lui-même. Cette décision de rejeter et donc de ne pas
traiter certaines données par la machine est prise par l’algorithme et vise à rentabiliser
l’effort de l’humain.

La prédiction avec option rejet a déjà fait l’objet de nombreux travaux dans le cadre
de la classification. On peut citer par exemple les références suivantes : Chow (1970),
Vovk et al. (1999), Herbei et Wegkamp (2006), Naadeem et al. (2010), Lei (2014), Denis
et Hebiri (2019). A notre connaissance, ce travail est le premier à étendre la notion de
rejet au problème de régression. Il apporte entre autres une meilleure compréhension
des situations où il est judicieux d’avoir recours à une méthode autorisant le rejet. En
particulier, la fonction de variance conditionnelle est au centre du problème de rejet et pour
cette raison, nous nous focalisons sur des problèmes où la variance n’est pas constante (sur
l’espace des individus). Ainsi, en marge de l’étude du problème de rejet, nous proposons
une estimation de la fonction de variance conditionnelle fondée sur l’algorithme des K-
PPV et en étudions les propriétés statistiques.

2 Cadre de travail

Cette section a pour objet d’introduire les différentes notations et paramètres utiles
à la définition des prédicteurs avec option rejet. Nous nous plaçons dans le cadre de la
régression. On considère (X, Y ) 2 Rd⇥R un couple admettant une loi de probabilité P sur
Rd⇥R. On définit la fonction de régression f ⇤ et la fonction de variance σ2 respectivement
comme suit : f ⇤(x) = E [Y |X = x] et σ2(x) = E [(Y − f ⇤(X)2|X = x] pour tout x 2 Rd.
L’exemple le plus répandu de ce cadre d’étude est la régression hétéroscédastique où l’on
suppose que Y = f ⇤(X) + σ(X) ξ pour une variable aléatoire ξ, dite de bruit, centrée et
indépendante de X.

Un prédicteur avec option rejet est une fonction mesurable de Rd dans P (R), l’en-
semble des parties de R. Dans notre méthodologie, un prédicteur est toujours associé à
une fonction mesurable de Rd dans R. Pour f : Rd ! R une telle fonction, un prédicteur
avec option rejet Γ

(f) : Rd ! P (R), est une application qui à tout x 2 Rd associe
Γ
(f)(x) 2 {∅, {f(x)}}. L’utilisation d’un prédicteur avec option rejet offre donc deux pos-

sibilités : soit Γ(f)(x) = {f(x)} et on prédit f(x) pour la variable x ; soit Γ(f)(x) = ∅ et
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l’option rejet a été utilisée. Notons que dans ce dernier cas, le cardinal de Γ
(f)(x), noté

|Γ(f)(x)|, est nul (et |Γ(f)(x)| = 1 dans le cas de la prédiction).
L’objet de l’étude est de savoir quand utiliser l’option rejet. Ainsi, pour un prédicteur

avec option rejet Γ(f), nous introduisons un risque prenant en compte d’une part l’erreur
de prédiction induite par la fonction f lorsque Γ

(f) décide de prédire, et d’autre part un
prix à payer pour l’utilisation de l’option rejet :

Rλ

(
Γ
(f)
)
= E

⇥

(Y − f(X))21{|Γ(f)(X))|=1}

⇤

+ λP
(

|Γ(f)(X)| = 0
)

,

où 1{·} est la fonction indicatrice et λ > 0 est un paramètre de régularisation contrôlant
le poids que l’on souhaite donner à l’emploi de l’option rejet. En particulier, une forte
valeur de λ impose une contrainte importante sur l’utilisation de l’option rejet, alors qu’à
l’inverse, on aura facilement recours au rejet si λ est faible.

Alors que l’objet de ce manuscrit porte sur l’étude de prédicteur avec option rejet dont
le taux de rejet est fixe (ce qui sera l’objet de la section suivante), nous établissons ici un
premier résultat qui consiste à identifier la règle avec option rejet optimale pour λ fixe.

Théorème 1. Soit λ > 0 et soit le prédicteur avec option rejet optimal définit par
Γ
⇤
λ
2 argminΓ(f) Rλ

(

Γ
(f)

)

, où l’infimum est pris sur l’ensemble de tous les prédicteurs
avec option rejet. On a alors

Γ
⇤
λ
(X) =

(

{f ⇤(X)} si σ2(X)  λ ,

∅ sinon .
(1)

Le résultat ci-dessus décrit un aspect important de Γ
⇤
λ
et des prédicteurs avec option

rejet en général. Le fait de rejeter ou non dépend essentiellement de la fonction de va-
riance : plus le bruit en une région de l’espace est fort plus on a tendance à s’abstenir de
prédire. Il est à noter que ce premier élément n’a pas été observé dans la littérature sur
la classification avec option rejet. Deuxièmement, le Théorème 1 suggère qu’une bonne
estimation de f ⇤ et de σ2 est requise pour bien estimer Γ⇤

λ
.

3 Prédicteurs avec taux de rejet fixe

Nous avons considéré dans la section précédente le cas où le rejet a un coût fixe λ.
Toutefois, ce paramètre de seuillage de la fonction de variance (cf. Eq. (1)) est crucial et le
déterminer peut s’avérer difficile. Pour cette raison, inspiré de la classification avec option
rejet (Denis et Hebiri, 2019), nous présentons dans cette section le cadre d’étude où le
prédicteur avec option rejet a un taux de rejet fixé à l’avance. Ceci traduit typiquement des
situations où l’on dispose de ressources humaines limitées pour traiter toutes les tâches.
Pour ce faire, on ajoute une contrainte sur le taux de rejet du prédicteur. Plus précisément,
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soit ε 2 (0, 1]. Le prédicteur optimal à taux de rejet ε, ou le ε-prédicteur optimal pour
raccourcir est défini par :

Γ
⇤
" 2 argmin

{

E
⇥

(Y − f(X))2 | |Γ(f)(X)| = 1
⇤

; r
(

Γ
(f)

)

 ε
 

,

où pour tout f , r
(
Γ
(f)
)
= P

(
|Γ(f)(X)| = 0

)
. Contrairement au cas où λ est fixe, la

caractérisation du ε-prédicteur optimal requiert une hypothèse supplémentaire :

Hypothèse 1. La fonction de répartition Fσ2 de la variable aléatoire σ2(X) est continue.

Cette hypothèse a été introduite par Denis et Hebiri (2019) dans le contexte de la
classification binaire avec option rejet. Sous l’Hypothèse 1 et les propriétés de la fonction
quantile 1 F−1

σ2 , il est clair que Fσ2(σ2(X))  1 − ε ⇐⇒ σ2(X)  F−1
σ2 (1 − ε). Cette

équivalence permet de déduire le résultat suivant :

Théorème 2. Soit ε 2 (0, 1]. Sous l’Hypothèse 1, les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) le ε-prédicteur optimal est défini par :

Γ
⇤
"(X) =

(

{f ⇤(X)} if σ2(X)  λ" ,

∅ sinon ,
(2)

où λ" = F−1
σ2 (1− ε). De plus, r (Γ⇤

") = P (|Γ⇤
"(X)| = 0) = ε.

(ii) l’excès de risque E
(
Γ
(f)
)
:= Rλε

(Γ(f))−Rλε
(Γ⇤

") de tout prédicteur avec option rejet

Γ
(f) peut s’écrire explicitement sous la forme :

E
(
Γ
(f)
)
= E

h

(f ⇤(X)− f(X))21{|Γ(f)(X)|=1}
i

+ E

h

|σ2(X)− λ"|1{|Γ(f)(X)| 6=|Γ⇤
ε
(X)|}

i

.

Ce théorème établit un point crucial, à savoir la valeur de λ pour laquelle le prédicteur
a exactement un taux de rejet égal à ε. De plus, le point (ii) du Théorème 2 donne une
formulation explicite de l’excès de risque d’un prédicteur Γ(f). Il est montré que celui-ci se
décompose en deux parties. La première dépend de l’erreur L2 de la fonction f alors que
la seconde, plus originale, dépend du comportement de la fonction de variance σ2 autour
du seuil λ".

3.1 Stratégie d’estimation

L’objectif de cette section est de fournir un estimateur de Γ⇤
" ayant des propriétés statis-

tiques proches. La nature de l’oracle donné par (2) suggère une approche semi-supervisée
de type plug-in qui repose sur l’estimation de f ⇤ et σ2, ainsi que du seuil λ". Dans ce but,
nous utilisons deux échantillons indépendants : Dn = {(Xi, Yi)}ni=1 qui consiste en n copies
indépendantes de (X, Y ), et DN = {Xi}n+N

i=n+1 qui contient N observations indépendantes,

1. ou encore inverse généralisé de F
σ
2

4
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et non étiquetées, de même loi que X. L’échantillon Dn sera exploité pour construire des
estimateurs f̂ et σ̂2 de f ⇤ et σ2. Nous reportons cet aspect de l’étude à la Section 3.2 et
nous concentrons pour l’heure sur l’utilisation de l’échantillon DN , en partant du principe
que les estimateurs f̂ et σ̂2 sont déjà construits. Considérons la fonction de répartition
empirique de σ̂2 sur DN donnée par F̂σ̂2(·) = 1

N

Pn+N
i=n+1 1{σ̂2(Xi)·}. Nous sommes à présent

en mesure de définir le prédicteur plug-in de niveau ε :

Γ̂"(x) =

(

n

f̂(x)
o

if F̂σ̂2(σ̂2(x))  1− ε ,

∅ sinon .
(3)

3.2 Estimation de σ2 par K-PPV

Le problème de l’estimation de la fonction de régression f ⇤ est classique et largement
étudié, voir par exemple Wand et Jones (1994), Györfi et al (2002), ou encore Biau et
Devroye (2015). Dans la suite, nous supposons que l’on dispose d’un estimateur f̂ de f ⇤,
consistant en norme infinie. La question de l’estimation de σ2 est plus originale et peu
étudiée dans le cas de design aléatoire (cf. Hall et Caroll (1989), Fan et Yao (1998) ou
encore Cai et Wang (2008)). Dans ce papier, nous considérons l’algorithme populaire des
K-PPV pour estimer ce paramètre.

Soit x ∈ Rd. Introduisons la notation suivante
{(

X(i,n)(x), Y(i,n)(x)
) n

i=1
, caractérisant

la suite ordonnée des voisins de x. Ici X(i,n)(x) est vu comme le ième plus proche voisin de
x au sens de la distance Euclidienne 2. On estime alors σ2 par :

σ̂2(·) := 1

k

k
X

i=1

⇣

Y(i,n)(x)− f̂
(

X(i,n)(x)
)

⌘2

. (4)

La proposition suivante établit la consistance de l’estimateur (4) en norme L1 :

Proposition 1. Supposons que les fonction f ⇤ et σ2 soient bornées et que E [Y 4] < ∞.

Supposons de plus que E



∥

∥

∥f̂ − f ⇤

∥

∥

∥

2

1

]

−!
n!+1

0. Alors, pour k = kn tel que kn ! 1, et

kn/n ! 0 quand n ! 1, on a

E
⇥∣

∣σ̂2(X)− σ2(X)
∣

∣

⇤

−!
n!+1

0.

3.3 Consistance

On étudie dans cette section les propriétés de consistance du prédicteur plug-in de
niveau ε défini par l’Eq. (3). Pour cela, nous imposons l’hypothèse suivante dont l’impor-
tance a été démontrée empiriquement par Denis et Hebiri (2019).

2. En cas d’égalité, on convient que le le voisin le plus proche est celui ayant l’indice le plus petit.
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Hypothèse 2. la fonction de répartition Fσ̂2 de σ̂2(X) est continue.

L’Hypothèse 2 n’est pas restrictive puisqu’elle contraint l’estimateur σ̂2 et que celui-ci
peut être choisi par le praticien 3. Nous pouvons à présent établir notre résultat principal :

Théorème 3. Supposons que σ2 est Lipschitz, f̂ est un estimateur consistant de f ⇤ en
norme L1 et σ̂2 est un estimateur consistant de σ2 en norme L2. Sous les Hypothèses 1-2,
le prédicteur plug-in de niveau ε donné par (3) satisfait les propriétés suivantes :

E

h

E
⇣

Γ̂"

⌘i

−!
n,N!+1

0, et E

h

r(Γ̂")
i

−!
n,N!+1

ε .

En résumé, sous de bonnes conditions, le Théorème 3 illustre le fait que le prédicteur
Γ̂" est asymptotiquement aussi bon que le prédicteur optimal et de niveau ε.
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Résumé.
Trente-cinq ans après la découverte du virus de l’immunodéficience humaine (VIH), l’épi-
démie se poursuit en France. Afin d’orienter les stratégies de prévention du VIH et
de suivre leur impact, il est indispensable de connâıtre la dynamique de l’épidémie.
L’indicateur permettant de rendre compte de l’évolution des nouvelles infections est
l’incidence. En France, depuis 2003, Santé publique France a mis en place un système
de surveillance des nouveaux diagnostics VIH couplé à une surveillance virologique, per-
mettant notamment de disposer du stade clinique du patient au moment du diagnostic
VIH ainsi que des valeurs de deux marqueurs d’infection au diagnostic. Nous avons
adapté l’approche pour l’estimation de l’incidence du VIH proposée par Sommen et al.
[2009] en utilisant une vraisemblance pénalisée pour obtenir une estimation lisse de la
courbe d’incidence du VIH. La vraisemblance pénalisée a été calculée dans le cadre d’un
modèle de Markov multi-états non homogène. La courbe d’incidence du VIH a été ap-
proximée à l’aide de M-splines cubiques et une approximation du critère de validation
croisée a été utilisée pour estimer le paramètre de lissage. La méthode est illustrée sur
200 simulations reproduisant les données de la déclaration obligatoire du VIH collectées
à Santé publique France et sur les données françaises de la déclaration obligatoire du
VIH. Le modèle présenté ici est un nouvel outil pour estimer l’incidence de l’infection à
VIH à partir des données de surveillance en utilisant l’information des stades cliniques au
moment du diagnostic, et en tenant compte de l’évolution du dépistage au cours du temps.

Mots-clés. VIH, incidence, model de Markov multi-états, vraisemblance pénalisée,
données de notification, surveillance
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Abstract.
Thirty-five years after the discovery of the human immunodeficiency virus (HIV), the
epidemic is still going in France. In order to guide HIV prevention strategies and monitor
their impact, it is essential to know the dynamics of the epidemic. The indicator for
reporting the progress of new infections is incidence. In France, since 2003, the National
Institute for Public Health Surveillance has set up a surveillance system for new HIV
diagnoses coupled with a virological surveillance, allowing to collect the clinical stage of
the patient at the time of HIV diagnosis, as well as the value of two markers of infec-
tion at diagnosis.We adapted the approach for estimating HIV incidence proposed by
Sommen et al. [2009] using a penalized likelihood to obtain a smooth estimate of the
HIV incidence curve. The penalized likelihood was calculated within the framework of
a non-homogeneous multi-state Markov model. The HIV incidence curve was approxi-
mated using cubic M-splines and an approximation of the cross-validation criterion was
used to estimate the smoothing parameter. The method is illustrated on 200 simulations
reproducing the French HIV mandatory notification data and also on real data using
the French HIV mandatory notification data.The model presented here is a new tool for
estimating the incidence of HIV infection from surveillance data using information from
clinical stages at the time of diagnosis, and taking into account the evolution of screening
during time.

Keywords. HIV, incidence, multi-state Markov model, penalized likelihood, notifi-
cation data, surveillance
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1 Introduction

En épidémiologie, l’incidence est un indicateur majeur pour estimer la dynamique d’une
maladie. Depuis plusieurs années, différentes méthodes pour estimer l’incidence de l’infection
par le VIH ont été utilisées dans les pays développés et en développement à partir de
différents modèles épidémiologiques et de différentes méthodes statistiques présentées dans
le rapport de UNAIDS/WHO [2015].
Nous proposons une approche basée sur un modèle multi-états qui prend en compte
l’histoire naturelle du VIH et distingue les individus non diagnostiqués des individus di-
agnostiqués. Nous avons adapté aux données françaises l’approche proposée par Sommen
et al. [2009] en tenant compte du stade de primo-infection. Une approche par vraisem-
blance pénalisée a été utilisée afin d’obtenir une courbe lisse d’incidence du VIH. La
vraisemblance pénalisée a été calculée dans le cadre d’un modèle de Markov non ho-
mogène. La courbe d’infection du VIH a été approximée à l’aide de M-splines cubiques et
une approximation de validation croisée a été utilisée pour choisir le paramètre de lissage.
Ce nouveau modèle prend en compte toutes les informations fournies par le stade clin-
ique déterminé par un médecin au moment du diagnostic VIH ainsi que les changements
potentiels de comportement face au dépistage au cours du temps.
La méthode est illustrée sur les données de surveillance du VIH en France. En outre, un
jeu de données simulées se rapprochant au maximum des données de déclaration obliga-
toire du VIH a été créé afin d’évaluer les performances du modèle pour reconstruire la
courbe d’incidence du VIH. La section 2 présente les données de la déclaration obligatoire
du VIH et la méthode de simulation. Le modèle de Markov est présenté dans la section 3
et les résultats sont décrits dans la section 4. Enfin, nous discutons des avantages et des
inconvénients de ce modèle ainsi que des perspectives envisagées.

2 Matériels

Depuis mars 2003, le VIH est à déclaration obligatoire en France. Certaines informations
épidémiologiques et cliniques concernant le patient, telles que la profession, la nationalité,
la raison du test, les antécédents négatifs ou positifs de sérologie, le stade clinique ou le
mode de contamination sont collectées par le médecin au moment du diagnostic. De plus,
une surveillance virologique est effectuée pour déterminer le type de virus au moment
du diagnostic et déterminer si l’infection est récente (moins de 6 mois) ou non récente.
Pour la période de 2004 à 2018, nous disposons, pour chaque semaine, du nombre estimé
de personnes diagnostiquées avec le VIH ainsi que de leur stade clinique au moment du
diagnostic.
Nous avons réalisé une étude de simulation afin de créer un jeu de données réaliste,
aussi proche que possible des données de la déclaration obligatoire du VIH, permettant
d’évaluer les performances du modèle pour estimer l’incidence du VIH et les autres indica-
teurs épidémiologiques d’intérêt (nombre d’individus diagnostiqués / non diagnostiqués).
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L’étude de simulation a permis de générer 200 jeux de données simulées.

3 Méthode

3.1 Description du modèle

Le modèle multi-états utilisé pour décrire l’histoire naturelle de l’infection par le VIH,
l’accès au diagnostic et la mortalité pré-sida est illustré en Figure 1.

Figure 1: Modèle de Markov multi-états décrivant la progression de l’infection à VIH. Le
premier niveau correspond à l’histoire naturelle du VIH avec ⌫(t) représentant l’intensité
de l’infection du VIH au temps t. Le deuxième niveau représente l’accès aux diagnostics.
Les états entourés (4, 5, 6 et 7) correspondent aux états pour lesquels des données sont
disponibles.

Nous supposons que les individus nouvellement infectés entrent en temps continu dans
l’état 1 selon un processus de Poisson d’intensité ⌫(t) représentant l’incidence de l’infection
par le VIH. Les individus infectés peuvent ensuite progresser successivement à travers
quatre stades cliniques.
L’objectif principal est d’estimer l’intensité de transition ⌫(t) du processus de Poisson
non-homogène à partir des données de la déclaration obligatoire du VIH. Les intensités
de transition du premier niveau sont connues à partir de l’article de Alioum et al. [2005]
et nous faisons l’hypothèse que le taux de mortalité pré-sida est le même que le taux de

4

804 sciencesconf.org:jds2020:315614

M



mortalité dans la population générale.
On considère un processus de Markov non homogène à temps discret, avec des probabilités
de transition qui dépendent du temps. Comme les arrivées en 1 se font selon un processus
de Poisson, les arrivées en 4, 5, 6 et 7 se font également selon un processus de Poisson.

3.2 Vraisemblance du modèle

La vraisemblance du modèle est basée sur un processus de Poisson à temps discret dont
l’intensité est estimée à partir de la relation de récurrence décrite dans l’approche de Aalen
et al. [2007], et qui se base à la fois sur l’incidence ⌫(t) mais aussi sur les probabilités
de transition d’un état à l’autre. En utilisant cette approche, il est possible d’écrire le
nombre attendu d’individus dans les états 1 à 8 au temps ti, i = 1, ..., K.

La déclaration obligatoire du VIH fournit les informations sur le nombre estimé de diag-
nostics VIH. On note nk

i le nombre de sujets diagnostiqués VIH positifs et inclus dans le
système de surveillance dans l’état k dans l’intervalle Ti = (ti−1, ti], i = 1, 2, ..., K. On
note eki le nombre de sujets attendu dans l’état k dans l’intervalle Ti, i = 1, 2, ..., K calculé
à partir de la formule de récurrence de Aalen et al. [2007] et Birrel et al. [2012] .

En utilisant l’hypothèse de Poisson, la log-vraisemblance du modèle, permettant d’estimer
la courbe d’incidence du VIH ⌫(t), s’exprime comme suit :

l =
K
X

i=H

7
X

j=4

nj
i log(e

j
i )− eji

La somme commence au temps Ti = TH qui correspond au début de l’année 2004 et se
termine pour Ti = TK correspondant à la fin de l’année 2018, période au cours de laquelle
nous disposons des données.

3.3 Vraisemblance pénalisée

Il est souhaitable de produire une estimation lisse de la courbe d’incidence ⌫(t) de sorte que
cette fonction n’ait pas de valeurs négatives, soit continue, et dans le cas de l’épidémie de
VIH, ait de petites variations locales. Une méthode largement utilisée consiste à pénaliser
la vraisemblance par un terme de pénalisation. Le facteur de pénalité λ est utilisé comme
paramètre de lissage pour déterminer le degré de lissage de la courbe d’infection ⌫(t). La
fonction de pénalisation utilisée

R

⌫ 00(u)2du est basée sur les dérivées secondes de ⌫(t) car
cette pénalisation permet de lisser la courbure de la fonction d’après le travail de Good
and Gasking [1971] et Good and Gasking [1980].
On considère pl la log-vraisemblance pénalisée de la forme :
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pl = l − λ

Z
⌫ 00(u)2du

Les paramètres à estimer sont les vecteurs de probabilités de diagnostic du VIH ↵1,5 =
(↵1

1,5,↵
2
1,5, . . . ,↵

K
1,5), ↵2,6 = (↵1

2,6,↵
2
2,6, . . . ,↵

K
2,6) et ↵3,7 = (↵1

3,7,↵
2
3,7, . . . ,↵

K
3,7) pour les

différents temps et la courbe d’incidence du VIH ⌫(t). Pour une valeur fixe de λ, la
maximisation de la vraisemblance pénalisée pl en Θλ = (⌫(.),↵1,5,↵2,6,↵3,7) fournit des
estimateurs de maximum de vraisemblance pénalisée ⌫̂(.), ↵̂1,5, ↵̂2,6 et ↵̂3,7 pour le modèle
illustré en Figure 1.
Toutefois ⌫̂(.) ne peut être déterminée de forme explicite. L’estimateur du maximum de
vraisemblance ⌫̂(.) est donc approché par une forme ⌫̃(.) à l’aide de M-splines d’ordre 4
d’après Joly and Commenges [1998]:

⌫̃(.) =

Q+2
X

j=1

θjMj(.)

Avec Q le nombre de nœuds uniformément réparti sur la période d’étude.
Pour une valeur fixée de λ, nous estimons le vecteur de paramètres Θ̂λ = (θ̂, ↵̂1,5, ↵̂2,6, ↵̂3,7)

où θ̂ = (θ̂1, θ̂2, ...θ̂Q+2), qui maximise la log-vraisemblance pénalisée. Le facteur de
pénalisation λ est estimé en utilisant une approximation du critère de validation croisée.

4 Résultats

La période d’étude commence à la première semaine de 2004 et se termine à la dernière
semaine de 2018, et toutes les durées ont été calculées en semaines à partir du début de
l’année 2004. Nous considérons 5 périodes de temps de 3 ans dans lesquelles les proba-
bilités de transition étaient supposées constantes (mais varient d’une période à l’autre).
Ce découpage a été choisi arbitrairement pour obtenir des périodes de même taille et un
nombre raisonnable de paramètres à estimer.
Sur les 200 simulations effectuées, l’algorithme a convergé vers le même maximum en par-
tant de différentes valeurs initiale de paramètres. Concernant les données de la déclaration
obligatoire du VIH, nous disposons de 75 bases imputées après traitement des données
manquantes. Nous avons appliqué le modèle sur ces 75 bases. L’algorithme de maximi-
sation de la vraisemblance du modèle a convergé pour chacune des bases et vers le même
maximum en partant de différentes valeurs de paramètres initiaux. Les règles de Rubin
ont été appliquées pour obtenir une estimation de la courbe d’incidence ⌫(t) ainsi que
du nombre attendu de personnes dans les différents états. Afin d’approximer la variance
de nos estimateurs, nous avons utilisé l’approche introduite par Whaba [1983] qui pro-
pose une méthode bayésienne pour obtenir des bandes de confiance point par point de
l’incidence du VIH.
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5 Discussion

Le modèle multi-états présenté ici est une approche pour estimer conjointement l’incidence,
le nombre de personnes vivant avec le VIH et ne connaissant pas leur statut de séropositivé,
ainsi que le délai entre infection et diagnostic. Ce nouveau modèle prend en compte
l’information apportée par les stades cliniques au moment du diagnostic ainsi que les
changements dans le temps de comportement face au dépistage. Des splines ont été
utilisées pour modéliser la courbe d’incidence du VIH. Les splines ont l’avantage de fournir
une estimation lisse de la courbe d’infection sans hypothèses paramétriques fortes sur la
courbe d’infection d’après les travaux de Bellocco and Pagano [2001] et de Rosenberg and
Goedert [1998]. Nous avons créé un jeu de données simulées aussi proche que possible
des données de la déclaration obligatoire du VIH pour évaluer la capacité du modèle à
reconstruire la courbe d’incidence du VIH. Notre idée était de tester le modèle sur des
données qui ressemblent autant que possible aux données réelles, tout en sachant que ce
choix de simulation implique de fortes contraintes non spécifiques à notre modèle. Les
avantages de cette méthode sont un temps de calcul raisonnable (48 heures pour la val-
idation croisée et environ 3 heures pour la maximisation de la vraisemblance pénalisée),
une estimation conjointe de l’incidence, du nombre de personnes ne connaissant pas leur
statut de séropositivé, la distribution du temps entre infection et diagnostic, ainsi qu’une
estimation plus précise de la courbe d’incidence dans les 3 dernières années par rapport
aux méthodes similaires.
La méthode a été illustrée sur les données de la déclaration obligatoire du VIH dans la
population générale en France. Les résultats obtenus sont cohérents avec les estimations
précédentes de l’incidence du VIH en France utilisant d’autres approches telles que celles
proposées par Le Vu et al. [2010] ou Marty et al. [2018].
Cette méthode pourra être utilisée en routine pour estimer les indicateurs chaque année et
si nécessaire plus fréquemment. Cette méthode n’est pas basée sur des hypothèses fortes
propres aux données françaises du VIH. Elle peut être appliquée à tout pays qui dispose
d’un système de surveillance du VIH. Ces travaux pourraient potentiellement fournir un
cadre pour appliquer cette méthode à d’autres maladies infectieuses en modifiant l’histoire
naturelle de la maladie.
En termes d’analyses futures, l’incidence du VIH est significativement associée au sexe,
au mode de transmission, à l’origine géographique et également à la région de résidence.
Une perspective intéressante sera de décliner les indicateurs épidémiologiques en fonction
de ces variables, ce qui fera l’objet d’un futur travail.
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Résumé. Les techniques de quantification du risque naturel se sont largement démocratisées
ces dernières années. Elles sont encore toutefois majoritairement limitées à la simple util-
isation de catalogues d’évènements historiques, dont la taille excède rarement 40 à 50
ans, ainsi qu’à l’exploitation de modèles numériques, impliquant de lourds calculs tout
en n’étant pas fiable pour l’extrapolation. La théorie des valeurs extrêmes définit les
principes d’analyse statistiques nécessaires à l’estimation de la fréquence d’évènements
rares tout en donnant un cadre formel pour extrapoler au-delà des niveaux historiques
d’intensité. Toutefois son application s’est jusque-là principalement limitée au cadre uni-
varié. Ainsi, une majorité des études traitant du risque naturel ont négligé sa nature
spatio-temporelle.

Dans cette présentation, nous introduisons une extension de l’analyse de dépassements
de seuil au cadre fonctionnel, dans lequel il est possible de caractériser un évènement
extrême complexe à travers une notion généralisée d’excès, et décrivons ensuite la limite
de leur queue de distribution, appelée processus de r-Pareto généralisé. Nous présentons
un modèle dérivé de fonctions aléatoires log-Gaussiennes qui utilise les structures clas-
siques de covariance pour caractériser la dépendance extrémale. Ensuite, nous décrivons
un générateur stochastique d’évènements extrêmes, capable de quantifier la récurrence
d’évènements passés ainsi que d’en générer des nouveaux dont l’intensité va au-delà des
niveaux historiques. La méthodologie est ensuite appliquée à plusieurs risques naturels
tels que les tempêtes et la pluie.

Mots-clés. Analyse de dépassements de seuil, Extrêmes spatio-temporels, Processus
de r-Pareto généralisé, Risque naturel.

Abstract. Estimating the risk of single occurrences of natural hazards has become
important in recent decades, but up until now it has been largely limited to re-using cat-
alogues of historical events, which usually do not exceed 40 to 50 years in length, and to
numerical models, which require heavy computation and are often unreliable for extrap-
olation. Extreme value theory provides statistical methods for estimating the frequency
of past extreme events as well as for extrapolating beyond observed severities, but it has
mostly been focused on studying univariate quantities. Consequently the majority of its
applications to natural hazards have neglected their spatio-temporal characteristics.

1

810 sciencesconf.org:jds2020:318804

hi



We present an extension of peaks-over-threshold analysis to functions which allows one
to define complex extreme events as special types of exceedances, and then obtain their
limit tail distribution, namely the generalized r-Pareto process. We focus on a specific
model based on log-Gaussian random functions using classical covariance structures to
characterize extremal dependence. Then, we describe a stochastic weather generator for
extreme events, capable of quantifying the recurrence of past events as well as generating
completely new ones. The methodology is applied to several natural hazards such as
windstorms and rainfall.

Keywords. Generalized r-Pareto process, natural hazards, peaks-over-threshold anal-
ysis, spatio-temporal extremes.

1 Extended summary

Extreme Value Theory (EVT) provides a theoretical framework to describe and model
tails of statistical distributions within which estimating the frequency of past extreme
events as well as to extrapolating beyond observed severities is possible. These have
been extensively studied in a univariate framework (Fisher and Tippett, 1928; Gnedenko,
1943; Davison and Smith, 1990) especially for independent identically distributed repli-
cates, and applications have been developed in fields such as finance, insurance, hydrology
and telecommunications (Hosking and Wallis, 1987; Katz et al., 2002; Embrechts et al.,
1997). Due to recent extreme events, there has been a surge of interest in environmen-
tal applications, motivated by the necessity to better understand the impact of global
warming. Floods, windstorms, heatwaves have a complex spatio-temporal structure that
cannot be modelled using univariate extreme value theory.

Max-stable processes (de Haan and Ferreira, 2006, Section 9.2), which provide a func-
tional extension of the generalized extreme value distribution (Coles, 2001, p.47-48), have
successfully been used to study the extremal behaviour of monthly and annual maxima,
but applications have been limited due to the mathematical and computational complex-
ity of such models (Huser and Davison, 2013). Also, the study of maxima discards a
fair amount of information, making detection of mixtures in tail behaviour very difficult.
For example, in some regions, rainfall can be divided into two classes: convective rain,
which is local and marginally very intense, and cyclonic spells generating larger spatial
accumulations of water but with lower local intensities. These phenomena are driven by
different independent weather conditions that may both cause severe floods and their tail
marginal distribution and spatio-temporal structure are likely to differ. With block max-
ima, marginally intense events naturally dominate and thus impose a focus on convective
rainfall, while disregarding potential extreme cyclonic events. For risk mitigation, study-
ing extremes of different natures is crucial, and max-stable processes are inappropriate
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for modelling such complex phenomena, since taking maxima largely eliminates certain
types of events.

Univariate peaks-over-thresholds analysis, associated to the generalized Pareto distri-
bution, define extreme events as exceedances over a threshold. In this context, reduc-
tion of multivariate datasets to univariate structural variables, such as max(X1, X2) or
X2

1 +X2
2 , on which generalized Pareto distributions are fitted (Coles and Tawn, 1994), is

common to study complex multivariate extreme events. However, this approach does not
give insight on the combination of events yielding an exceedance and is hindered by the
fact that different univariate summaries may lead to different tail behaviour. One way
to understand these differences is to suppose that the observations are generated by an
underlying mixture of generative processes, which are disentangled by computing these
univariate summaries. Thus if the summary captures only one of these processes, for
instance only cyclonic rain, it is not surprising that we obtain different tail behaviours.
Functional peaks-over-threshold analysis generalizes this methodology for a better under-
standing of the underlying dependence structure and gives a theoretical foundation to
detect mixtures of tail behaviour through different definitions of exceedances tailored to
the type of extreme events of interest.

In univariate extreme value theory, the generalized Pareto distribution gives a unified
framework to describe directly the tail decay of the original data, and encompasses the
Weibull, Gumbel and Fréchet tail decay regimes. This work provides a similar unified
formulation for functional peaks-over-threshold analysis under the assumption that the
process has the same tail decay over its domain. In this context, we extend Dombry and
Ribatet (2015) by introducing the generalized r-Pareto process, allowing more flexible
excess definitions and generalized Pareto tail margins. The generalized r-Pareto process
is the only limit of exceedances of a properly rescaled regularly varying process and for
some specific definitions of exceedance, it can be factorized to enable simulation of events
with a fixed intensity, i.e., events for which the risk measure equals a pre-determined
return level.

We first review classical results for univariate extremes and introduces functional
peaks-over-threshold analysis. We present convergence results for the three possible
regimes of tail decay, under a generalized regular variation hypothesis, i.e., for a stochas-
tic process X, we assume that there exist a tail index ξ 2 R and sequences of functions
an > 0 and bn such that

nPr

(

✓

1 + ξ
X − bn

an

◆1/ξ

2 ·
)

! Λ(·), n ! 1,

where Λ is a non-zero measure on the space of non-negative continuous functions. We
then introduce the class of generalized r-Pareto process, characerized by

P = r(a)ξ−1Rξ W

r(W )
+ b− ξ1a,
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where R is a unit Pareto random variable, W is a stochastic process on the space of
continuous functions with unit norm and a > 0 and b are continuous functions. For
linear risk functionals, we prove that generalized r-Pareto processes are the only limit
of increasingly large r-exceedances, i.e., events {r(X) > u} with increasing threshold
u 2 R. The previous result is then applied to develop of stochastic weather generator
of windstorms over Europe. Finally we illustrate the importance of risk definition when
studying the risk of flooding in the city of Zurich.
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Résumé. Plusieurs modèles permettent de représenter des phénomènes non stationnaires en vue du 
krigeage : FAI-K, covariables en dérive externe ou plus récemment, les modèles de type SPDE. 
Mais ces modèles ne décrivent pas l’ensemble des non stationnarités d’ordre un ou deux. Dans les 
méthodes multi-points, la loi spatiale ou la covariance empiriques ne sont pas nécessairement des 
modèles admissibles, lorsqu’elles sont calculées sur une seule image d’entraînement. 

Calculés par couples de points (x,x’) en moyenne sur N réalisations, la covariance C(x,x’) ou le 
variogramme !"#, #%& non stationnaires empiriques admettent les propriétés mathématiques 
adéquates. Soit alors un phénomène modélisable à l’aide d’un code numérique. La randomisation 
des paramètres d’entrée fournit un lot de sorties des modèles numériques (spatiaux ou spatio-
temporels) qui constituent autant de réalisations d’une Fonction Aléatoire. La covariance ou le 
variogramme non stationnaires empiriques reflètent alors la variabilité spatiale (spatio-temporelle) 
de la variable de sortie, ce qui permet d’introduire cette variabilité dans le krigeage. 

Les propriétés de la covariance et du variogramme empiriques sont présentées. L’application à 
la modélisation d’un panache de pollution est discutée. 

 

Mots-clés. Non stationnarité, krigeage, covariance empirique, variogramme. 

 

Abstract. Various non stationary models are available to describe non stationary phenomena for 
kriging, such as IRF-k, covariates as external drifts, and more recently SPDE. However, these 
models are not suited for all non stationary phenomena. In addition, in the multi-point approaches 
the empirical spatial covariance or distribution are not necessary admissible when computed on a 
single realization.  

 The covariance C(x,x') and the empirical variogram !"#, #%& computed on the average of pairs 
of points (x,x') over N realizations have the relevant mathematical properties. Let us thus consider a 
phenomenon that can be modelled using a numerical code. The randomisation of the input 
parameter fields provides a set of outputs from the numerical models (spatial or spatio-temporal), 
which constitute as many realisations of a Random Function not necessarily stationary. The 
numerical covariance or variogram reflect the spatial (spatio-temporal) variability of the studied 
variable, allowing this variability to be introduced into the kriging. 

The properties of the empirical covariance and variogram are presented. An application to the 
modelling of a contamination plume is discussed. 

 

Keywords. Non stationarity, kriging, empirical covariance, variogram 
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Résumé. Tout modèle construit à partir de données observées est fortement dépendant
de son ensemble de données d’apprentissage et une question inhérente aux modèles de
machine learning est la question de leur généralisation aux nouvelles observations. Cette
question est d’autant plus critique pour les modèles de machine learning appliqués à la
conception de produits, car, dans un soucis d’innovation, on cherche le plus souvent à
estimer les performances de nouveaux produits qui peuvent avoir des spécifications sen-
siblement différentes des précédents. Dans ce travail, nous montrons sur le cas réel de
la conception de pneus que les méthodes de transfer learning permettent d’améliorer de
manière significative les performances des modèles de conception sur de nouveaux pneus.

Mots-clés. Transfer learning, Modèle de conception, Machine learning pour l’industrie

Abstract. Any data driven model is strongly dependent on its learning dataset and
an inherent question of machine learning models is the issue of their generalization on new
observations. In fact this issue is very critical when applying machine learning techniques
to design models since one most often seeks to estimate the performances of new prototype
products that may have significantly different specifications from previous products. In
this work, we show on the real case of tire design space exploration that transfer learning
methods help to notably improve the performances of design models on new tires.

Keywords. Transfer learning, Design model, Machine learning for infustry

1 Introduction

For the past few years, machine learning methods have proven to be powerful tools to
solve complex tasks as for example image classification, events prediction, natural lan-
guage processing... Because of these noteworthy results, the industrial sector has become
particularly interested to apply these techniques in order to improve their own processes,
as for instance quality management, maintenance or predictive models for design... Nev-
ertheless, the use of machine learning for industrial problems encounter challenging issues
which highlight the limitations of traditional machine learning methods. In a recent pa-
per Wuest et al. (2016) recall the main difficulties: the lack of labeled data and the
data obsolescence due to technological drifts... These issues are even more critical when
building predictive models for design space exploration as designers are looking for new

1
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innovative products, which may be significantly different from previous ones. They often
need to explore in unknown design space (where a limited number of observations are
available) and machine learning models, which are strongly dependent on their learning
dataset, could unlikely provide pertinent results in these areas. However, based on the
assumption that ”new” products should have a behaviour somewhat similar to previous
ones, we propose to use transfer learning methods to handle this kind of generalization
issue in design predictive models. As we will develop in the next part, the goal of our work
is to ”transfer” the information contained in previous tire lines data in order to build a
model performing well on data from a ”new” tire line. See Figure 1.

Figure 1: Transfer learning between tire lines: Information on the relationship
between tire components and performances are transferred from a source tire line with a
large amount of observations available to a target tire line with few observation available.

2 Transfer learning

2.1 Framework

Our work focuses on improving the generalization of design predictive models of tire
performances. For this purpose we consider the familiar supervised learning setting
where the learning algorithm receives a sample of m labeled points S = (z1, ..., zm) =
((x1, y1), ..., (xm, ym)) 2 (X ⇥ Y )m, where X ⇢ Rp is the input space such that xi 2 X
are input instances vector encoding the tire features (width, height, dimension of rubber
layers, materials properties...) and p the number of features. Y ⇢ R is the output space,
where yi are a corresponding performance observed for the tire encoded by xi (for example
the tire rolling resistance). Building a predictive model for tire design consists in building
an estimator or hypothesis h 2 H which approximates the function f : X ! Y modeling
the relationship between the tire design features and one performance. H is a class of
hypotheses, for example the set of fully-connected regressive neural-network functions.

2
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As mentioned previously, predictive models of tire performances encounter a gen-
eralization issue when applying one model built on ”existing” tire lines data on data
of a ”new” tire line. To characterize this issue of generalization in the transfer learn-
ing framework, we consider S as the ”existing” tire lines dataset and we denote by
T = ((x1, y1), ..., (xn, yn)) 2 (X⇥Y )n the labeled instances of a ”new” tire line from which
only a few observations are available (n << m). In the transfer learning framework, one
makes the assumption that the sample S is drawn according to a source distribution Q,
while the sample T is drawn according to a target distribution P that may somewhat
differ from Q.

Predictive model for tire design should perform well on new tire lines, i.e for instances
drawn according to P . Our main goal consists then in selecting a hypothesis h out of
a hypothesis set H with a small expected loss according to the target distribution P ,
i.e minimizing LP (h, f) = Ex⇠P [L(h(x), f(x))] where L : Y ⇥ Y ! R is a loss function
defined over pair of performance labels.

Transfer learning framework has been first theoretically introduced in the works of
Ben-David et al. (2010) and Y. Mansour et al. (2009). The latest presents interesting
bounds of the expected error on target distribution LP (h, f) in the transfer learning
setting. These bounds provide valuable information about the conditions needed to make
successful transfer. In particular, based on the bounds provided in Theorem 8, Corollary
5 and 7 from Mansour et al. (2009) we are able to adapt the following formula for our
transfer issue:

LP (h, f)  L bP (h, f) + L bQ(h, h
⇤
Q) + discLq( bP , bQ) + (4q + 1)

⇣
bRS(H) + bRT (H)

⌘
+

4M

0

@

s

log4
δ

2m
+

s

log4
δ

2n

1

A+ LQ(h
⇤
Q, h

⇤
P ) with probability at least 1− δ

for any 0 < δ < 1

(1)

Where:

h 2 H is a hypothesis and H is a hypothesis set bounded by some M > 0 for the
loss function Lq, i.e Lq(h, h

0)  M for all h, h0 2 H.

Q, P are the source and target distributions and bQ, bP their empirical estimators.

h⇤
Q, h

⇤
P the optimal hypotheses on respectively Q and P .

discL(P,Q) = maxh0,h2H |LP (h, h
0) − LQ(h, h

0)| is called the discrepancy distance
and characterizes the ability to find on class H a hypothesis which would perform
well on source domain and poorly on target one or inversely.
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bRS = 2
m
Eσ [suph2H |Pm

i=1 σih(xi)|S = (x1, ..., xm)|] with σi independent uniform
random variables, is called the Rademacher distance and characterizes the ability
of hypotheses from class H to fit noise on S.

We deduce from this bound that efficient transfer is possible when h performs well
on target empirical data (L bP (h, fP )), stays close to the best hypothesis on the source
distribution (L bQ(h, h

⇤
Q)) and minimizes the discrepancy distance between empirical dis-

tributions (discLq( bP , bQ)). Besides, the hypothesis class H should be regularized enough

to avoid over-fitting (bRS(H) + bRT (H)). Notice that the last term LQ(h
⇤
Q, h

⇤
P ) informs

that source and target optimal hypotheses should be close enough on the source domain
to expect successful transfer.

2.2 Methods

Applied to transfer between tire lines, our work particularly studies and compares the
ability of several transfer learning methods to improve design space exploration models.
We selected transfer methods according to the three classes defined by Pan and Yang
(2010): parameter-based, feature-based and instance-based :

parameter-based methods aim to transfer the parameters of a hypothesis built on the
source domain to build a new hypothesis for the target domain. For instance, Chelba
et al. (2007) develop a transfer method where the parameters βP of a hypothesis
hP built on T are penalized by their euclidean distance with the parameters βQ of
a hypothesis hQ built on S. In this manner, Chelba et al. try to obtain a good
hypothesis on target empirical data which stays close to a good hypothesis learned
on source data.

In feature-based methods, the goal is to find a common feature space in which target
and source data have the same behavior according to the output data. Oquab et
al. (2014), for instance, use some target data to train the last layers of a neural

network built on source data. In this way, they build φ such that discLq(φ( bP ), φ( bQ))
is minimized, φ reducing the number of liberty degrees.

In instance-based methods, weights of source data are modified to help the learning
process on target data. These methods search for bQ0 which reduces discLq( bP , bQ0).
For instance Pardoe and Stone (2010) developed a method TrAdaBoostR2 for trans-
fer in regression cases. This method is based on a reverse boosting principle where
the weights of source instances poorly predicted are decreased at each boosting
iteration.

4
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3 Application

We conduct the experiments on tire design data. The purpose of these experiments is
to build a machine learning model mapping the component features of one tire (i.e. the
characteristics of the materials, polymers and textiles in the tire) to one of its performances
(here the rolling resistance).

The dataset used contains around 1000 row instances, each corresponds to one specific
tire from which we have recorded the component features and the rolling resistance.

Each tire belongs to one tire line which is a set of product specifications that defines
a design scope. As mentioned previously, the goal of this work is to build a machine
learning model with good generalization property between tire lines. More specifically,
we aim to build a model performing well on a ”new” tire line using data from previous
tire lines.

In the experiments, we select arbitrarily one tire line and withdraw all its corresponding
instances from the dataset (around 100). This tire line will be considered as a ”new” tire
line for which we aim to have a good model despite the lack of observations. This tire
line will be called target in the following and its 100 corresponding instances will be
used to evaluate the performances of the different transfer methods. The remaining data,
referred as source, are used in the training process. Additionally, as the considered transfer
methods use a few observations from the target domain, we add 10 target instances in
the training set.

The set of hypotheses H considered to build the machine learning models is the set of
fully-connected regressive neural-network functions with two hidden layers of 100 neurons
each and a sigmoid activation. We consider, besides, the mean squared error to compare
the performances of the transfer methods.

Finally, we divide the experiments in two operational scenarii:

First, we consider the case where tire designers have access to source data and to a
few target observations. In this case, they are able to train a neural network with
the set composed of both source and target data available. The model built in this
manner is called all model. We compare its performances to the ones of the transfer
method TrAdaBoostR2 which also needs both source and target data.

Then we consider the case where tire designers do not have access to source data
but only to a few target observations and to a source model previously trained on
source data. This scenario occurs in industry when source data are confidential
or because the overwhelming number of source data induces computational burden
in the training process. In this case, the transfer methods from Chelba and from
Oquab are used. To evaluate the benefit of transfer methods, we compare their
performances to the ones of the two basic models trained respectively on source
data only (source-only) and on target data only (target-only).

5

822 sciencesconf.org:jds2020:319626

an



Table 1 reports the mean squared error of the model predictions on the target data.
It appears in both scenario that using transfer methods improve considerably the model
performances. In particular TrAdaBoostR2 presents the best results compared to the
other methods. We observed also that using source data instead of pre-trained source
models is a better approach in this case as the basic all method performs better than
Chelba and Oquab transfer methods. However, as mentioned before, training a model
with source and target data may not be possible for confidentiality reason or may lead to
computational burden due to large source samples.

Scenario Source data not available Source data available
Method Srce-Only Tgt-Only Chelba Oquab All Pardoe
RMSE 52 (6) 49 (2) 29 (2) 38 (3) 28 (2) 23 (1)

Table 1: Summary of methods results: 1000 source data and 10 target data are chosen
randomly for the training phase, 100 others target data are used to compute the results.
Experiments are conducted 10 times to obtain the standard deviation in brackets. In the
”source data not available scenario”, a source hypothesis is first pre-trained on the 1000
source data and used in a second time with the 10 target training data to build the target
hypothesis. RMSE⇥ 100 are given to mesure methods performances.
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Résumé. Nous nous intéressons à la sélection de variables pour l’espérance d’une
loi normale d-dimensionnelle sous la contrainte supplémentaire que seules des données
privatisées sont disponibles. À cette fin, nous adoptons une récente généralisation de
la théorie minimax classique au cadre de la confidentialité différentielle locale. Nous
donnons une borne inférieure et une borne supérieure sur la vitesse de convergence, pour
le risque lié à la distance de Hamming, sur des classes de vecteurs s-sparses dont les
coordonnées non nulles sont séparées de 0 par une constante a > 0. Nous en déduisons
des conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour que l’identification presque
parfaite du support soit possible. En particulier, la borne inférieure obtenue montre que
l’identification presque parfaite est impossible en grande dimension quand on impose des
contraintes de confidentialité différentielle locale.

Mots-clés. Sélection de variables, confidentialité différentielle locale, identification
presque parfaite du support.

Abstract. We address the problem of variable selection in the Gaussian mean model
in Rd under the additional constraint that only privatised data are available for inference.
For this purpose, we adopt a recent generalisation of classical minimax theory to the
framework of local ↵-differential privacy. We provide a lower bound and an upper bound
on the rate of convergence for the expected Hamming loss over classes of at most s-
sparse vectors whose non-zero coordinates are separated from 0 by a constant a > 0.
As corollaries, we derive necessary conditions and sufficient conditions for almost full
recovery. In particular, our lower bound shows that almost full recovery is impossible
under local differential privacy constraints in the high-dimensional setting.

Keywords. Variable selection, local differential privacy, almost full recovery.

1 Introduction

Problème. De nos jours, une grande quantité de données, telles que les dossiers médi-
caux, les informations de localisation des téléphones portables, l’historique de navigation

1
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sur Internet, est collectée et stockée. Un enjeu majeur consiste à caractériser et à équili-
brer l’utilité statistique de ces données et la protection de la vie privée des personnes
auprès desquelles elles sont obtenues.

Nous nous intéressons ici au problème de la sélection de variables sous contrainte
de confidentialité différentielle locale. Pour i = 1, . . . , n, le i-ème détenteur de données
observe un vecteur aléatoire Xi de Rd distribué selon la loi N (θ, σ2Id). Le paramètre θ

est supposé s-sparse et ses coordonnées non nulles sont supposées plus grandes qu’une
certaine constante a > 0. L’objectif est que chaque détenteur de données publie une
version anonymisée Zi de Xi de sorte que la notion de confidentialité différentielle locale
définie ci-dessous soit satisfaite et qu’on puisse identifier les coordonnées non nulles de θ

à partir des données Z1, . . . , Zn d’une manière optimale.

Confidentialité différentielle locale. La notion de confidentialité différentielle lo-
cale regroupe deux concepts différents, à savoir la confidentialité locale et la confidentialité
différentielle. La notion qualitative de confidentialité locale caractérise la manière dont
les différentes entités détenant les données X1, . . . , Xn peuvent interagir pour générer un
échantillon privé Z qui pourra être communiqué. Elle s’oppose au concept de confiden-
tialité globale où les détenteurs de données font confiance à une même autorité qui a accès
à l’ensemble des données non masquées X1, . . . , Xn et qui génère, à partir de cette infor-
mation complète, des données privées communicables. Dans la configuration locale, une
telle autorité, en qui toutes les parties ont confiance, n’existe pas. Cependant un certain
degré d’interaction entre les différentes parties est permis. Les données privées Z1, . . . , Zn

sont obtenues de la manière suivante : sachant Xi = xi et Z1 = z1, . . . , Zi−1 = zi−1, le
i-ème détenteur de données génère

Zi ⇠ Qi(· | Xi = xi, Z1 = z1, . . . , Zi−1 = zi−1)

pour un noyau de Markov Qi. Un cas particulier important est celui de la confidentialité
locale non-interactive où Zi dépend seulement de Xi. La notion de confidentialité dif-
férentielle est une notion quantitative. Nous donnons sa définition dans le cas local et
renvoyons à l’article de Wasserman et Zhou (2010) pour une définition dans le cas global.

Définition 1.1. Une suite de noyaux de Markov Qi garantit la ↵-confidentialité différen-
cielle locale si

sup
A∈σ(Z)

Qi(A | Xi = x, Z1 = z1, . . . , Zi−1 = zi−1)

Qi(A | Xi = x0, Z1 = z1, . . . , Zi−1 = zi−1)
 exp(↵), 8x, x0 2 X .

Plus ↵ 2 (0,1) est petit, plus la contrainte de confidentialité ci-dessus est forte.
Wasserman et Zhou (2010) proposent une interprétation de la confidentialité différentielle
en terme de risque d’identification.

Cadre minimax privé. Duchi et al. (2018) ont expliqué comment étendre le cadre
minimax classique pour prendre en compte des contraintes de confidentialité différentielle

2

825 sciencesconf.org:jds2020:315516

r



locale. Nous présentons maintenant le risque minimax privé que nous allons étudier par
la suite.

Soient Xi, i = 1, . . . , n des vecteurs aléatoires de Rd indépendants et identiquement
distribués selon la loi N (θ, σ2Id). Les vecteurs Xi = (Xi,j)j=1,...,d pour i = 1, . . . , n sont
observés par n personnes distinctes qui refusent de partager leurs observations respectives.
Le statisticien n’a pas accès à ces données mais seulement à des versions privatisées
Z1, . . . Zn de ces données. On suppose que θ appartient à l’ensemble suivant:

Θ
+
d (s, a) = {θ 2 R

d : il existe S ✓ {1, . . . , d} de cardinal au plus s tel que

θj ≥ a pour tout j 2 S, et θj = 0 pour tout j /2 S}.

L’objectif est de sélectionner les coordonnées non nulles de θ, c’est-à-dire d’estimer le
vecteur

η = η(P✓) = (I(θj 6= 0))j=1,...,d ,

où I(·) est la fonction indicatrice. On appellera sélecteur toute fonction mesurable η̂ =
η̂(Z1, . . . , Zn) à valeurs dans {0, 1}d. Notre but est d’estimer le vecteur η par un sélecteur
η̂ appartenant à Q↵, l’ensemble des procédures vérifiant la contrainte de confidentialité
différentielle locale de niveau ↵. Précisément, on s’intéresse ici aux mécanismes vérifiant
la contrainte de confidentialité différentielle de niveau ↵ qui transforment chaque Xi en
un vecteur Zi de Rd. On dit qu’un sélecteur ⌘̂ = (⌘̂1, . . . , ⌘̂d) est séparable si pour tout
j = 1, . . . , d sa jème coordonnée ⌘̂j dépend seulement des variables (Zi,j)i=1,...,n. On note
T l’ensemble des sélecteurs séparables. Plus particulièrement, on supposera qu’il existe
un mécanisme Q vérifiant la contrainte de confidentialité différentielle locale de niveau
↵/d tel que Zi,j ⇠ Q(· | Xi,j = x) pour tout i 2 J1, nK et tout j 2 J1, dK. On note P✓ la
distribution des Xi et QdP✓ la distribution des Zi. On s’intéresse au risque minimax privé
suivant,

inf
Q∈Qα/d

inf
η̃=η̃(Z(1),...,Z(d))∈T

sup
✓∈Θ+

d (s,a)

1

s
E(QdPθ)⊗n |⌘̃(Z(1), . . . , Z(n)))− ⌘|, (1)

où Q↵/d est l’ensemble des mécanismes vérifiant la contrainte de confidentialité différen-
tielle locale de niveau ↵/d et

|⌘̂ − ⌘| :=
d
X

j=1

|⌘̂j − ⌘j| =
d
X

j=1

I(⌘̂j 6= ⌘j)

est la distance de Hamming entre ⌘̂ and ⌘. On dit que l’identification presque parfaite
du support est possible pour (Θ+

d (sd, ad))d≥1 s’il existe un mécanisme Q 2 Q↵/d et un
sélecteur séparable ⌘̂ tel que

lim
d!1

sup
✓∈Θ+

d (sd,ad)

1

sd
E(QdPθ)⊗n |⌘̂ − ⌘| = 0.
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On dit que l’identification presque parfaite du support est impossible pour (Θ+
d (sd, ad))d≥1

si

lim inf
d!1

inf
Q∈Qα/d

inf
η̂=η̂(Z1,...,Zn)∈T

sup
✓∈Θ+

d (sd,ad)

1

sd
E(QdPθ)⊗n |⌘̂ − ⌘| > 0.

Dans le cadre non confidentiel, Butucea et al. (2018) ont mis en évidence l’existence d’une
valeur a⇤d telle que l’identification presque parfaite est possible pour ad plus grand que a⇤d
et impossible pour ad plus petit que a⇤d. Nous montrons dans la suite que lorsqu’on ajoute
des contraintes de confidentialité différentielle locale, l’identification presque parfaite du
support devient impossible pour n  d peu importe la valeur de a.

2 Bornes inférieures

Nous donnons dans cette partie une borne inférieure sur le risque minimax (1) et montrons
que l’identification presque parfaite est impossible en grande dimension sous contrainte
de confidentialité différentielle locale.

Théorème 2.1. Pour tout a > 0, ↵ > 0, 1  s  d, n ≥ 1, on a

inf
Q∈Qα/d

inf
η̃=η̃(Z(1),...,Z(n))∈T

sup
✓∈Θ+

d (s,a)

1

s
E(QdPθ)⊗n |⌘̃ − ⌘|

≥
⇣
1−

s

d

⌘
exp

✓
−4n(e↵/d − 1)2 min

⇢
a2

4σ2
, 1

}◆

.

Pour que la contrainte de confidentialité ait un sens en pratique, le paramètre de
confidentialité ↵ ne doit pas être trop grand. En particulier, ↵/d ! 0 quand d ! +1.
On a alors n(e↵/d − 1)2 ⇠ n↵2/d2 et le théorème 2.1 montre donc que l’identification
presque parfaite est impossible sous contrainte de confidentialité différentielle locale si
la quantité n↵2/d2 est bornée supérieurement. En particulier, l’identification presque
parfaite est impossible sous contrainte de confidentialité différentielle locale dans le cadre
de la grande dimension, c’est-à-dire quand n  d, et ce, peu importe la valeur de a, ce
qui contraste avec les résultats obtenus dans le cadre non confidentiel par Butucea et
al. (2018). Le théorème 2.1 montre aussi que si n↵2/d2 ! +1, l’identification presque
parfaite du support est impossible pour a  C(σd)/(

p
n↵).

La borne inférieure donnée par le théorème 2.1 est complétée dans la suite par une
borne supérieure nous permettant d’obtenir des conditions suffisantes pour que l’identification
presque parfaite soit possible.

3 Borne supérieure

Pour obtenir une borne supérieure sur le risque minimax (1) nous construisons un esti-
mateur à partir de versions privatisées Z1, . . . Zn des données Xi, i = 1 . . . d et calculons

4
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son risque.
Pour tout i 2 J1, nK et j 2 J1, dK définissons

Zi,j = [Xi,j]T +
2Td

↵
Wi,j,

où les Wi,j’s sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon
la loi Laplace(1), Wi,j est indépendante de Xi,j, et [x]T = max{−T,min{x, T}} désigne
la projection de x sur l’intervalle [−T, T ] où T est un paramètre à choisir.

Proposition 3.1. Pour tout i 2 J1, nK et j 2 J1, dK, Zi,j est une version privatisée de
Xi,j vérifiant la contrainte de confidentialité locale de niveau ↵/d. Par conséquent, pour
tout i 2 J1, nK Zi = (Zi,j)j=1,...,d est une version privatisée de Xi vérifiant la contrainte de
confidentialité locale de niveau ↵.

Définissons le sélecteur ⌘̂ ayant pour coordonnées

⌘̂j = I

 
1

n

n
X

i=1

Zi,j ≥ τ

!
, j = 1, . . . , d, (2)

où le paramètre τ est à choisir. Le résultat suivant donne une majoration du risque de ce
sélecteur.

Théorème 3.2. Si τ, T sont tels que τ < T , τα/(8Td) < 1 et α(T − τ)/(4Td) < 1, alors
on a pour tout θ 2 Θ

+
d (s, a),

E



1

s
|η̂ − η|

]

 d

s



P

✓
ξ ≥ τ

p
n

2σ

◆

+ exp

✓
− τ 2n↵2

128T 2d2

◆

+ nP

✓
|ξ| ≥ T

σ

◆]

+ exp

✓

−
(T − τ)2n↵2

32T 2d2

◆

+ nP

✓

ξ  T − a

σ

◆

,

où ξ est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

Ce résultat nous permet d’obtenir des conditions suffisantes pour que l’identification
presque parfaite du support soit possible.

Corollaire 3.3. Supposons ↵/d ! 0, n↵2/d2 ! +1, nd/s ! +1 et lim sup 29 log(d/s)
n↵2/d2

<

1. Si T =
p

2σ2(1 + δ)[log(2n) + log(d/s)] pour un certain δ > 0, alors le sélecteur ⌘̂
défini par (2) avec τ = T/2 vérifie

sup
✓∈Θ+

d (s,a)

1

s
E(QdPθ)⊗n |η̂(Z(1), . . . , Z(d)))− η| ! 0,

pour tout a ≥
p

2σ2(1 + δ)
⇣p

log n+
p

log(2n) + log(d/s)
⌘

.
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Résumé. L’Analyse des Correspondances Multiples (ACM) est la méthode de choix
pour l’analyse des données catégorielles multivariées. Basée sur la décomposition en
valeurs singulières (SVD), l’ACM bénéficie naturellement des extensions de cette dernière,
dont celles qui permettent de réaliser des analyses parcimonieuses. L’algorithme permet-
tant de réaliser l’ACM parcimonieuse nécessite deux propriétés particulières addition-
nelles: l’inclusion des matrices de métriques (masses et poids) caractéristiques de l’ACM,
et la possibilité de sélectionner des groupes entiers de variables (un groupe étant constitué
du codage disjonctif complet d’une variable catégorielle). Nous proposons un algorithme
pour l’ACM parcimonieuse basé sur la décomposition en valeurs singulières généralisée et
une projection sur la boule `1,2. Nous illustrons notre méthode avec les résultats d’une
enquête par questionnaires sur les connaissances alimentaires et la perception de fromages.

Mots-clés. Parcimonie, Analyse Multivariée, Analyse des Correspondances Multiples

Abstract. Multiple Correspondence Analysis (MCA) is the method of choice for the
multivariate analysis of categorical data. In MCA each qualitative variable is represented
by a group of binary variables (with a coding scheme called “complete disjunctive coding”)
and each binary variable has a weight inversely proportional to its frequency. The data
matrix concatenates all these binary variables, and once normalized and centered this
data matrix is analyzed with a generalized singular value decomposition (GSVD) that
incorporates the variable weights as constraints (or “metric”). The GSVD is, of course,
based on the plain SVD and so MCA can be sparsified by extending algorithms designed
to sparsify the SVD. To do so requires two additional features: to include weights and
to be able to sparsify entire groups of variables at once. Another important feature of
such a sparsification should be to preserve the orthogonality of the components, Here, we
integrate all these constraints by using an exact projection scheme onto the intersection
of subspaces (i.e., balls) where each ball represents a specific type of constraints. We
illustrate our procedure with the data from a questionnaire survey on the perception of
cheese in two French cities.

Keywords. Sparsity, Multivariate Analysis, Multiple Correspondence Analysis
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Akin to principal component analysis (PCA), Multiple Correspondence Analysis (MCA,
see for reviews [1, 6, 8]) is a multivariate analysis method that analyzes the structure of a
set of I observations described by K qualitative variables each comprising Jk modalities.
In MCA, the response of an observation to a qualitative variable is represented by a binary
vector. The I by J data matrix to analyze (denoted Y), called the disjunctive table, is
the concatenation of K matrices each with I observations and Jk columns. In MCA, the
matrix actually analyzed is the centered probability matrix denoted X, and computed as

X = Y ⇥ (IK)−1 − rc> with r = Y1⇥ (IK)−1 and c = Y>1⇥ (IK)−1 . (1)

MCA is obtained from the generalized singular value decomposition (GSVD) of X as

X = P∆Q> with P>MP = Q>WQ = I where M = diag{r} and W = diag{c} (2)

with the diag operator transforming a vector into a diagonal matrix. In MCA, the inter-
pretation of the dimensions is greatly facilitated when variables have either a very large
or a very small (rather than a medium) contribution to a given dimension. In standard
PCA such a pattern is obtained by rotation of the dimensions (e.g., with VARIMAX) or
by sparsification (see [5]). To extend sparsification to MCA (for previous work on Sparse
MCA see [2, 7]), the procedure needs to rely on extensions of sparsification that can in-
corporate 1) the constraints imposed by the matrices M and W and 2) a group constraint
which imposes that the entire block of columns representing a variable is is selected or
discarded by the sparsification procedure. In addition, as for standard sparsification of
PCA, the interpretation of the results is improved when the sparsified dimensions are
pairwise orthogonal, but previous sparsification methods for MCA do not implement the
orthogonality constraint and sparsify only single variables. In this paper we present a gen-
eralization of the sparsified SVD (the SGSVD) that implements all the aforementioned
constraints. We first present the method as an optimization problem, derive the algo-
rithm for this optimization problem, and illustrate this new method with the analysis of
a questionnaire on food preference.

1 Method

The algorithm that we propose solves the following optimization problem

argmin
P,∆,Q

1
2

∥

∥X−P∆Q>
∥

∥

2

2
with

(

P>MP = I

Q>WQ = I
, and 8` = 1, ..., R

(

kp`kG  c1,`

kq`kG  c2,`
(3)

where k.k2 is the Euclidean norm, c1,` and c2,` are positive scalars controlling the sparsity
constraint for the pseudo-singular vectors, and where the group norm is defined as: kxkG =
PG

g=1 kxιgk2. In other words, it is the `1-norm of the vector containing the `2-norm of the
sub-vectors defined by the groups. The `1,2-ball associated with this norm is noted B1,2(·).
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Data: X, ", R
Result: Sparse MCA of X
Define P = 0;
Define Q = 0;
Apply weights and masses to X;
for ` = 1, . . . , R do

p(0) and q(0) are randomly initialized;

δ(0) ← 0;

δ(1) ← p(0)>Xq(0);
s ← 0;

while
∣

∣δ(s+1) − δ(s)
∣

∣ ≥ " do
p(s+1) ← proj(Xq(s), B1,2(c1,`) \ B2(1) \P?);

q(s+1) ← proj(X>p(s+1), B1,2(c2,`) \ B2(1) \Q?);

δ(s+1) ← p(s+1)>Xq(s+1);
s ← s+ 1 ;

end

δ` ← δ(s+1);

P ← vec
(

P,p(s+1)
)

;

Q ← vec
(

Q,q(s+1)
)

;

end
Apply inverse weights and masses to P and Q;

Algorithm 1: General algorithm of the sparse MCA.

1.1 The sparse MCA algorithm

The sparse MCA algorithm is presented in Algorithm 1. It is essentially an alternate
projection algorithm. Its key component is the projection onto the intersection between
the ball defined by the group constraint, the `2-ball, and the space orthogonal to the
already estimated singular triplets (left or right).

To achieve the projections on B1,2(c1,`)\B2(1)\P? and B1,2(c2,`)\B2(1)\Q?, we
perform a Projection Onto Convex Sets (POCS) [3] with two components: the projection
onto the intersection of the group ball and the `2-ball, and the projection onto the or-
thogonal spaces defined by the already estimated pseudo-singular vectors. We detail the
first projection in the next section.

1.2 Projection onto the intersection of the group and the `2-balls

Here, we present a fast and exact algorithm for the projection of x, a fixed vector of Rn

that comprises K non-overlapping groups, onto the intersection of an `1,2-ball of radius c
and the `2-ball of radius 1. This generalizes the projection onto B1(c) \ B2(1) [4].
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Denote by G the set of the indices defining the groups: G = {◆k, k = 1, ..., K}, where
◆k indicates the variables contained in group k and K is the number of groups. Let v
be the vector containing all the `2-norms of the sub-vectors xιk , k = 1, ..., K. The real
and positive value λ⇤ is such that k proxλ⇤kkG

(x)kG = c if and only if k proxλ⇤kk1(v)k1 = c,
where proxf is the proximal operator of a convex function f . Recall that the projection
onto a ball is intimately linked to the proximal operator of the ball’s norm. So, projecting
x onto B1,2(c) \ B2(1) is equivalent to projecting v onto B1(c) \ B2(1), which can be
achieved with the algorithm presented in [4].

2 Results

We analyzed the answers to two sets of questions of a survey on cheese answered by
a sample of French participants from the two French cities of Angers and Lille. The
8 questions from the first set evaluate knowledge with answers coded as either correct
or incorrect. The 23 questions from the second set evaluate the behaviors, opinions, or
attitudes of the respondents toward cheese that are either farm-made or industrial. These
questions are answered with a 4 point Likert scale (from 1 meaning “I totally agree” to
4 meaning “I totally disagree”). In addition we have information about the respondents:
Sex, Age (coded in 4 categories), and the city where they live (Angers or Lille).

A regular MCA was applied to this data, as well as a sparse MCA with the constraints
that each dimension be based on only one group of variables (i.e., a unique categorical
variable) and only one group of observations (i.e., city of origin).

The Scree-plots on Figures 1a and 1b show that the first dimension of the regular MCA
captures most of the variability of the data, whereas for the sparse MCA the pseudo-
eigenvalues (normalized by the total inertia) are almost all equal.

(a) MCA scree-plot. (b) Sparse MCA scree plot.

Figure 1: Scree-plots of the regular (left) and sparse (right) MCA.

The first two dimensions obtained with the regular MCA are shown in Figures 2a and
2b that confirm that city of origin is the main source of variability from this data set.
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The results of the sparse MCA (see Figures 2c, 2d, 2e, and 2f) reveal that: Age is an
important component on the structure of the Angers group, followed by “knowledge” and
gender whereas the second city of origin (Lille) is associated with the fourth dimension.

3 Conclusion

We developed a sparse version of the MCA that incorporates into the GSVD, the group
constraints imposed on the different modalities of a qualitative variable, and illustrated
with real data that this new approach can simplify the interpretation of the factorial
dimensions as well as reveal deeper insights. Future directions will include taking into
account a hierarchical structure of either variables or observations such as overlapping
groups of grouped variables as can be found, for example, for SNP data structured into
pathways.
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Figure 2: Variable and observation maps for MCA and sparse MCA. Only Dimensions 1
and 2 are shown for the regular MCA. For the sparse MCA, we show Dimensions 1 and
2 (middle figures) and Dimensions 3 and 4 (lower figures).
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Résumé. Le test de la médiane est plus puissant que les tests de Student et de
Wilcoxon-Mann-Whitney dans le cas des distributions à queues lourdes pour des données
univariées. Pour les données multivariées de dimension finie, le test de signe est plus
efficace que les tests de Hotelling et de Wilcoxon-Mann-Whitney lorsque les distributions
sont aussi à queues lourdes et que l’espace est de grande dimension.
Dans ce travail, nous construisons un test de la médiane basé sur les rangs spatiaux pour
des données fonctionnelles. Ensuite, nous le comparons avec le test de Wilcoxon-Mann-
Whitney en utilisant des données fonctionnelles simulées.

Mots-clés. Données fonctionnelles, Dérivée au sens de Gâteaux, Espace de Banach,
Espace de Hilbert séparable.

Abstract. The median test is more powerful than the Student and the Wilcoxon-
Mann-Whitney tests in heavy-tails cases for univariate data. For finite multivariate data,
the sign test is more efficient than the Hotelling and the Wilcoxon-Mann-Whitney tests
for high dimensions and in very heavy-tailed cases.
In this work, we construct a median type test based on spatial ranks for functional data.
Then, we compare it to the Wilcoxon-Mann-Whitney one using simulated functional data.

Keywords. Functional data, Gâteaux derivative, Separable Hilbert space, Smooth
Banach space.

1 Introduction

Parametric and nonparametric statistical hypothesis testing play an essential role in statis-
tics (Lehmann (1986) and Lehman and Romano (2005)). Here, we consider the nonpara-
metric procedures to construct tests. These procedures are applicable in many cases where
the data are not drawn from a population with a specific distribution. These type of tests
can be used to verify that two or more datasets come from identical populations.
For univariate data, Wilcoxon (1945) and Mann and Whitney (1947) proposed nonpara-
metric tests based on ranks. Each of them defined their own test statistic which lead to
the same test named Wilcoxon-Mann-Whitney. Another test of hypothesis of the location
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problem is assigned to Mood (1950) and it is called the median test. Another version of
this test based on ranks (see, Capéraà and Cutsem (1988)) has been proposed by Hàjek,
S̀idák and Sen (1999). Nowadays, the median test is not often used, because it is less
powerful than the Wilcoxon-Mann-Whitney test when applied to Gaussian distributions
(Mood (1954)). However, this test is more efficient, when using symmetrical distributions
with heavy-tails, than the Wilcoxon-Mann-Whitney one (Capéraà and Cutsem (1988)).
For multivariate data, several versions of the Hotelling, Wilcoxon-Mann-Whitney and
median tests have been studied.
For functional data, the main difficulty is the infinite dimension of the space data like
the Banach and the Hilbert spaces. Appropriate statistical tools are necessary to handle
these type of data, for example to decide whether two samples of curves are issued from
the same distribution. In this context, Horváth, Kokoszka, and Reeder (2013) proposed
two test statistics for testing the equality of mean functions and one of them is the same
as the Hotelling statistic in finite dimensioanl space.
In a nonparametric setting, Chakraborty and Chaudhuri (2015) proposed a Wilcoxon-
Mann-Whitney test based on spatial ranks.
In the following, we propose a median test statistic based on spatial ranks in separable
Banach space and especially in separable Hilbert space.

2 Construction of the test

2.1 The univariate case

Let X and Y be two R-valued random variables. We consider X1, . . . , Xm and Y1, . . . , Yn

two random samples of X and Y with distribution functions F and Fµ respectively, such
that 8x 2 R;Fµ(x) = F (x− µ). The constant µ is called translation parameter.
We want to test :

H0 : µ = 0 against H1 : µ 6= 0.

Now, we present two nonparametric tests which are curently used.

• The Wilcoxon test: It is a rank test which is defined by the test statistic

W =
1

n

n
X

i=1

Ri.

• The median test: It is a rank test which is defined by the test statistic

M =
1

n

n
X

i=1

{Ri>0}.
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In both statistics, Ri = 1 + (
Pm

j=1 {Yi>Xj} +
Pn

k=1 {Yi>Yk} − N+1
2

) is the centered rank
of Yi when X1, . . . , Xm and Y1, . . . , Yn are ordered together in the same sample of size
N = m+ n.

2.2 The functional case

Now, let X and Y be two independant random elements in a separable Banach space χ.
We denote by χ

⇤ its dual space, i.e., the space of the linear continuous functions on χ with
values in R, and χ

⇤⇤ its bidual space, i.e., the space of the linear continuous functions on
χ
⇤ with values in R. We denote by k.kχ (resp. k.kχ⇤) a norm on χ (resp. on χ

⇤).
Then, we consider X1, . . . , Xm and Y1, . . . , Yn independent random samples of X and Y
from two probability measures P and Q on χ. We suppose that P and Q differ by a shift
∆ 2 χ.
We want to test :

H0 : ∆ = 0 against H1 : ∆ 6= 0.

To construct the Wilcoxon-Mann-Whitney test, Chakraborty and Chaudhuri (2015)
assumed that the space χ is smooth, i.e., k.kχ is Gâteaux differentiable at each x 6= 0, x 2 χ

with Gâteaux derivative called SGNx 2 χ
⇤.

• The existing Wilcoxon-Mann-Whitney test: It is defined by the test statistic

TWMW =
1

nm

n
X

i=1

m
X

j=1

SGN{Yi−Xj}.

- The TWMW is an unbaised estimator of the spatial rank of Y which is equal to
E(SGN{Y−X}).

- We reject the null hypothesis for large values of kTWMWkχ⇤ .

Remark: In particular case, when the space χ is assumed to be an Hilbert one, the
Wilcoxon-Mann-Whitney test statistic becomes

TWMW =
1

nm

n
X

i=1

m
X

j=1

Yi −Xj

kYi −Xjkχ
.

In the univariate case, the median test is more powerful than the Wilcoxon-Mann-Whitney
one in heavy-tails cases. For these reasons, we decided to construct a median test in this
infinite dimensional space χ. A hypothesis needed to construct it is that the space χ

⇤ is
smooth, i.e., k.kχ⇤ is Gâteaux differentiable at each f 6= 0, 2 χ

⇤ with Gâteaux derivative
denoted by SGN⇤

f 2 χ
⇤⇤.
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• The proposed median test : It is defined by the test statistic

MEDfct =
1

n

n
X

i=1

 

SGN⇤
1
m

mP

j=1
SGN{Yi−Xj}

!

.

- Under certain conditions, the test statistic proposed MEDfct is an asymptotic
unbiased estimator of SGN⇤

E(SGN{Y −X})
which is in the univariate case the di-

rection of the median of the (Y −X)’s distribution from the origin. This result
is obtained using the strong law of large numbers in such spaces.

- We decided to reject the null hypothesis for large values of kMEDfctkχ⇤⇤ .

Remark: In particular case, when the space χ is assumed to be an Hilbert one, the
proposed median test statistic can be rewrited as

MEDfct =
1

n

n
X

i=1

m
X

j=1

Yi −Xj

kYi −Xjkχ

k
m
X

j=1

Yi −Xj

kYi −Xjk
kχ

.

• Rule of decision : To derive the p-value of the tests MEDfct, we decided to use
random permutations such as proposed by Chakraborty and Chaudhuri (2015) for
the Wilcoxon-Mann-Whitney test.

2.3 Simulation study

In this section, we compare the proposed median statistic MEDfct in the previous section
to the Wilcoxon-Mann-Whitney statistic TWMW.
We set χ = L2[0, 1] and we consider

X =
1
X

k=1

Zkek,

where for all k > 0, ek =
p
2sin(t/σk) is an orthonormal basis of χ, σk = ((k − 0.5)π)−1

and Zk’s are independant random variables which correspond to the projection of X on
the Karhunen-Loève basis. Then, we consider 5 cases : Zk/σk v N(0, 1), Zk/σk v t(5),
Zk/σk v C(0, 1), Zk/σk v Dexp(0, 1) and Zk/σk v L(0, 1).

We suppose that Y is distributed as X + ∆ and, under the alternative hypotheses
H1 : ∆ 6= 0, we consider the case where ∆(t) = c, c > 0 for all t 2 [0, 1].
The power of the statistics is estimated using nsim random simulations of (X, Y ). Based
on nperm random permutations, the hypothesis H0 is rejected if pvalue < α, where α is the
significance level which is chosen equal to 0.05. We obtain the following power results:
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• For ∆(t) = c, nperm = 999, nsim = 1000 and n = m = 10 :

Power N(0, 1) t(5) C(0, 1) Dexp(0, 1) L(0, 1)

c = 0.25

Power-WMW 0.127 0.113 0.065 0.098 0.094
Power-MEDfct 0.134 0.119 0.067 0.097 0.098

c = 0.5

Power-WMW 0.469 0.364 0.11 0.319 0.184
Power-MEDfct 0.469 0.36 0.098 0.315 0.184

c = 0.75

Power-WMW 0.862 0.729 0.04 0.68 0.388
Power-MEDfct 0.864 0.722 0.046 0.662 0.391

Table 1: The power results of MEDfct and WMW when m = n = 10.

As expected, the power of both tests increases when the difference between X and Y ,
the parameter c, increases. These two nonparametric tests behave very similarly, even if
the median test is slightly more powerful for heavy-tailed distributions such as Laplace.

2.4 Application to real data

In this section, we have used three datasets to compare our test with the Wilcoxon-Mann-
Whitney one. These datasets are those utilized by Chaudhuri and Chakraborty (2015)
(for more details, see Ramsay and Silverman (2005) and Ferraty and Vieu (2006)).
The first one, named the coffee data, is available from http://www.cs.ucr.edu/~eamonn/

time_series_data/. It contains the spectroscopy values for 14 samples of two differents
types of coffee beans (Arabica and Robusta) taken at 286 wavelengths.
The second one is the Berkeley growth and is available in the R package ”fda”. It contains
the heights of 39 boys and 54 girls measured at 31 time points from age 1 to 18.
The third one is named the spectrometry data and it can be found at http://www.math.
univ-toulouse.fr/staph/npfda. It contains the spectrometric curves, recorded on 215
pieces of finely chopped meat, which corresponds to the absorbance measured at 100
wavelengths between 850 nm and 1050 nm. Moreover, we know whether the fat content
of each meat unit is 6 20% or > 20% thanks to an analytical chemical process.
For the coffee data, the p-values, based on the random permutations, of our test and
the Wilcoxon-Mann-Whitney test allow us to reject the null hypothesis. However, in the
article of Chaudhuri and Chakraborty (2015) the p-value, based on the asymptotic dis-
tribution, of the Wilcoxon-Mann-Whitney test is 0.072 which fails to reject H0.
We suppose that the small size of this dataset (n = m = 14) doesn’t allow the asymptotic
results to be relevant in that case.
The p-values of the two tests for both of the two other datasets are 0 upto two decimal
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places and it’s exactly like the p-values obtained in Chaudhuri and Chakraborty (2015).
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